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Î Ò Ç Û Â

íà äèññåðòàöèîííóþ ðàáîòó Íãóåí Âàí Êóèíÿ

¾Çàäà÷è òåîðèè ñóáãàðìîíè÷åñêèõ

è äåëüòà-ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé¿.

Òåîðèÿ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé áåçóñëîâíî ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæ-

íåéøèõ íàïðàâëåíèé ñîâðåìåííîãî àíàëèçà. Åå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

÷àñòü òåîðèè ïîòåíöèàëà â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ïîýòîìó îíà òåñ-

íî ñâÿçàíà ñ çàäà÷àìè ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ñîâðåìåííàÿ òåîðèÿ àíà-

ëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé òàêæå àêòèâíî èñïîëüçóåò ìåòîäû òåîðèè ñóáãàðìî-

íè÷åñêèõ ôóíêöèé. Êðîìå òîãî, ìíîãèå òåîðåìû ýòîé òåîðèè èìåþò åñòå-

ñòâåííûå àíàëîãè äëÿ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé êàê íà ïëîñêîñòè, òàê

è â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Òàê, ñîçäàííàÿ Â.Ñ.Àçàðèíûì òåîðèÿ

ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé ïîçâîëèëà ïîëó÷àòü îä-

íîòèïíûå ðåøåíèÿ ðÿäà äàâíî ñòîÿùèõ è íîâûõ çàäà÷ òåîðèè ñóáãàðìîíè-

÷åñêèõ ôóíêöèé â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå è àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé

íà ïëîñêîñòè. Ãëàâíàÿ èäåÿ ýòîé òåîðèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî àñèìïòîòè-

÷åñêèå ñâîéñòâà ñóáãàðìîíè÷åñêèõ è àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ïðè ïåðå-

õîäå ê ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâàì ïðåâðàùàþòñÿ â ëîêàëüíûå (÷àñòî âåñü-

ìà íåòðèâèàëüíûå) ñâîéñòâà ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Áîëüøîé âêëàä

â ðàçâèòèå ýòîãî íàïðàâëåíèÿ áûë ñäåëàí õàðüêîâñêèìè ìàòåìàòèêàìè

Â.Ñ.Àçàðèíûì, Ì. Ë. Ñîäèíûì, À. Å. Åðåìåíêî, à òàêæå íàó÷íûì ðóêî-

âîäèòåëåì äèññåðòàíòà À.Ô.Ãðèøèíûì. Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ â ýòîì

íàïðàâëåíèè ïîòðåáîâàëè äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ ñõîäè-

ìîñòè ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé, ðàçíîñòåé ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé

(òàê íàçûâàåìûõ äåëüòà-ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé), ïîòåöèàëîâ ìåð (â

òîì ÷èñëå è çíàêîïåðåìåííûõ ìåð).

Öåëüþ èññëåäîâàíèÿ â äàííîé ðàáîòå ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ñâÿçè ñõîäèìî-

ñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äåëüòà-ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â ñìûñëå ðàñ-

ïðåäåëåíèé ñ äðóãèìè âèäàìè ñõîäèìîñòè, à òàêæå èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ

ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ äëÿ äåëüòà-ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé è çíàêîïåðå-

ìåííûõ ìåð Ðàäîíà.Ìåòîäàìè èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû ìàòåìà-

òè÷åñêîãî àíàëèçà, â òîì ÷èñëå ìåòîäû òåîðèè ìåðû è ïîòåíöèàëà, ìåòîäû

ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, à òàêæå íåêîòîðûå ýëåìåíòû òåîðèè äèíàìè-

÷åñêèõ ñèñòåì. Èç âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò àêòóàëüíîñòü òåìû äàííîé

äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.

Îñíîâíûå çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ çàêëþ÷àëèñü â èçó÷åíèè ïðåäåëüíûõ

ìíîæåñòâ äëÿ äåëüòà-ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé è ìåð Ðàäîíà, èçó÷åíèè



2

ñâÿçè ìåæäó ïðåäåëüíûìè ìíîæåñòâàìè äëÿ äåëüòà-ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíê-

öèé è ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ èõ àññîöèèðîâàííûõ ìåð, ïîëó÷åíèè ïðåä-

ñòàâëåíèé òèïà Áðåëî äëÿ äåëüòà-ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé, íàõîæäå-

íèå óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ èç ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîòåíöèàëîâ

êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáîáù¼ííûõ ôóíêöèé ñëåäóåò åå ñõîäèìîñòü â ïðî-

ñòðàíñòâàõ Ëåáåãà, à òàêæå ïîñòðîåíèè öåëîé ôóíêöèè çàäàííîãî íóëåâîãî

óòî÷í¼ííîãî ïîðÿäêà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Â ðàáîòå âïåðâûå ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ ïîíÿòèå ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà äëÿ çíàêîïåðåìåííîé ðàäî-

íîâîé ìåðû íîðìàëüíîãî òèïà ïðè çàäàííîì óòî÷íåííîì ïîðÿäêå â êîíå÷-

íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Rm (Òåîðåìà 2.1). Äëÿ ñëó÷àÿ íåîòðèöàòåëüíûõ

ìåð ýòî ïîíÿòèå áûëî ïîäðîáíî èçó÷åíî Â.Ñ.Àçàðèíûì, íî åãî ðàñïðîñòðà-

íåíèå íà ñëó÷àé çíàêîïåðåìåííûõ ìåð íå ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì. Äàëåå äèñ-

ñåðòàíò ââîäèò ïîíÿòèå ðåãóëÿðíîé ìåðû Ðàäîíà êàê ìåðû ñ îäíîòî÷å÷íûì

ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâîì, ÷òî ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì àíàëîãîì ðåãóëÿðíîé

íåîòðèöàòåëüíîé ìåðû ïî Àçàðèíó. Â òåîðåìàõ 2.2 è 2.3 îí ïîêàçûâàåò,

÷òî ìåðû , èìåþùèå óãëîâóþ (ïðè m > 2 êîíóñíóþ) ïëîòíîñòü, ÿâëÿþòñÿ

ðåãóëÿðíûìè, ïðè÷åì îáðàòíîå èìååò ìåñòî òîëüêî â ñëó÷àå íåîòðèöàòåëü-

íûõ ìåð: ïðåäúÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíàÿ çíàêîïåðåìåííàÿ ìåðà â ïëîñêîñòè,

êîòîðàÿ íå èìååò óãëîâîé ïëîòíîñòè. Ýòà ñèòóàöèÿ íåâîçìîæíà â òåîðèè

Àçàðèíà. Äàëåå, â òåîðåìàõ 2.4 è 2.5 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî, óäîâëå-

òâîðÿþùåå óñëîâèÿì Òåîðåìû 2.1, ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâîì íåêî-

òîðîé ìåðû Ðàäîíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ìîæíî àïïðîêñèìèðî-

âàòü â ñìûñëå ðàññòîÿíèÿ Õàóñäîðôà ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïåðèîäè÷åñêèõ

ìåð. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ãðóïïà òåîðåì 2.6-2.11, â êîòîðûõ äëÿ

îïèñàíèÿ óñëîâèé òîãî, ÷òî äàííîå ìíîæåñòâî ìåð ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì,

äèññåðòàíò èñïîëüçóåò àïïàðàò òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Äëÿ ïðèìåðà

ñôîðìóëèðóåì îäíó èç òåîðåì

Òåîðåìà 2.11. Ïóñòü ρ(r) → ρ � óòî÷í¼ííûé ïîðÿäîê, M � êîì-

ïàêò â ïðîñòðàíñòâå ìåð, èíâàðèàíòíûé îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ

µ(E) → t−ρµ(tE), âñå ìåðû èç êîòîðîãî èìåþò òèï íå âûøå σ ïðè ïîðÿä-

êå ρ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà ðàäîíîâà ìåðà, ÿâëÿþùàÿñÿ ìåðîé

íå âûøå ÷åì íîðìàëüíîãî òèïà îòíîñèòåëüíî óòî÷í¼ííîãî ïîðÿäêà ρ(r)

è òàêàÿ, äëÿ êîòîðîé M åñòü ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî, íåîáõîäèìî è äî-

ñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðèîäè÷åñêèõ ìåð

µn ïîðÿäêà ρ òèïà íå âûøå σ1 òàêàÿ, ÷òî â ìåòðèêå Õàóñäîðôà ïðåäåëü-

íûå ìíîæåñòâà ìåð µn ñõîäÿòñÿ ê M .
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Êàê âèäíî, àïïàðàò òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì îêàçûâàåòñÿ çäåñü âïîëíå

àäåêâàòíûì.

Äàëåå, â òåîðåìàõ 3.1 è 3.2 îïèñûâàþòñÿ óñëîâèÿ íà àññîöèèðîâàííûå

ìåðû äåëüòà-ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â Rm, m > 1, ïðè êîòîðûõ èç

ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òàêèõ ôóíêöèé â ñìûñëå òåîðèè ðàñïðå-

äåëåíèé ñëåäóåò ñõîäèìîñòü â ïðîñòðàíñòâàõ Lp(γ) ñ òîé èëè èíîé ìåðîé

γ, ÷òî îáîáùàåò ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû À.Ô.Ãðèøèíà è À Øóèãè

äëÿ ôóíêöèé íà ïëîñêîñòè. Òàêîãî ðîäà ñõîäèìîñòè ÷àñòî âîçíèêàþò ïðè

èçó÷åíèè äåëüòà-ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé è èõ ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ. Â

òåîðåìàõ 3.3 è 3.4 íàõîäÿòñÿ íîâûå ïðåäñòàâëåíèÿ òèïà Áðåëî äëÿ äåëüòà-

ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé êîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Â òåîðåìàõ 3.5 è 3.7 ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà äëÿ äåëüòà-ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíê-

öèé êîíå÷íîãî ïîðÿäêà, èçó÷àþòñÿ èõ ñâîéñòâà. Îñîáî îòìåòèì òåîðåìó 3.6,

ãäå Íãóåí Êóèíü íàõîäèò òî÷íîå îïèñàíèå äåëüòà-ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíê-

öèé, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ïðåäåëüíîìó ìíîæåñòâó íåêîòîðîé äåëüòà-ñóá-

ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè â ñëó÷àå öåëîãî óòî÷íåííîãî ïîðÿäêà.

Îñîáîå ìåñòî â äèññåðòàöèè çàíèìàåò òåîðåìà 3.9, â êîòîðîé ÿâíî ñòðî-

èòñÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ çàäàííîãî íóëåâîãî óòî÷íåííîãî ïîðÿäêà. Ýòî î÷åíü

ñëîæíàÿ è òîíêàÿ êîíñòðóêöèÿ. Ýòà çàäà÷à ñòîÿëà áîëåå 60 ëåò, ñ ìîìåí-

òà, êîãäà Á.ß.Ëåâèí ïîñòðîèë ôóíêöèþ ñ çàäàííûì èíäèêàòîðîì íåöåëîãî

óòî÷íåííîãî ïîðÿäêà. Ñëåäóþùåå ïðîäâèæåíèå áûëî ñäåëàíî Â.Í.Ëîãâè-

íåíêî ÷åðåç 20 ëåò: îí ðåøèë çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè ñ çàäàííûì èí-

äèêàòîðîì ñëó÷àå öåëîãî íåíóëåâîãî óòî÷íåííîãî ïîðÿäêà. È òîëüêî ïîñëå

ðàáîòû Íãóåí Êóèíÿ çàäà÷ó ìîæíî ñ÷èòàòü ïîëíîñòüþ ðåøåííîé.

Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè, íàó÷íî îáîñ-

íîâàííûìè, èõ äîñòîâåðíîñòü âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî âñå îíè ñíàáæåíû

ïîäðîáíûìè äîêàçàòåëüñòâàìè. Êðîìå òîãî, âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè

äîêëàäûâàëèñü íà íåñêîëüêèõ êîíôåðåíöèÿõ è íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ, â ïðè-

ñóòñòâèè êâàëèôèöèðîâàííûõ ñïåöèàëèñòîâ ïî àíàëèçó.

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàáîòå, íîñÿò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð.Ïðàê-

òè÷åñêîå çíà÷åíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíè

ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû êàê â òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííî-

ãî, òàê è â äðóãèõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè, ãäå èñïîëüçóþòñÿ öåëûå, ñóáãàð-

ìîíè÷åñêèå è äåëüòà-ñóáãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè.

Ê äèññåðòàöèè èìåþòñÿ ñëåäóþùèå çàìå÷àíèÿ:

1) Íà ñ. 24 õîðîøî áû áûëî ïðèâåñòè îïðåäåëåíèå âåëè÷èíû V (r).

2) Íà ýòîé æå ñòðàíèöû ñëîâà ¾ìåðà íå íàãðóæàåò øàð¿ íå ðàñøèôðî-






