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ПЕРЕЧЕНЬ УСЛОВНЫХ ОБОЗНАЧЕНИЙ

Rn – n-мерное действительное евклидово пространство;

‖x‖ – евклидова норма вектора x ∈ Rn;

(x, y) – скалярное произведение векторов x ∈ Rn и y ∈ Rn;

A∗ – матрица транспонированная к матрице A;

C i(M) – пространство i раз непрерывно дифференцируемых

на множестве M функций;

σ(A) – спектр матрицы A.
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ВВЕДЕНИЕ

Актуальность темы. Управляемые системы обыкновенных дифферен-

циальных уравнений возникают при исследовании большого класса меха-

нических, биологических, экономических и других процессов. Основы ма-

тематической теории управления были заложены Л.С. Понтрягиным [45].

Значительный вклад в ее основы и развитие были внесены Р. Беллма-

ном, Р.В. Гамкрелидзе, В.Г. Болтянским, Р. Каллманом, Н.Н. Красовским,

А.Б. Куржанским, В.И. Коробовым и многими другими.

Многие вопросы теории линейных управляемых систем являются хо-

рошо изученными, а сама теория носит завершенный характер [12, 15, 23,

37,41,42,44,69,115,118]. Решены задачи управляемости, синтеза, стабили-

зации, оптимального быстродействия и многие другие. В то же время боль-

шинство реальных динамических систем имеют нелинейную природу. Эти

факторы обусловливают возросший интерес к исследованию нелинейных

управляемых систем [13,37,60,61,79,81,86,87,90,100,101,106,112,118,120].

Исследование качественных свойств нелинейных систем является ин-

тенсивно развивающимся направлением в современной математической

теории управления. Наряду с вопросами управляемости, стабилизируемо-

сти, наблюдаемости, отображаемости и др. стоят вопросы о конкретных

методах построения управлений для нелинейных систем. В данной дис-

сертации разработаны методы построения позиционных управлений для

класса нелинейных неуправляемых по первому приближению систем.

Важной задачей теории управления является задача стабилизации. В

основе большинства подходов к решению задачи стабилизации лежит ме-

тод функции А.М. Ляпунова. Задача оптимальной стабилизации, в том чис-

ле оптимальной стабилизации по первому приближению, была рассмотре-

на Н.Н. Красовским [40]. На сегодняшний день не существует универсаль-

ных методов построения стабилизирующих управлений и функций Ляпу-
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нова для нелинейных систем. Вопросы стабилизации некоторых классов

нелинейных систем были исследованы, например, в работах [61, 80, 88, 96,

100, 120].

Ещё одной важной проблемой теории управления является задача по-

зиционного синтеза ограниченных управлений. Впервые решение задачи

позиционного синтеза для n – мерной линейной системы было получено

В.И. Коробовым в [18]. В той же работе была решена задача синтеза по

первому приближению. Предложенный в [18] подход, названный методом

функции управляемости, является развитием метода функции Ляпунова.

Метод функции управляемости позволяет добиться конечности времени

попадания в точку покоя. Далее этот подход был развит в работах В.И. Ко-

робова, Г.М. Скляра, а также Г.А. Бессонова, В.А. Скорика и многих дру-

гих. Упомянем лишь некоторые из этих работ [9, 10, 21, 22, 25, 26, 32, 37, 46,

47, 94, 95, 97].

Другой подход к исследованию нелинейных систем состоит в их отоб-

ражении на системы более простого вида, свойства которых хорошо изу-

чены. Важным классом таких систем являются треугольные системы, ко-

торые впервые были рассмотрены В.И. Коробовым в [17]. В этой работе

был предложен конструктивный метод отображения треугольных систем

на линейные с помощью замены переменных и управления. Дальнейшее

развитие теории отображения нелинейных систем на линейные было до-

стигнуто, например, в работах [28, 48–51,70, 74, 76, 99, 109, 113].

Несмотря на широкое развитие методов нелинейной теории управле-

ния, задача синтеза ограниченных управлений и задача стабилизации тре-

буют дальнейшего исследования для широкого класса нелинейных систем.

Для неуправляемых по первому приближению систем известны лишь част-

ные подходы, основанные на особом виде нелинейностей.

Задачи построения управлений для нелинейных систем являются акту-

альными по сей день. Настоящая диссертация посвящена решению задач
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стабилизации и синтеза для класса нелинейных систем с неуправляемым,

неустойчивым первым приближением. Эти системы не отображаются на

линейные системы известными методами. Для одного класса таких нели-

нейных систем в явном виде построено стабилизирующее управление и

функция Ляпунова. Для другого класса таких систем построена функция

управляемости и ограниченное позиционное управление, обеспечивающее

попадание в точку покоя за конечное время. Также, в работе предложены

и исследованы классы сингулярных треугольных систем, которые отобра-

жаются на нелинейную систему специального вида.

Связь работы с научными программами, планами, темами. Диссер-

тация выполнена на кафедре дифференциальных уравнений и управления

Харьковского национального университета имени В.Н. Каразина в рамках

государственной научно-исследовательской работы по теме «Решение за-

дач управляемости, линеаризации, синтеза и стабилизации для нелиней-

ных систем» (номер государственной регистрации 0111U010365), а также

на кафедре прикладной математики Харьковского национального универ-

ситета имени В.Н. Каразина в рамках государственной научно-исследова-

тельской работы по теме «Исследования качественных свойств динамиче-

ских систем» ( номер государственной регистрации 3-11-16).

Цель и задачи исследования. Целью диссертационной работы являет-

ся построение управлений, которые решают задачи стабилизации и синте-

за, для классов нелинейных систем с неуправляемым неустойчивым пер-

вым приближением.

Объектами исследования данной диссертационной работы являются

классы нелинейных систем с неуправляемым неустойчивым первым при-

ближением, классы сингулярных треугольных систем, а также сингулярное

уравнение Ляпунова специального вида.

Предмет исследования. Методы построения классов стабилизирую-

щих управлений, а также управлений, обеспечивающих конечность време-
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ни попадания в точку покоя. Условия отображаемости сингулярных тре-

угольных систем на нелинейные системы специального вида. Условия раз-

решимости и описание класса положительно определенных решений син-

гулярного уравнения Ляпунова, возникающего при решении поставленных

задач.

Методы исследования. Для решения поставленных в работе задач

применялся метод стабилизации и синтеза по нелинейному приближению.

Для систем нелинейного приближения применялись метод функции Ляпу-

нова и метод функции управляемости.

Научная новизна полученных результатов. В диссертации получены

следующие новые результаты:

1. Построен класс стабилизирующих управлений для канонической си-

стемы со многими степенными нелинейностями при дополнительном

ограничении на степени в правой части системы.

2. Решена задача стабилизации для класса нелинейных систем, нелиней-

ным приближением которых является каноническая система со многи-

ми степенными нелинейностями.

3. Построено ограниченное позиционное управление, которое обеспечи-

вает конечность времени попадания в точку покоя траекторий канони-

ческой системы с одной степенной нелинейностью.

4. Решена задача синтеза для класса нелинейных систем, нелинейным

приближением которых является каноническая системы с одной сте-

пенной нелинейностью.

5. Исследован вопрос об отображаемости сингулярных треугольных си-

стем на каноническую систему с одной степенной нелинейностью с

помощью замены координат и управления. Такое отображение постро-

ено в явном виде. Предложены широкие классы сингулярных треуголь-

ных систем, для которых обратное отображение найдено в явном виде.
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Причем, исходное управление явно выражается через новое управле-

ние. На основе такого отображения для этих систем построены стаби-

лизирующие и синтезирующие управления.

6. Получены условия разрешимости и описан класс положительно опре-

деленных решений одного сингулярного уравнения Ляпунова.

Практическое значение полученных результатов. Работа носит, в ос-

новном, теоретический характер. Результаты диссертационной работы раз-

вивают теорию нелинейных управляемых систем. Также полученные ре-

зультаты могут быть использованы для исследования более широких клас-

сов нелинейных систем, которые могут возникать и в ряде практических

задач теории управления.

Личный вклад соискателя. Постановка задач и общее руководство

работой принадлежат научному руководителю – доктору физико-математи-

ческих наук, профессору В.И. Коробову. Важно отметить, что общий метод

решения задачи синтеза был предложен В.И. Коробовым [18]. Применяя

этот метод, автор диссертации построил класс управлений для нелиней-

ных неуправляемых по первому приближению систем. Формулировки и

доказательства результатов диссертации получены автором самостоятель-

но.

Апробация результатов диссертации. Результаты диссертации докла-

дывались и обсуждались на следующих научных конференциях и семина-

рах:

1. Международная школа-конференция «Тараповские чтения:
”
Современ-

ные проблемы математики и ее приложения в естественных науках

и информационных технологиях“», посвященная 50-летию механико-

математического факультета, Харьков, 17- 22 апреля 2011 г.;

2. Международная школа-конференция «Тараповские чтения:
”
Современ-

ные проблемы математики, механики и информатики“», Харьков, 29
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сентября - 4 октября 2013 г.;

3. IX международная конференция для молодых ученых:
”
Современные

проблемы математики и ее приложения в естественных науках и ин-

формационных технологиях“, Харьков, 25-26 апреля, 2014 г.;

4. II International conference
”
Analysis and Mathematical Physics“, Kharkiv,

June 16-20, 2014;

5. Городской семинар по математической теории управления ХНУ им.

В.Н. Каразина (руководитель семинара – проф. Г.М. Скляр), Харьков,

май 2015 г.;

6. III International conference
”
Analysis and Mathematical Physics“, Kharkiv,

June 15-19, 2015;

7. International conference
”
Dynamical Systems and Their Applications“, Kyiv,

June 22-26, 2015;

8. Научный семинар кафедры прикладной математики ХНУ им. В.Н. Ка-

разина (руководитель семинара – проф. В.И. Коробов), Харьков, ок-

тябрь 2015 г.;

9. Международная конференция «Тараповские чтения:
”
Современные про-

блемы естественных наук“», Харьков, 1-15 марта 2016 г.;

10. IV International conference
”
Analysis and Mathematical Physics“, Kharkiv,

June 13-17, 2016.

Публикации. Основные результаты диссертации отражены в 14 науч-

ных публикациях, в том числе в 6 статьях [1, 5, 6, 39, 65, 66] в специализи-

рованных журналах (1 статья опубликована в журнале с импакт-фактором,

который включен в международные наукометрические базы данных Scopus

и Web of Science) и в 8 тезисах выступлений на международных научных

конференциях [2–4, 7, 62–64,67].
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Структура диссертации. Диссертационная работа состоит из введе-

ния, пяти разделов, выводов и списка использованных источников, кото-

рый содержит 120 наименований и занимает 14 страниц. Общий объем

диссертации составляет 117 страниц. Основные результаты, вынесенные

на защиту, изложены в разделах 2, 3, 4 и 5.

Автор выражает искреннюю благодарность своему научному руко-

водителю – доктору физико-математических наук, профессору Валерию

Ивановичу Коробову за постановку задач, внимание и поддержку при на-

писании работы.
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РАЗДЕЛ 1

ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ, ВЫБОР НАПРАВЛЕНИЯ ИССЛЕДОВАНИЙ

В настоящем разделе дан обзор литературы по теме диссертации и

обоснован выбор направлений исследования.

1.1. Обзор литературы и выбор направления исследований

Данная диссертация посвящена решению задач стабилизации и позици-

онного синтеза ограниченных управлений для нелинейных неуправляемых

по первому приближению систем.

Под задачей стабилизации для системы

ẋ = f(x, u), x ∈ Rn, u ∈ Rr,

где f : Rn×Rr → Rn – непрерывно дифференцируемая функция, f(0, 0) =

0, понимается задача построения такого управления u = u(x) (u(0)=0), что

нулевая точка покоя замкнутой системы ẋ = f(x, u(x)) будет асимптотиче-

ски устойчива в смысле Ляпунова. В случае, когда управление u(x) явля-

ется гладкой (непрерывно дифференцируемой) функцией будем говорить о

гладкой стабилизации.

Ставшая классической, задача стабилизации линейной системы

ẋ = Ax+Bu, x ∈ Rn, u ∈ Rr

изучалась во многих работах. Вспомним, например, монографии [12,13,61,

69, 81, 115, 118]. Хорошо известно, что в случае когда пара (A,B) является

управляемой, т.е. rg(B,AB, . . . , An−1B) = n, стабилизирующее управле-

ние может быть найдено в виде линейной обратной связи u = Px, где

P – n × r-матрица. Более того, доказано (см. [118, стр. 44, теорема 2.9.]),

что для произвольного полинома p(λ) = λn + p1λ
n−1 + · · · + pn−1λ + pn,
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где pi ∈ R, i = 1, . . . , n − 1, найдется матрица P ∈ Rn×r, такая что

p(λ) = det(λI − A − BP ). Это дает возможность смотреть на задачу ста-

билизации, как на задачу перемещения спектра. Действительно, для того,

чтобы управление u = Px было стабилизирующим достаточно выбрать

коэффициенты pi, i = 1, . . . , n, так, чтобы корни полинома p(λ) лежали

в левой полуплоскости. При таком выборе полинома p(λ) мы имеем, что

Re σ(A + BP ) < 0 и замкнутая система ẋ = (A + BP )x асимптотически

устойчива.

Один из подходов к исследованию задачи стабилизации нелинейных

управляемых по первому приближению систем опирается на теорему Ля-

пунова об устойчивости по первому приближению (см. [90, стр. 139, тео-

рема 4.7]). Приведем формулировку этой теоремы.

Теорема 1.1. Рассмотрим нелинейную систему вида

ẋ = Ax+ g(t, x), x ∈ Rn. (1.1)

Пусть функция g(t, x) удовлетворяет условию |g(t, x)| ≤ M‖x‖1+α для

некоторых M > 0 и α > 0. Тогда:

1)если Re σ(A) < 0, то нулевая точка покоя системы (1.1) асимптоти-

чески устойчива;

2)если max
λi∈σ(A)

Re λi > 0, то нулевая точка покоя системы (1.1) неустой-

чива.

Из последней теоремы следует, что управление u = Px, которое рас-

сматривалось выше, стабилизирует и нелинейную систему

ẋ = Ax+Bu+ g(t, x).

Важную роль при исследовании устойчивости линейных и нелинейных

систем играет матричное уравнение Ляпунова вида

A∗F + FA = −W, (1.2)
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где A, F и W – некоторые действительные n × n-матрицы. Так, хорошо

известен следующий результат.

Теорема 1.2. ПустьW – произвольная положительно определенная мат-

рица. Уравнение (1.2) имеет единственное положительно определенное ре-

шение F тогда и только тогда, когда система ẋ = Ax асимптотически

устойчива.

Напомним, что матрица A называется устойчивой, если Re σ(A) < 0.

Отметим, что если матрица A устойчива, а матрица W положительно опре-

делена, то функция V = (Fx, x), где F – решение уравнения (1.2), является

функцией Ляпунова системы ẋ = Ax.

Матричное уравнение Ляпунова изучалось, например, в работах [11,

14, 43, 56–59, 68, 78, 115]. Известно, что для разрешимости уравнения (1.2)

при произвольной симметрической матрице W в правой части достаточно,

чтобы матрица A была устойчивой [43, стр. 240, теорема 8.5.1]. Более того,

если матрица W положительно определена, то решение этого уравнения F

положительно определено тогда и только тогда, когда матрица A устойчи-

ва. В настоящей диссертационной работе важную роль играет матричное

уравнение Ляпунова (1.2) в сингулярном случае, когда det(A) = 0. Такое

уравнение не разрешимо в классе положительно определенных матриц, ес-

ли матрица W положительно определена.

Одним из подходов к решению задачи стабилизации для нелинейных

управляемых систем вида ẋ = f(x, u) состоит в построении управления

u = u(x) и функции Ляпунова V (x) таких, что
n∑
i=1

∂V (x)

∂xi
fi(x, u(x)) < 0 при x 6= 0.

В данной диссертационной работе исследован широкий класс нели-

нейных неуправляемых по первому приближению систем, для которых

построен класс стабилизирующих управлений и функций Ляпунова. При-

чем функцию Ляпунова удалось построить в виде квадратичной формы.
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При таком построении возникла необходимость в исследовании матрично-

го уравнения Ляпунова в особом случае, когда det(A) = 0. В диссертации

получены условия разрешимости и описан класс решений уравнения Ля-

пунова для вырожденных матриц A специального вида.

Условие конечности времени попадания в ноль приводит к следующей

важной задаче теории управления. Задача допустимого позиционного син-

теза для системы

ẋ = f(x, u), x ∈ Rn, u ∈ Ω ⊂ Rr

состоит в построении непрерывного при x 6= 0 управления u = u(x) ∈ Ω

такого, что траектория x(t) замкнутой системы ẋ = f(x, u(x)), начинаю-

щаяся в произвольной точке x0 ∈ Q (Q – некоторая окрестность начала

координат), оканчивается в нуле в некоторый конечный момент времени

T (x0) < +∞, причем x(t) ∈ Q при всех t ∈ [0, T (x0)].

Для решения задачи синтеза В.И. Коробовым был предложен метод

функции управляемости [18]. В работе [18] была доказана следующая тео-

рема.

Теорема 1.3 (В.И. Коробов). Рассмотрим управляемый процесс, описыва-

емый уравнением

ẋ = f(x, u),

где x ∈ Rn, u ∈ Ω ⊂ Rr, вектор-функция f(x, u) в каждой точке обла-

сти {(x, u) : 0 < ρ1 ≤ ‖x‖ ≤ ρ2, u ∈ Ω} удовлетворяет условию Липшица

‖f(x′, u′)− f(x′′, u′′)‖ ≤ L1(ρ1, ρ2)(‖x′′ − x′‖+ ‖u′′ − u′‖).
Пусть существует функция Θ(x), удовлетворяющая условиям:

1) Θ(x) > 0 при x 6= 0 и Θ(0) = 0;

2) Θ(x) непрерывна всюду и непрерывно дифференцируема всюду за

исключением, быть может, точки x = 0;

3) существует число c > 0 такое, что множество Q = {x : Θ(x) ≤ c}
является ограниченным и Q ⊂ {x : ‖x‖ < R};
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4) существует функция u(x) ∈ Ω при x ∈ Q, удовлетворяющая нера-

венству
n∑
i=1

∂Θ(x)

∂xi
fi(x, u(x)) ≤ −βΘ1− 1

α (x)

при некотором α > 0 и β > 0, причем u(x) в каждой области K(ρ1, ρ2) =

{x ∈ Q : 0 < ρ1 ≤ ‖x‖ ≤ ρ2} удовлетворяет условию Липшица, т.е.

‖u(x′′)− u(x′)‖ ≤ L2(ρ1, ρ2)‖x′′ − x′‖ ∀ x′, x′′ ∈ K(ρ1, ρ2).

Тогда траектория x(t) системы ẋ = f(x, u(x)), начинающаяся в произ-

вольной точке x0 ∈ Q в момент времени t = 0, оканчивается в точке x1 = 0

в некоторый момент времени T (x0) ≤ (α/β)Θ
1
α (x0), x(t) ∈ Q, x(t) = 0 при

t > T (x0), причем если α =∞, то x(t)→ 0 при t→∞.

Аналогичная теорема [37, стр. 14, теорема 1.1] справедлива для случая

неавтономной системы ẋ = f(t, x, u). В этом случае функция управляемо-

сти зависит от переменных t и x, т.е. Θ = Θ(t, x). Основным требованием

является выполнение неравенства

∂Θ(t, x)

∂t
+

n∑
i=1

∂Θ(t, x)

∂xi
fi(t, x, u(t, x)) ≤ −βΘ1− 1

α (t, x),

которое обеспечивает конечность времени попадания траекторий замкну-

той системы ẋ = f(t, x(t), u(t, x)) в точку x1 = 0.

В работе [18] был предложен конструктивный метод построения функ-

ции управляемости и управления для линейной полностью управляемой

системы с постоянными матрицами

ẋ = Ax+Bu, A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×r, u ∈ Rr

при ограничении на управление |ui| ≤ di, (di > 0, i = 1, . . . , r, – заданные

числа). В той же работе была рассмотрена задача синтеза ограниченных

управлений для нелинейных систем с управляемым первым приближени-

ем. Еще один метод построения функции управляемости с использованием
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матриц интегрального типа был предложен В.И. Коробовым и Г.М. Скля-

ром в [26]. Так, было показано, что произвольная невозрастающая неотри-

цательная на полуоси [0,+∞] функция f(s), имеющая по крайней мере m

точек убывания, и такая, что при 0 < Θ < θf :
∫∞

0 s2m+1e−2λ0sΘf(s)ds <∞
(m – степень минимального полинома матрицы A, λ0 – минимальная ве-

щественная часть собственных значений матрицы A) порождает синтези-

рующее управление. В этом случае при достаточно малом a0 > 0 функция

управляемости может быть задана, как единственное положительное реше-

ние уравнения

2a0Θ
ν = (N−1

f (Θ)x, x), a0 > 0, ν ≥ 1,

где Nf(Θ) =
∫∞

0 f( tΘ)e−AtBB∗e−A
∗tdt. Тогда синтезирующее управление

может быть выбрано в виде u(x) = −1
2f(0)B∗N−1

f (Θ(x))x.

Отметим, что функция управляемости определялась неявно, как корень

некоторого уравнения. Эта интересная особенность отличает метод функ-

ции управляемости от метода функции Ляпунова, которую обычно опреде-

ляют в явном виде. Особый интерес представляет случай [26,54,55], когда
n∑
i=1

∂Θ(x)

∂xi
fi(x, u(x)) = −1.

В этом случае функция управляемости имеет смысл времени движения,

т.е. T (x) = Θ(x). Если дополнительно потребовать выполнение условия

min
u∈Ω

n∑
i=1

∂Θ(x)

∂xi
fi(x, u) =

n∑
i=1

∂Θ(x)

∂xi
fi(x, u(x)) = −1,

то, рассмотрев функцию ω(x) = −Θ(x), мы приходим к уравнению Белл-

мана

max
u∈Ω

n∑
i=1

∂ω(x)

∂xi
fi(x, u) = 1

метода динамического программирования [8].

В дальнейшем метод функции управляемости применялся для решения

различных задач теории управления. Вспомним некоторые интересные ре-

зультаты.
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С помощью метода функции управляемости В.И. Коробовым совмест-

но с В.А. Скориком была решена задача синтеза инерционных управле-

ний. В этой задаче ограничения накладываются не только на величину

самого управления, но и на величины его производных, т.е. ‖u(k)‖ ≤ dk,

k = 0, 1, . . . , l (dk > 0 – заданные числа). В работах [36], [94] были рас-

смотрены линейные системы с одномерным и многомерным управлением,

а также нелинейные системы по первому приближению. Класс локально

линеаризуемых аффинных системы вида ẋ = a(x) + b(x)u с одномерным

управлением рассмотрен в [38].

Задача синтеза ограниченных управлений для линейной неавтономной

системы рассматривалась в [9]. В [10] решена задача синтеза для неавто-

номной системы по первому приближению. В работе [91] был построен

оптимальный синтез в задаче со смешанным критерием качества. Зада-

ча попадания не в точку покоя для линейной системы была рассмотрена

в [97]. Метод функции управляемости был развит на случай бесконечно-

мерных пространств [21, 22, 46, 47, 52] и получил название метода функци-

онала управляемости.

Другой подход к решению задачи синтеза основан на применении прин-

ципа максимума Л.С. Понтрягина [45], который часто приводит к выбору

кусочно постоянных управлений. Например, можно строить синтез опти-

мальный в смысле быстродействия. Так для линейной системы ẋ = Ax+bu

при ограничении на управление |u(t)| ≤ 1 оптимальное управление явля-

ется кусочно-постоянным, принимает значения ±1 и, в случае когда спектр

матрицы A является вещественным, имеет не более n − 1 точек переклю-

чения [45]. В.И. Коробовым и Г.М. Скляром была поставлена и решена

min-проблема моментов А.А. Маркова [24, 27], которая является разви-

тием классической проблемы моментов Маркова. Используя связь зада-

чи быстродействия и степенной min-проблемы моментов Маркова, теми

же авторами в работе [23] было получено аналитическое решение зада-



19

чи быстродействия для линейной системы ẋ = Ax + bu при ограничении

на управление |u(t)| ≤ 1 в случае, когда спектр матрицы A является ве-

щественным, неположительным и состоит из n различных рациональных

точек. В работах В.И. Коробова, Г.М. Скляра и В.В. Флоринского [30, 31]

были построены полиномы, корнями которых являются точки переключе-

ния оптимального управления.

Большинство уже упомянутых в этом разделе результатов относилось к

линейным системам и нелинейным системам с управляемым первым при-

ближением. Во многих прикладных задачах теории управления возникают

нелинейные неуправляемые по первому приближению системы. Вспомним

некоторые известные подходы к изучению таких систем.

Один из подходов к исследованию нелинейных систем состоит в их

отображении на системы более простого вида. Большой интерес вызывает,

например, вопрос об отображаемости нелинейных систем на линейные.

Важным классом таких систем являются треугольные системы, введенные

В.И. Коробовым в [17]. В этой работе был получен следующий результат.

Теорема 1.4 (В.И. Коробов). Рассмотрим следующую управляемую систе-

му  ẋi = fi(x1, . . . , xi+1), i = 1, . . . , n− 1, xi ∈ R,

ẋn = fn(x1, . . . , xn, u), u ∈ R,
(1.3)

Пусть функции fi(x1, . . . , xi+1) : Ri+1 → R имеют непрерывные частные

производные до (n− i+ 1)-го порядка включительно, i = 1, . . . , n, и пусть∣∣∣∣ ∂fi∂xi+1

∣∣∣∣ ≥ a > 0 (1.4)

для всех x1, ..., xi+1, i = 1, . . . , n, где a – постоянная, независящая от

x1, . . . , xn+1 (xn+1 = u). Тогда система (1.3) с помощью замены переменных
z1 = x1 ≡ F1(x1),

zi =
i−1∑
k=1

∂Fi−1

∂xk
fk(x1, . . . , xk+1) ≡ Fi(x1, . . . , xi), i = 2, . . . , n,
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и замены управления вида

v =
n∑
k=1

∂Fn
∂xk

fk(x1, . . . , xk+1) ≡ Fn(x1, . . . , xn) +
∂Fn
∂xn

fn(x1, . . . , xn, u)

отображается на линейную каноническую систему вида żi = zi+1, i = 1, . . . , n− 1,

żn = v.

Система вида (1.3) называется треугольной. Из последней теоремы сле-

дует, что система (1.3) полностью управляема и стабилизируема при вы-

полнении условия (1.4). На случай неавтономной системы вида ẋi = fi(t, x1, . . . , xi+1), i = 1, . . . , n− 1, xi ∈ R,

ẋn = fn(t, x1, . . . , xn, u), u ∈ R,

этот результат был распространен А.М. Ковалевым [16].

Отметим, что, в общем случае, исходное управление u выражается че-

рез новое управление v неявно. Особый интерес представляет случай, ко-

гда такое выражение может быть получено в явном виде. Так в работах

Е.В. Скляр [48–51] был описан класс треугольных систем, которые отобра-

жаются на линейную систему с помощью аддитивной замены управления

v = g(x) + u. В работе [48] было показано, что треугольная система вида ẋi = fi(x1, . . . , xi) + ci+1xi+1, i = 1, . . . , n− 1,

ẋn = fn(x1, . . . , xn) + cn+1u,
(1.5)

где функции fi(x1, . . . , xi) : Ri → R являются (n − i + 1) раз непрерывно

дифференцируемыми,
n+1∏
i=2

ci 6= 0, отображаются на линейную канониче-

скую систему заменой переменных вида z = F (x) и аддитивной заменой

управления. Причем обратная замена x = F−1(z) находится в явном ви-

де. Это позволяет указать управление, которое переводит систему (1.5) из

одной заданной точку в другую, зная соответствующее управление для ли-

нейной системы. В [48] рассматривались задачи об управляемости систе-
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мы (1.5) как с ограничениями на управление, так и без ограничений на

управление.

Важные результаты в теории отображаемости треугольных систем бы-

ли получены также в работах В.И. Коробова, С.С. Павличкова, S. Celikov-

sky’го, H. Nijmeijer’а, W. Schmidt’а. В работе [93] были получены усло-

вия управляемости для систем интегро-дифференциальных уравнений ти-

па Вольтерра вида
ẋi = fi(x1, . . . , xi+1) +

t∫
0

gi(t, s, x1(s), . . . , xi+1(s))ds, i = 1, . . . , n− 1,

ẋn = fn(x1, . . . , xn, u) +
t∫

0

gn(t, s, x1(s), . . . , xn(s), u(s))ds.

Управляемость треугольных систем ẋi = fi(x1, . . . , xi+1) + gi(x1, . . . , xn, u), i = 1, . . . , n− 1,

ẋn = fn(x1, . . . , xn, u) + gn(x1, . . . , xn, u),

с ограниченными возмущениями gi(x1, ..., xn), i = 1, . . . , n, исследовалась

в работах [29, 33]. Задача позиционного синтеза и стабилизации за конеч-

ное время для треугольных систем с несколькими входами и выходами

рассматривалась в [95]. В работе [75] S. Celikovsky и H. Nijmeijer рассмот-

рели вопрос о локальной отображемости нелинейных систем на треуголь-

ные в сингулярном случае, т.е. когда нарушено хотя бы одно из условий
∂fi
∂xi+1

6= 0, i = 1, . . . , n − 1,
∂fn
∂u
6= 0. Теми же авторами в работе [76]

изучалась связь между локальной управляемостью и стабилизируемостью

для треугольных систем в сингулярном случае. Вопросам построения ста-

билизирующих управлений для сингулярных треугольных систем посвя-

щены работы S. Celikovsky’го [74, 77]. Так, в [74] предложен численный

алгоритм негладкой стабилизации для нелинейных систем эквивалентных

сингулярным треугольным системам. В [77] построен класс управлений

для сингулярных треугольных систем с использованием их однородной ап-

проксимации.
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Теория отображаемости нелинейных систем на линейные была развита

A.J. Krener’ом, R.W. Brockett’ом, W. Respondek’ом, S. Celikovsky’им, R. Su,

Г.М. Скляром, Е.В. Скляр, С.Ю. Игнатович и многими другими, например,

в работах [70,73,99,105,107,109–111,113]. Вспомним более подробно неко-

торые из этих результатов.

В работе [99] A.J. Krener дал необходимое и достаточное условие ло-

кальной отображаемости аффинной системы с аналитической правой ча-

стью на линейную систему с помощью замены координат и без замены

управления. R.W. Brockett [70] сформулировал достаточные условия при

которых аффинная нелинейная система с аналитической правой частью и

точкой покоя в начале координат локально (в окрестности начала коор-

динат) отображается на линейную систему аналитической заменой коор-

динат и аналитической заменой управления вида v = α(x) + u. В [107]

(W. Respondek) этот результат был обобщен на случай многомерного уп-

равления. Вопросы глобальной линеаризации были рассмотрены S. Celi-

kovsky’м в работе [73].

Результаты этих работ основаны на применении дифференциально-гео-

метрического подхода. Важную роль в этом подходе играет изучение алгеб-

ры Ли векторных полей, порожденной исследуемой системой. Естествен-

ными требованиями при таком подходе являются бесконечная дифферен-

цируемость или аналитичность правых частей системы, в то время как в

работе В.И. Коробова [17] налагаются минимальные требования на глад-

кость.

В работе [109] (Г.М. Скляр, Е.В. Скляр и С.Ю. Игнатович) авторы от-

казались от общепринятого требования бесконечной дифференцируемости

правых частей. В этой работе были полностью описаны нелинейные систе-

мы класса C1 с одномерным управлением, которые отображаются на ли-

нейную при помощи замены управления класса C1 и замены переменных

класса C2. Также был описан класс нелинейных систем линеаризуемых с
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помощью замены координат без замены управления. Отображаемость глад-

ких систем с многомерным управлением изучалась в работах [110] и [111].

В работе [98] решены задача стабилизации и задача синтеза инерци-

онных управлений для класса гладких афинных систем с многомерным

управлением, которые отображаются на линейные.

В работах [35,92] В.И. Коробова и Т.И. Сморцовой исследовалась зада-

ча отображаемости траекторий управляемых систем. Предложенный под-

ход состоял в отображении траекторий канонической управляемой системы ẋ1 = u(t), |u(t)| ≤ 1,

ẋj = xj−1, j = 2, . . . , n
(1.6)

на траектории линейной системы вида ẏ1 =
n∑
i=1

aiyi + u(t),

ẏk = yk−1, k = 2, . . . , n.
(1.7)

Этот подход позволяет решить задачу быстродействия для произвольной

полностью управляемой линейной системы, пользуясь результатами рабо-

ты [23] (В.И. Коробов, Г.М. Скляр), в которой было построено управление

u = u(t), решающее задачу быстродействия для канонической управляе-

мой системы. Для случаев n = 2 и n = 3 было в явном виде построено

отображение y = Φ(x) между системами (1.6) и (1.7). Двумерная система с

многомерным управлением была исследована в работе [53]. В работе [34]

был рассмотрен вопрос об отображаемости траекторий нелинейных систем

на линейные. А именно, была рассмотрена нелинейная система
ẋ1 = u, |u| ≤ 1,

ẋj = xj−1, j = 2, . . . , n− 1,

ẋn = xkn−1, k ≥ 2.

(1.8)

Для n = 2 и n = 3 был в явном виде построен S–диффеоморфизм множе-

ства нуль-управляемости канонической системы на множество нуль-упра-

вляемости системы (1.8). Также были найдены траектории системы (1.8),
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ведущие в начало координат. Отметим, что построение таких отображений

для n ≥ 3 является довольно трудной задачей.

Задачи негладкой стабилизации нелинейных систем рассматривались

в работах M. Kawski [88, 89], W. Dayawansa [82], H. Hermes [84]. В этих

работах изучалась задача локальной стабилизации с помощью непрерыв-

ного, но недифференцируемого позиционного управления для нелинейных

систем малой размерности (двух- и трех-мерных). Классическим приме-

ром системы, которую невозможно стабилизировать управлением в виде

обратной связи класса C1 даже локально, но возможно стабилизировать

непрерывным управлением является система ẋ1 = u,

ẋ2 = x2 − x3
1.

M. Kawski в работе [88] показал, что стабилизирующее управление для

этой системы можно выбрать в виде u(x) = −x1 + 4
3Ex

1/3
2 + K(x2 − x3

1),

где E > 1, K > 0 – константы. Используемый подход позволил строить

непрерывные по Гельдеру управления.

Ниже мы вспомним некоторые результаты теории негладкой стабили-

зации n–мерных управляемых систем. Вернемся к вопросу построения

управлений для треугольных управляемых систем. Для таких систем тре-

угольная структура позволила разработать различные методы исследова-

ния задач стабилизации и синтеза, в том числе задачи устойчивого попада-

ния в точку покоя за конечное время (finite-time stabilization problem), без

использования свойств отображаемости этих систем на линейные.

В работах [72] (C.I. Byrnes, A. Isidori ) и [116] (J. Tsinias) был предложен

метод добавления интегратора (adding an integrator method), который явил-

ся эффективным инструментом исследования нелинейных систем. Так, в

работе [80] J.-M. Coron и L. Praly, используя технику добавления интегра-
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тора, доказали локальную стабилизируемость системы
ẋ1 = f1(x1) + xp22 ,

ẋj = fj(x1, . . . , xj) + x
pj+1

j+1 , j = 1, . . . , n,

ẋn = fn(x1, . . . , xn) + upn+1,

(1.9)

где pj+1 – нечетные числа, fj ∈ C∞(Rj,R) и fj(0, . . . , 0) = 0, j = 1, . . . n.

Отметим, что условие (1.4) для треугольной системы (1.9) нарушается при

xj+1 = 0, если pj+1 > 0. Последнее означает, что для системы (1.9) нельзя

воспользоваться теоремой 1.4.

Различные классы треугольных систем исследовались с помощью ме-

тода обратного хода (backstepping method) [83,87,100,104] и метода добав-

ления степенного интегратора (adding a power integrator method) [85, 102,

103, 114, 117, 119]. Например, в работе [117] была доказана разрешимость

задачи глобальной стабилизации за конечное время для системы (1.9) при

условии, что fj ∈ C1(Rj,R) и fj(0, . . . , 0) = 0, j = 1, . . . n. Эти подходы

основаны на пошаговом построении управления и функции Ляпунова для

подсистем меньшей размерности, при этом размерность подсистем растет

на каждом шаге. В результате стабилизирующее управление и функция Ля-

пунова указываются в рекуррентном виде, что затрудняет их приктическое

построение при росте размерности системы.

В настоящей диссертационной работе рассматриваются нетреугольные

системы с неуправляемым неустойчивым первым приближением. Для не-

линейного приближения этих систем построен класс функций управляемо-

сти и управлений, решающих задачу синтеза. Показано, что построенные

управления решают задачу синтеза и для исходной нелинейной системы.

Также, в работе предложены классы сингулярных треугольных систем, ко-

торые отображаются на нелинейную неуправляемую по первому прибли-

жению систему специального вида. С помощью такого отображения для

этих систем исследованы задачи стабилизации и синтеза.
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1.2. Выводы к разделу

Как видно из обзора литературы нелинейные управляемые системы вы-

зывают интерес у широкого круга исследователей из разных областей мате-

матики. Развиты различные подходы к решению задач управляемости, ста-

билизируемости, отображаемости для нелинейных систем. Важным клас-

сом таких систем являются треугольные управляемые системы. Их свой-

ства позволяют, как рассматривать вопросы отображаемости этих систем

на линейные, так и непосредственно строить классы управлений, реша-

ющих задачи стабилизации и синтеза. Несмотря на обширное развитие

методов нелинейной теории управления, задачи синтеза и стабилизации

требуют дополнительного исследования для широкого класса нелинейных

систем. Интерес вызывают, например, нетреугольные нелинейные систе-

мы, а также сингулярные треугольные системы.

В настоящей диссертационной работе рассматриваются нетреугольные

системы с неуправляемым неустойчивым первым приближением. Для спе-

циальных классов таких систем построены стабилизирующие управления

и управления, решающие задачу допустимого позиционного синтеза. При

построении управлений возникает сингулярное матричное уравнение Ля-

пунова. В работе сформулирован критерий разрешимости этого уравнения

и описан класс его положительно определенных решений. Также, в рабо-

те исследованы задачи стабилизации и синтеза для классов сингулярных

треугольных систем, которые отображаются на нелинейную систему спе-

циального вида.
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РАЗДЕЛ 2

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧ СТАБИЛИЗАЦИИ И СИНТЕЗА.

СИНГУЛЯРНОЕ МАТРИЧНОЕ УРАВНЕНИЕ ЛЯПУНОВА

В настоящем разделе даны постановки задач стабилизации и синтеза.

Описан подход к их решению. Важную роль в этом подходе играет син-

гулярное матричное уравнение Ляпунова специального вида. В подразде-

ле 2.3 доказан критерий разрешимости этого уравнения и описан класс его

положительно определенных решений.

2.1 . Постановка задач стабилизации и синтеза

Рассмотрим нелинейную систему систему вида ẋ1 = u

ẋi = ϕi−1(t, x, u), i = 2, . . . , n,
(2.1)

где x = (x1, . . . , xn)
∗ ∈ Rn, u ∈ R – управление, функции ϕi(t, x, u) : R ×

Rn×R→ R непрерывны, липшицевы по переменным x, u и удовлетворяют

условию ϕi(t, 0, 0) = 0, i = 1, . . . , n− 1, для всех t ≥ 0.

Задача стабилизации для системы (2.1) состоит в построении непре-

рывного управления u = u(t, x) такого, что нулевая точка покоя замкнутой

системы  ẋ1 = u(t, x),

ẋi = ϕi−1(t, x, u(t, x)), i = 2, . . . , n,

является асимптотически устойчивой в смысле Ляпунова. В случае, когда

функция u = u(t, x) является непрерывно дифференцируемой по x стаби-

лизация называется гладкой.

Задача синтеза ограниченного управления для системы (2.1) состоит в

построении такого управления u = u(t, x), что:
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1) функция u(t,x) непрерывна при всех x 6= 0;

2) траектория системы ẋ1 = u(t, x),

ẋi = ϕi−1(t, x, u(t, x)), i = 2, . . . , n,

начинающаяся в произвольной точке x0 ∈ Q (Q – некоторая окрестность

нуля) при t = 0, оканчивается в точке x1 = 0 в некоторый конечный момент

времени T (x0) < +∞, причем x(t) ∈ Q при всех t ∈ [0, T (x0)];

3) u(t, x) удовлетворяет ограничению |u(t, x)| ≤ d, где d > 0 – некото-

рое заданное число, для всех t ∈ [0, T (x0)] и x ∈ Q.

В случае, когда Q = Rn синтез ограниченных управлений называет-

ся глобальным. Далее для краткости будем называть эти задачи задачей

синтеза и задачей глобального синтеза, соответственно.

2.2 . Подход к решению задач стабилизации и синтеза

В работе рассматривается система (2.1) в случае, когда в некоторой

окрестности начала координат ‖x‖ < ρ (ρ > 0) функции ϕi(t, x, u) могут

быть представлены в виде

ϕi(t, x, u) = cix
2ki+1
i + fi(t, x, u), i = 1, . . . , n− 1, (2.2)

где ki = pi
qi

(pi ≥ 0 – целые числа, qi > 0 – нечетные числа), ci – дей-

ствительные числа такие, что
n−1∏
i=1

ci 6= 0. Задачи синтеза и стабилизации

для системы (2.1) c правой частью (2.2) решены в предположении, что

функции fi(t, x, u), i = 1, . . . , n− 1, удовлетворяют дополнительным огра-

ничениям на рост. Дополнительные ограничения накладываются также на

числа ki, i = 1, . . . , n− 1.

Подход к решению задач синтеза и стабилизации основан на рассмот-

рении нелинейного приближения системы (2.1). В качестве такого нели-
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нейного приближения рассматривается система ẋ = u,

ẋi = ci−1x
2ki−1+1
i−1 , i = 2, . . . , n.

Для этой системы с помощью метода функции Ляпунова строится стаби-

лизирующее управление u = u(x), причем функцию Ляпунова удается вы-

брать в виде квадратичной формы V = (Fx, x). Показывается, что постро-

енное управление решает задачу стабилизации и для исходной нелинейной

системы. Аналогичный подход применяется и для построения ограничен-

ного управления, решающего задачу синтеза для системы (2.1). При этом

решение задачи синтеза для системы нелинейного приближения проводит-

ся на основе метода функции управляемости В.И. Коробова.

При таком построении важную роль играет сингулярное матричное

уравнение Ляпунова вида A∗F + FA = −W . Исследование этого урав-

нения дано в подразделе 2.3.

2.3. Сингулярное матричное уравнение Ляпунова

Рассмотрим матричное уравнение

A∗F + FA = −W, (2.3)

где n× n-матрица

A =



a1 a2 . . . as as+1 . . . an

1 0 . . . 0 0 . . . 0

· · · . . . . . . · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · . . . . . . · · · · · · · · ·
0 0 0 1 0 . . . 0

0 0 0 0 0 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · · . . . · · ·
0 0 0 0 0 · · · 0


(2.4)
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({ai}ni=1 – заданные действительные числа, s – целое число такое, что

0 ≤ s ≤ n − 2), W = {wij}ni,j=1 – некоторая заданная симметрическая

неотрицательно определенная n× n-матрица, F – неизвестная матрица.

При построении функций Лпунова для системы (2.1) возникает задача

о разрешимости матричного уравнения (2.3) в классе положительно опре-

деленных матриц F .

Замечание 2.1. Хорошо известно [43, стр. 240, теорема 8.5.1.], что

в случае произвольной положительно определенной матрицы W уравне-

ние (2.3) разрешимо в классе положительно определенных матриц тогда и

только тогда, когда действительные части собственных значений матрицы

A имеют отрицательные действительные части (т.е. матрица A устойчива).

Замечание 2.2. Матрица A вида (2.4) является вырожденной и урав-

нение (2.3) разрешимо не для любой матрицы W в правой части. В част-

ности, если матрица W положительно определена, то уравнение (2.3) не

разрешимо в классе положительно определенных матриц.

Важную роль в теории устойчивости играет случай, когда положитель-

но определенная матрица F может быть выбрана так, чтобы Â∗F+FÂ < 0.

Последнее означает, что система дифференциальных уравнений ẋ = Âx

асимптотически устойчива. В случае вырожденной матрицы A за счет вы-

бора положительно определенной матрицы F возможно добиться лишь вы-

полнения неравенства A∗F + FA ≤ 0.

Пусть матрица Ws+1 = {wij}s+1
i,j=1 (wij = wji, i = 1, . . . , s, j = 1, . . . , s)

положительно определена. Далее будет показано, что в этом случае син-

гулярное матричное уравнение Ляпунова (2.3) разрешимо в классе поло-

жительно определенных матриц F тогда и только тогда, когда матрица W

имеет вид
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

w11 · · · w1s+1 w1s+1
as+2

as+1
· · · w1s+1

an
as+1

· · · . . . · · · · · · · · · · · ·
w1s+1 · · · ws+1s+1 ws+1s+1

as+2

as+1
· · · ws+1s+1

an
as+1

w1s+1
as+2

as+1
· · · ws+1s+1

as+2

as+1
ws+1s+1

a2s+2

a2s+1
· · · ws+1s+1

as+2an
a2s+1

· · · · · · · · · · · · . . . · · ·
w1s+1

an
as+1

· · · ws+1s+1
an
as+1

ws+1s+1
as+2an
a2s+1

· · · ws+1s+1
a2n
a2s+1


(2.5)

Далее будет использоваться следующая лемма.

Лемма 2.1. Пусть матрица

Ws+1 =


w11 · · · w1s+1

· · · . . . · · ·
w1s+1 · · · ws+1s+1

 (2.6)

неотрицательно определена, тогда матрица W вида (2.5) также неотрица-

тельно определена.

Доказательство. Покажем, что все главные миноры матрицы (2.5) неот-

рицательны. Обозначим через M i1,...,ik
i1,...,ik

главные миноры матрицы (2.5), об-

разованные строками и столбцами с номерами 1 ≤ i1 ≤ · · · ≤ ik ≤ n.

Из неотрицательной определенности матрицы Ws+1 следует, что

M i1,...,ik
i1,...,ik

≥ 0, 1 ≤ i1 ≤ · · · ≤ ik ≤ s+ 1. (2.7)

Учитывая, что последние (n − s) строк и столбцов матрицы (2.5) ли-

нейно зависимы, получаем:

M
i1,...,ik,ik+1,...,im
i1,...,ik,ik+1,...,im

= 0, 1 ≤ i1 ≤ · · · ≤ ik < s+ 1, s+ 1 ≤ ik+1 < · · · < im ≤ n,

где m > k + 1 ≥ 1. Откуда, учитывая (2.7), заключаем, что

M
i1,...,ik, ik+1

i1,...,ik, ik+1
=
a2
ik+1

a2
s+1

M i1,...,ik, s+1
i1,...,ik, s+1 ≥ 0, 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ s, s+ 2 ≤ ik+1 ≤ n,

где k ≥ 0. Тогда, согласно критерию неотрицательной определенности [11,

стр. 276, теорема 4], матрица W вида (2.5) неотрицательно определена. �
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Сформулируем теперь критерий разрешимости сингулярного уравне-

ния Ляпунова (2.3). При построении стабилизирующих управлений нас

будет интересовать случай, когда матрица Ws+1 положительно определе-

на. В этом случае уравнение (2.3) будет иметь положительно определенное

решение F . Функция Ляпунова для системы (2.1) будет выбрана в виде

V = (Fx, x).

Теорема 2.1. Пусть матрица A имеет вид (2.4), матрица Ws+1 вида (2.6)

положительно определена. Тогда для того, чтобы матричное уравнение

(2.3) имело положительно определенное решение при некоторой неотри-

цательно определенной матрице W , необходимо и достаточно, чтобы соб-

ственные значения матрицы

As+1 =



a1 a2 · · · as as+1

1 0 · · · 0 0
... . . . · · · ... ...
... ... . . . ... ...

0 0 · · · 1 0


(2.8)

имели отрицательные действительные части и при этом матрица W имела

вид (2.5).

Доказательство. Докажем необходимость. Пусть W = {wij}ni,j=1 –

симметрическая положительно определенная матрица. Пусть матрица F =

{fij}ni,j=1 является положительно определенным решением уравнения (2.3).

Будем использовать следующее обозначение Fs+1 = {fij}s+1
i,j=1.

Заметим, что матричное уравнение (2.3) распадается на матричное урав-

нение

A∗s+1Fs+1 + Fs+1As+1 = −Ws+1 (2.9)

и систему линейных уравнений
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

f1iaj + f1jai + fi+1j = −wij,
i = 1, . . . , s, j = s+ 2, . . . , n,

f1iaj + f1jai = −wij,
i = s+ 1, . . . , j, j = s+ 2, . . . , n.

(2.10)

Уравнение (2.9) разрешимо в классе положительно определенных матриц

тогда и только тогда, когда собственные значения матрицы As+1 имеют

отрицательные действительные части (см. Замечание 2.1).

Обозначим через M i1,...,ik
j1,...,jk

миноры матрицы W , образованные строками

и столбцами с номерами 1 ≤ i1 ≤ · · · ≤ ik ≤ n, 1 ≤ j1 ≤ · · · ≤ jk ≤ n.

Поскольку матрица W положительно определена, то

M i1,...,ik
i1,...,ik

≥ 0, 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n, k = 1, 2, . . . , n. (2.11)

Из (2.10) и (2.11) следует, что

M i, i+1
i, i+1 =

∣∣∣∣∣∣ wii wii+1

wii+1 wi+1i+1

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ 2f1iai f1iai+1 + f1i+1ai

f1iai+1 + f1i+1ai 2f1i+1ai+1

∣∣∣∣∣∣
= −(f1iai+1 − aif1i+1)

2 ≥ 0, i = s+ 1, . . . , n− 1.

Откуда получаем, что

f1i+1 = f1i
ai+1

ai
, i = s+ 1, . . . , n− 1. (2.12)

Покажем теперь справедливость соотношений

wi+1i+1 = wii
a2
i+1

a2
i

, wii+1 = wii
ai+1

ai
, i = s+ 1, . . . , n− 1. (2.13)

Действительно из (2.10) и (2.12) следует, что

wi+1i+1 = −2ai+1f1i+1 = −2f1i
a2
i+1

ai
= −2f1iai

a2
i+1

a2
i

= wii
a2
i+1

a2
i

,

i = s+ 1, . . . , n− 1, и

wii+1 = −(f1iai+1 + f1i+1ai) = −(f1iai+1 + f1iai+1) = −2f1iai+1 = wii
ai+1

ai
,
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i = s+ 1, . . . , n− 1.

Соотношения (2.13) можно переписать в виде

wi+1i+1 = ws+1s+1
a2
i+1

a2
s+1

, wii+1 = ws+1s+1
aiai+1

a2
s+1

, i = s+ 1, . . . , n− 1. (2.14)

Рассмотрим теперь миноры вида M i, j, j+1
i, j, j+1 для i, j : 1 ≤ i ≤ j − 1,

s+ 1 ≤ j ≤ n− 1. Из (2.11) и (2.14) получаем, что

M i, j, j+1
i, j, j+1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
wii wij wij+1

wij wjj wjj+1

wij+1 wjj+1 wj+1j+1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

wii wij wij+1

wij ws+1s+1
a2j
a2s+1

ws+1s+1
ajaj+1

a2s+1

wij+1 ws+1s+1
ajaj+1

a2s+1
ws+1s+1

a2j+1

a2s+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −ws+1s+1

(
wij

aj+1

as+1
− wij+1

aj
as+1

)2

≥ 0

при i = 1, . . . , j − 1, j = s+ 1, . . . , n− 1. Откуда, учитывая что ws+1s+1 > 0

(т.к. матрица Ws+1 положительно определена), получаем:

wij+1 = wij
aj+1

aj
, i = 1, . . . , j − 1, j = s+ 1, . . . , n− 1. (2.15)

Перепишем соотношения (2.15) в виде

wij = wis+1
aj
as+1

, i = 1, . . . j − 1, j = s+ 2, . . . , n. (2.16)

Последние соотношения очевидно справедливы и при j = s + 1. Тогда

из (2.16) следует, что

wij = ws+1s+1
aiaj
a2
s+1

, i = s+ 1, . . . , j − 1, j = s+ 2, . . . , n. (2.17)

Действительно,

wij = wis+1
aj
as+1

= ws+1i
aj
as+1

= ws+1s+1
aiaj
a2
s+1

при i = s+ 1, . . . , j − 1, j = s+ 2, . . . , n.

Наконец, из (2.14), (2.16) и (2.17) заключаем, что элементы wij матрицы

W удовлетворяют соотношениям:

wij = wis+1
aj
as+1

, i = 1, . . . , s+ 1, j = s+ 2, . . . , n,

wij = ws+1s+1
aiaj
a2s+1

, i = s+ 2, . . . , j, j = s+ 2, . . . , n.
(2.18)
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Соотношения (2.18) означают, что матрица W имеет вид (2.5). Необходи-

мость доказана.

Докажем достаточность. Пусть матрица W имеет вид (2.5), а собствен-

ные значения матрицы Aa+1 имеют отрицательные действительные части.

Как уже было отмечено при доказательстве необходимости, уравнение (2.3)

распадается на матричное уравнение (2.9) и линейную систему (2.10). Это

означает, что нам достаточно доказать одновременную разрешимость урав-

нения (2.9) и системы (2.10), при этом полученная матрица F должна быть

положительно определена.

Поскольку матрица As+1 устойчива, то уравнение (2.9) имеет един-

ственное положительное определенное решение Fs+1. Пусть матрица Fs+1

= {fij}s+1
i,j=1 является решением уравнения (2.9). Тогда элемент этой матри-

цы f1s+1 удовлетворяет соотношению

2f1s+1as+1 = −ws+1s+1. (2.19)

Выберем элементы fij для i, j : 1 ≤ i ≤ s + 1, s + 2 ≤ j ≤ n следующим

образом:

fi+1j = −wij − f1iaj − f1jai, i = 1, . . . , s, j = s+ 2, . . . , n,

f1j = f1s+1
aj
as+1

, j = s+ 2, . . . , n.
(2.20)

Покажем, что при таком выборе элементов fij система (2.10) обраща-

ется в верное равенство. Первое уравнение из (2.10) очевидно удовлетво-

ренно. Покажем, что удовлетворено и второе уравнение из (2.10). Действи-

тельно, из (2.18), (2.19), (2.14) и (2.17) следует, что

f1iaj + f1jai = f1s+1
aiaj
as+1

+ f1s+1
ajai
as+1

= 2f1s+1
aiaj
as+1

= −ws+1s+1
aiaj
a2s+1

= −wij, i = s+ 1, . . . , j, j = s+ 2, . . . , n.

Таким образом. мы показали что матрица F = {fij}ni,j=1 является ре-

шением уравнения (2.3). Заметим, что матрица F будет решением уравне-

ния (2.3) при любом выборе элементов {fij}ni,j=s+1. Способ выбора этих
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элементов, при котором матрица F будет положительно определена, опи-

сан в Теореме 2.2. �

В следующей теореме описан класс положительно определенных ре-

шений сингулярного уравнения Ляпунова (2.3).

Теорема 2.2. Пусть матрица A имеет вид (2.4), матрица W имеет вид

(2.5). Пусть матрица Ws+1 вида (2.6) положительно определена, а собствен-

ные значения матрицы As+1 вида (2.8) имеют отрицательные действитель-

ные части. Определим матрицу Fs+1 = {fij}s+1
i,j=1, как единственное поло-

жительно определенное решение уравнения

A∗s+1Fs+1 + Fs+1As+1 = −Ws+1.

Тогда матричное уравнение Ляпунова (2.3) разрешимо, и матрица

F =



f11 · · · f1s+1 f1s+1
as+2

as+1
· · · f1s+1

an
as+1

· · · . . . · · · · · · · · · · · ·
f1s+1 · · · fs+1s+1 fs+1s+1

as+2

as+1
· · · fs+1s+1

an
as+1

f1s+1
as+2

as+1
· · · fs+1s+1

as+2

as+1
fs+2s+2 · · · fs+2n

· · · · · · · · · · · · . . . · · ·
f1s+1

an
as+1

· · · fs+1s+1
an
as+1

fns+2 · · · fnn


, (2.21)

где элементы {fij}ni,j=s+2 – произвольные действительные числа, будет ре-

шением этого уравнения. Более того, существуют числа {fij}ni,j=s+2 такие,

что матрица (2.21) положительно определена.

Доказательство. Как было отмечено в доказательстве Теоремы 2.1,

уравнение (2.3) распадается на матричное уравнение (2.9) м линейную

систему (2.10). Покажем, что матрица F вида (2.21) удовлетворяет уравне-

нию (2.9) и системе (2.10).

Поскольку собственные значения матрицы As+1 имеют отрицательные

действительные части, то при любой положительно определенной матрице
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W уравнение (2.9) имеет единственное решение Fs+1 и это решение поло-

жительно определенно. Матрица Fs+1 может быть представлена в виде

Fs+1 =

∞∫
0

eA
∗
s+1tWs+1e

As+1tdt.

Поскольку матрица Fs+1 = {fij}s+1
i,j=1 является решением уравнения

(2.9), то ее элементы удовлетворяют следующей системе линейных урав-

нений f1ias+1 + aif1s+1 + fi+1s+1 = −wis+1, i = 1, . . . , s+ 1,

2as+1f1s+1 = −ws+1s+1.
(2.22)

Из (2.18) и (2.21) мы получаем:

wij = wis+1
aj
as+1

, fij = fis+1
aj
as+1

, i = 1, . . . , s+ 1, j = s+ 2, . . . , n,

wij = ws+1s+1
aiaj
a2s+1

, i = s+ 2, . . . , n, j = s+ 2, . . . , n.
(2.23)

Покажем, сначала, что элементы матрицы F вида (2.21) удовлетворяют

системе уравнений (2.10). Используя соотношения (2.23), мы перепишем

систему (2.10) в виде

f1iaj +
aiaj
as+1

f1s+1 +
aj
as+1

fi+1s+1 = − aj
as+1

wis+1,

i = 1, . . . , s, j = s+ 2, . . . , n,

2
aiaj
as+1

f1s+1 = − aiaj
a2s+1

ws+1s+1,

i = s+ 1, . . . j, j = s+ 2, . . . , n,

Умножая обе части первого уравнения на as+1

aj
и обе части второго урав-

нения на a2s+1

aiaj
, мы убеждаемся, что последняя система эквивалентна си-

стеме (2.22). Тогда элементы матрицы F вида (2.21) удовлетворяют систе-

ме (2.10). Таким образом, мы показали что матрица F является решением

уравнения (2.3).

Теперь, докажем существование таких элементов fij, i = s + 2, . . . , n,

j = s + 2, . . . , n, что матрица F вида (2.21) положительно определена.

Пусть элементы {fij}ni,j=s+2, для i 6= j, выбраны произвольным образом

так, чтобы fij = fji.
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Обозначим через Mij определитель (n− 1)× (n− 1)-матрицы, которая

получается после удаления строки с номером i и столбца с номером j из

матрицы F . Тогда последовательные главные миноры i-го порядка ∆(Fi)

матрицы F определяются равенством

∆(Fi) = fii∆(Fi−1) +
i−1∑
j=1

(−1)j+ifjiMji, j = s+ 2, . . . , n.

Напомним, что ∆(Fs+1) > 0. Наконец, выберав числа fii последовательно

так, чтобы

fii > max

{
0,

1

∆(Fi−1)

i−1∑
j=1

(−1)j+i+1fjiMji

}
, i = s+ 2, . . . , n,

мы получим, что ∆(Fi) > 0, i = s + 2, . . . , n. Поскольку матрица Fs+1 по-

ложительно определена, заключаем, что ∆(Fi) > 0, i = 1, . . . , n, и матрица

F положительно определена. Теорема доказана. �

Замечание 2.3. Из доказательства Теоремы 2.1 следует, что элементы

fij, i = 1, . . . , s+ 1, j = 1, . . . , n, определяется единственным образом. Это

означает, что при сделанных в Теореме 2.1 предположениях, любое реше-

ние уравнения уравнения (2.3) имеет вид (2.21). Тогда Теорема 2.2 опреде-

ляет общий вид положительно определенного решения уравнения (2.3).

2.4 . Выводы к разделу

В разделе 2 были даны постановки задач стабилизации и синтеза. Опи-

сан подход, предложенный для решения этих задач. Этот подход основан

на рассмотрении системы нелинейного приближения исходной управля-

емой системы. Важную роль в построении функции Ляпунова и функ-

ции управляемости играет сингулярное матричное уравнение Ляпунва ви-

да (2.3). Это уравнение исследовано в подразделе 2.3. В Теореме 2.1 сфор-

мулирован критерий разрешимости этого сингулярного матричного урав-

нения. В Теореме 2.2 описан класс его положительно определенных ре-
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шений. Полученные результаты используются в следующих разделах при

построении стабилизирующих и синтезирующих управлений для нелиней-

ных систем вида (2.1).
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РАЗДЕЛ 3

СТАБИЛИЗАЦИЯ КЛАССА НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ СО СТЕПЕННОЙ

ГЛАВНОЙ ЧАСТЬЮ

В данном разделе решена задача стабилизации для класса нелинейных

систем с неуправляемым неустойчивым первым приближением. Идея ре-

шения основана на стабилизации по нелинейному приближению. А имен-

но, для системы нелинейного приближения в явном виде построено стаби-

лизирующее управление. Построение стабилизирующего управления про-

водится на основе метода функции Ляпунова. Показано, что построенное

управление решает задачу стабилизации и для исходной нелинейной си-

стемы. Дана эллипсоидальная оценка области притяжения нулевой точки

покоя замкнутой системы.

3.1. Задача стабилизации для класса нелинейных систем

Рассмотрим нелинейную систему систему вида ẋ1 = u

ẋi = ϕi−1(t, x, u), i = 2, . . . , n,
(3.1)

где x = (x1, . . . , xn)
∗ ∈ Rn, u ∈ R – управление, функции ϕi(t, x, u) : R ×

Rn×R→ R непрерывны, липшицевы по переменным x, u и удовлетворяют

условию ϕi(t, 0, 0) = 0, i = 1, . . . , n− 1, для всех t ≥ 0.

Пусть в некоторой окрестности начала координат ‖x‖ < ρ (ρ > 0)

функции ϕi(t, x, u) могут быть представлены в виде

ϕi(t, x, u) = cix
2ki+1
i + fi(t, x, u), i = 1, . . . , n− 1, (3.2)

где ki = pi
qi

(pi ≥ 0 – целые числа, qi > 0 – нечетные числа), ci – дей-

ствительные числа такие, что
n−1∏
i=1

ci 6= 0. Функции fi(t, x, u) при ‖x‖ < ρ
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удовлетворяют условиям

|fi(t, x, u)| ≤ αi(x
2k1+2
1 + · · ·+ x

2kn−1+2
n−1 ), i = 1, . . . , n− 1, (3.3)

для некоторых αi > 0.

Тогда задача стабилизации системы (3.1) эквивалентна задаче стабили-

зации системы ẋ1 = u,

ẋi = ci−1x
2ki−1+1
i−1 + fi−1(t, x, u), i = 2, . . . , n.

(3.4)

Заметим, что система (3.1) с правой частью (3.2) неуправляема по первому

приближению.

Замечание 3.1. В случае, когда ki ∈ N, i = 1, . . . , n−1, для некоторого

класса функций ϕi(t, x, u) представление (3.2) может быть получено при

помощи формулы Тейлора. Примером такой системы является система
ẋ1 = u,

ẋ2 = x1 − sinx1,

ẋ3 = x2 − x2 cosx2 − sinx2 + 1
2 sin 2x2,

которая будет исследована далее.

Задачу стабилизации системы (3.4) будем решать в следующем допол-

нительном предположении. Пусть существует s такое, что 0 ≤ s ≤ n − 2

для которого выполнено условие

ki = 0, i = 1, . . . , s и 0 < ks+1 < · · · < kn−1. (3.5)

Для s = n− 2 последнее условие означает, что

ki = 0, i = 1, . . . , n− 2, kn−1 > 0.

Отметим, что система (3.4) имеет неуправляемое неустойчивое пер-

вое приближение. В качестве нелинейного приближения системы (3.4) рас-

смотрим систему  ẋ1 = u,

ẋi = ci−1x
2ki−1+1
i−1 , i = 2, . . . , n.

(3.6)
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Далее для системы (3.6) в явном виде будет построено стабилизирую-

щее управление u = u(x) и показано, что это управление решает задачу

стабилизации для системы (3.4), а значит и для исходной нелинейной си-

стемы (3.1).

Систему (3.6) при ci = 1, i = 1, . . . , n− 1, назовем канонической систе-

мой со степенной нелинейностью.

Напомним определение производной в силу системы.

Определение 3.1. Пусть функция V (t, x) ∈ C1(R× Rn). Производной

функции V (t, x) в силу системы ẋ = ϕ(t, x) называется выражение

∂V

∂t
+

n∑
i=1

∂V (t, x)

∂xi
ϕi(t, x).

Доказательство асимптотической устойчивости основано на методе функ-

ции Ляпунова. Это метод опирается на следующий факт. Предположим,

что ϕ(t, 0) = 0 для всех t ≥ 0. Пусть функция V (x) ∈ C1(U(0)) при

x ∈ U(0) (U(0) – некоторая окрестность начала координат) удовлетворяет

условиям:

1) V (x)>0 для x 6= 0, V (0) = 0;

2)
n∑
i=1

∂V (x)

∂xi
ϕi(t, x) < 0.

Тогда нулевая точка покоя системы ẋ = ϕ(t, x) асимптотически устой-

чива. Такую функцию V (x) называют функцией Ляпунова.

3.2. Стабилизация канонической системы со степенной нелинейностью

Рассмотрим систему (3.6) в случае, когда c1 = 1, i = 1, . . . , n− 1. Тогда

система (3.6) имеет вид 

ẋ1 = u,

ẋ2 = x2k1+1
1 ,

· · · · ·
ẋn = x

2kn−1+1
n−1 ,

(3.7)
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где ki = pi
qi

, (pi ≥ 0 – целое число, qi > 0 – нечетное число), i = 1, . . . , n− 1

– некоторые заданные неотрицательные числа, такие что выполнено усло-

вие (3.5).

Стабилизирующее управление будем искать в виде

u(x) = a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn +
n−1∑
i=s+1

an−s+ix
2ki+1
i , (3.8)

где {ai}2n−s−1
i=1 – некоторые отрицательные числа, которые будут определе-

ны далее.

Цель данного подраздела – сформулировать достаточные условия на

коэффициенты ai, при которых управление u = u(x) вида (3.8) стабилизи-

рует систему (3.7). Эти условия будут получены на основе метода функции

Ляпунова. Функцию Ляпунова V (x) ищем в виде

V (x) = (Fx, x), (3.9)

где F – некоторая положительно определенная матрица.

Вычислим производную функции V (x) в силу системы (3.7), замкнутой

управлением u = u(x) вида (3.8), и получим

V̇ (x)
∣∣∣
(3.7)

=
(
(A∗F + FA)x, x

)
+ 2

n−1∑
i=s+1

(Fhi+1, x)x2ki+1
i , (3.10)

где hi = (an−s+i−1, 0, . . . , 0, 1︸ ︷︷ ︸
i

, 0, . . . , 0)∗ – n-мерный вектор (1 стоит в i–й

строке), i = s+ 2, . . . , n.

Напомним, что согласно Замечанию 2.2 положительно определенная

матрица F не может быть выбрана так, чтобы матрица A∗F + FA бы-

ла отрицательно определена. Поэтому мы выберем матрицу F так, чтобы

матрица A∗F+FA была неотрицательно определена. С этой целью мы рас-

смотрим сингулярное матричное уравнение Ляпунова (2.3). Опишем про-

цесс выбора матрицы F .

Пусть матрица Ws+1 = {wij}s+1
i,j=1 – заданная положительно определе-

ная матрица. Предположим, что матрица W имеет вид (2.5), а матрица A
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вида (2.4) устойчива. Определим матрицу F = {fij}ni,j=1, как некоторое

положительно определенное решение уравнения Ляпунова (2.3). Тогда, ис-

пользуя Теорему 2.2, мы получаем, что равенство (3.10) принимает вид

V̇ (x)
∣∣∣
(3.7)

= −
(
Wx, x

)
+ 2

n−1∑
i=s+1

(Fhi+1, x)x2ki+1
i , (3.11)

где матрица F имеет вид (2.21).

Напомним, что уравнение (2.3) определяет матрицу F не однозначно.

Так элементы {fij}ni,j=s+2 не определяются уравнением (2.3). Эти элементы

определены ниже.

Ведем следующие обозначения b i = −Fhi, i = s+ 2, . . . , n. Тогда

b ij = −
(
f1j an−s+i−1 + fjs+1

ai
as+1

)
, j = 1, . . . , s+ 1, i = s+ 2, . . . , n.

(3.12)

b ij = −
(
f1s+1

aj
as+1

an−s+i−1 + fji

)
, j = s+ 2, . . . , n, i = s+ 2, . . . , n.

(3.13)

Выберем числа an−s+i−1, s + 2 ≤ i ≤ n, и fji, s + 2 < i < j ≤ n так,

чтобы

b ij = 0, j = i, . . . , n, i = s+ 2, . . . , n.

Решая последнюю систему, мы получаем

an−s+i−1 = −as+1

ai

fii
f1s+1

, i = s+ 2, . . . , n, (3.14)

fji =
aj
ai
fii, j = i+ 1, . . . , n, i = s+ 2, . . . , n− 1. (3.15)

Таким, образом матрица {fij}ni,j=s+2, которая сформирована из послед-

них (n− s− 1) строк и столбцов матрицы F вида (2.21), принимает вид
fs+2s+2 fs+2s+2

as+3

as+2
· · · fs+2s+2

an
as+2

fs+2s+2
as+3

as+2
fs+3s+3 · · · fs+3s+3

an
as+3

· · · · · · . . . · · ·
fs+2s+2

an
as+2

fs+3s+3
an
as+3

· · · fnn

 .
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Лемма 3.1. Пусть выполнено условие (3.15), матрица Fs+1 = {fij}s+1
i,j=1

положительно определена. Тогда матрица F вида (2.21) положительно опре-

делена тогда и только тогда, когда

fii >
a2
i

a2
i−1

fi−1i−1, i = s+ 2, . . . , n. (3.16)

Доказательство. Последовательные главные миноры i-го порядка мат-

рицы F , обозначаемые ∆(Fi), определяются равенствами

∆(Fi) = ∆(Fi−1)

(
fii − fi−1i−1

ai
ai−1

)
, i = s+ 2, . . . , n.

Напомним, что положительность последовательных главных миноров яв-

ляется необходимым и достаточным условием положительной определен-

ности матрицы. Так как ∆(Fs+1)>0, то мы получаем, что ∆(Fi) > 0, i =

s + 2, . . . , n, тогда и только тогда, когда выполнено условие (3.16). Это и

доказывает лемму. �

Из (3.12), (3.13) и (3.14) следует, что

b ij =
as+1

ai

(
f1jfii
f1s+1

− fjs+1
a2
i

a2
s+1

)
, j = 1, . . . , s+1, i = s+2, . . . , n, (3.17)

b ij =
aj
ai

(
fii − fjj

a2
i

a2
j

)
, j = s+ 1, . . . , i− 1, i = s+ 2, . . . , n. (3.18)

Выберем числа fii > 0, i = s + 2, . . . , n так, чтобы выполнялось усло-

вие (3.16). Тогда, используя (3.18), мы получаем

b ii−1 =
ai−1

ai

(
fii − fi−1i−1

a2
i

a2
i−1

)
> 0, i = s+ 2, . . . , n.

Теперь равенство (3.11) может быть переписано в виде

V̇ (x)
∣∣∣
(3.7)

= −
(
Wx, x

)
− 2

n∑
i=s+2

i−1∑
j=1

b ijxjx
2ki−1+1
i−1 , (3.19)

где b ji определены равенствами (3.17) и (3.18).

Отметим, что x2ki+2
i > 0 для x 6= 0, поскольку 2ki + 2 = 2(pi+qi)

qi
, i =

1, . . . , n− 1, представляет собой отношение четных чисел к нечетным.
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Рассмотрим отдельно случай n = 2. Покажем, что V̇ (x)
∣∣∣
(3.7)

< 0 в

некоторой окрестности начала координат. Это будет означать, что нулевая

точка покоя системы (3.7) асимптотически устойчива в смысле Ляпунова

при n = 2.

Из (3.18) и (3.19) следует, что

V̇ (x)
∣∣∣
(3.7)

= −
(
Wx, x

)
− 2b 2

1x
2k1+2
1 < 0 для ‖x‖ 6= 0.

Докажем справедливость последнего неравенства. Для этого мы рассмот-

рим два следующих случая. Если x1 6= 0, то последнее неравенство верно

ввиду условия b 2
1 = a1

a2

(
f22 − f11

a22
a21

)
> 0 и неотрицательной определенно-

сти матрицы W вида (2.5). Если x1 = 0, то −
(
Wx, x

)
= −w11

a22
a21
x2

2 < 0 для

x2 6= 0 и неравенство справедливо.

Итак, мы показали, что управление (3.8) решает задачу глобальной ста-

билизации для системы (3.7).

Далее мы будем использовать обозначения: Is+1 – единичная матрица

размерности
(
s+1

)
×
(
s+1

)
, In,n−s = diag

(
1, . . . , 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n−s

)
– n×n диаго-

нальная матрица, Is+1,1 = diag (1, . . . , 1, 0) –
(
s+ 1

)
×
(
s+ 1

)
диагональная

матица.

Рассмотрим теперь случай n ≥ 3. Поскольку матрица Ws+1 положи-

тельно определена, верна следующая оценка

(Ws+1y, y) ≥ λmin(y, y), y ∈ Rs+1, (3.20)

где λmin > 0 – наименьшее собственное значение матрицыWs+1. Используя

оценку (3.20), мы получим(
(Ws+1 − λminIs+1,1)x, x

)
=
(
(Ws+1 − λminIs+1)y, y

)
+ λminx

2
s+1 ≥ 0,

где y = (x1, . . . , xs+1)
∗, т.e. матрица Ws+1−λminIs+1,1 неотрицательно опре-

делена.

Покажем, что матрица W−λminIn,n−s неотрицательно определена. Дей-

ствительно, матрица Ws+1−λminIs+1,1 сформирована первыми (s+1) стро-
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ками и столбцами матрицы W − λminIn,n−s. Поскольку матрица Ws+1 −
λminIs+1,1 ≥ 0, используя Лемму 2.1, мы получаем, что матрица W −
λminIn,n−s неотрицательно определена, т.е.(

(W − λminIn,n−s)x, x
)
≥ 0 (3.21)

для всех x ∈ Rn.

Перепишем равенство (3.19) в виде

V̇ (x)
∣∣∣
(3.7)

= −
(
(W − λminIn,n−s)x, x

)
− λmin

s∑
i=1

x2
i−

−2
n−1∑
i=s+1

i∑
j=1

b i+1
j xjx

2ki+1
i .

(3.22)

Напомним, что согласно неравенству Янга для любых чисел a, b, r > 0

справедливо следующее неравенство

ab ≤ 1

1 + r
a1+r +

r

1 + r
b1+ 1

r . (3.23)

Ниже мы покажем, что V̇ (x)
∣∣∣
(3.7)

отрицательна в некоторой проколотой

окрестности начала координат. Выберем действительные числа rj > 0, j =

1, . . . , n− 1 так, чтобы были удовлетворены следующие условия

0 < rj < 2ks+1, j = 1, . . . , s, (3.24)

2kj + 1 < rj < 2kj+1 + 1, j = s+ 1, . . . , n− 1. (3.25)

Используя неравенство (3.23), мы получаем следующие оценки

xjx
2ki+1
i ≤ |xj| |xi|2ki+1−rj |xi|rj ≤

1

2

(
|xj|2 + |xi|4ki+2−2rj

)
|xi|rj , (3.26)

где j = 1, . . . , s, i = s+ 1, . . . , n− 1, и

xjx
2ki+1
i ≤ 1

1 + rj
|xj|rj+1 +

rj
1 + rj

|xi|
2ki+1+

2ki+1

rj , (3.27)

где j = 1, . . . , i− 1, i = s+ 1, . . . , n− 1.

Из (3.22), используя (3.26) и (3.27), мы получаем
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V̇ (x)
∣∣∣
(3.7)
≤ −

(
(W − λminIn,n−s)x, x

)
− λmin

s∑
i=1

x2
i − 2

n−1∑
i=s+1

b i+1
i x2ki+2

i

+
n−1∑
i=s+1

s∑
j=1

|b i+1
j |

(
|xj|2 |xi|rj + |xi|4ki+2−rj

)
(3.28)

+2
n−1∑
i=s+2

i−1∑
j=s+1

|b i+1
j |

(
1

1+rj
|xj|rj+1 +

rj
1+rj
|xi|

2ki+1+
2ki+1

rj

)
.

Отметим справедливость соотношения
n−1∑
i=s+2

i−1∑
j=s+1

|b i+1
j |

1 + rj
|xj|rj+1 =

n−2∑
i=s+1

n∑
j=i+2

|b ji |
1 + ri

|xi|ri+1.

Откуда заключаем, что неравенство (3.28) принимает вид

V̇ (x)
∣∣∣
(3.7)
≤ −

(
(W − λminIn,n−s)x, x

)
−

s∑
i=1

(
λmin −

n−1∑
j=s+1

|b j+1
i | |xj|ri

)
x2
i

−2
n−1∑
i=s+1

(
b i+1
i − 1

2

s∑
j=1

|b i+1
j | |xi|2ki−rj −

n∑
j=i+2

| b ji |
1+ri
|xi|ri−2ki−1 (3.29)

−
i−1∑

j=s+1

rj
1+rj
|b i+1
j | |xi|

2ki+1−rj
rj

)
x2ki+2
i .

Используя обозначения

βj = min
1≤i≤s


(

λmin

(n− s− 1) |bj+1
i |

) 1
ri

 , j = s+ 1, . . . , n− 1,

мы получаем, что

λmin −
n−1∑
j=s+1

|b j+1
i | |xj|

ri > 0, i = 1, . . . , s (3.30)

для xj таких, что |xj| < βj, j = s+ 1, . . . , n− 1.

Рассмотрим семейство функций gi : R −→ R вида

gi(x) = 2b i+1
i −

s∑
j=1

|b i+1
j | |x|2ki−rj − 2

n∑
j=i+2

| b ji |
1+ri
|x|ri−2ki−1

−2
i−1∑

j=s+1

rj
1+rj
|b i+1
j | |x|

2ki+1−rj
rj , i = s+ 1, . . . , n− 1.

Из (3.24) и (3.25) следует, что

2ki − rj > 0, j = 1, . . . , s, i = s+ 1, . . . , n− 1,
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ri − 2ki − 1 > 0,
2ki + 1− rj

rj
> 0, j < i, i = s+ 1, . . . , n− 1.

Определенные таким образом функции gi(x), i = s+ 1, . . . , n− 1, являются

непрерывными, симметричными и достигают своего глобального максиму-

ма в точке x = 0. Более того,

gi(0) = 2b i+1
i > 0, i = s+ 1, . . . , n− 1. (3.31)

Обозначим через x∗i минимальный положительный корень уравнения

gi(x) = 0. Тогда, используя (3.31), мы получаем

gi(x) > 0 для |x| ≤ x∗i , i = s+ 1, . . . , n− 1. (3.32)

Откуда, согласно (3.29), мы получаем, что

V̇ (x)
∣∣∣
(3.7)
≤ −

(
(W − λminIn,n−s)x, x

)
−

s∑
i=1

(
λmin −

n−1∑
j=s+1

|b j+1
i | |xj|ri

)
x2
i

−
n−1∑
i=s+1

gi(xi)x
2ki+2
i < 0 (3.33)

для x ∈ Rn таких, что |xi| < min {βi, x∗i}, i = s+ 1, . . . , n− 1, и ‖x‖ 6= 0.

Докажем справедливость последнего неравенства. Действительно, рас-

смотрим два следующих случая. Если xi 6= 0 для некоторого i такого, что

1 ≤ i ≤ n − 1, то из (3.21), (3.30) и (3.32) следует что неравенство (3.33)

справедливо. Если x1 = x2 = · · · = xn−1 = 0, то

−
(
(W − λminIn,n−s)x, x

)
= −ws+1s+1

a2
n

a2
s+1

x2
n < 0 для xn 6= 0

и неравенство (3.33) верно.

Из неравенство (3.33) следует, что управление u = u(x) вида (3.8) ре-

шает задачу стабилизации для системы (3.7) при n ≥ 3.

Построим эллипсоидальную оценку области притяжения точки покоя

x = 0 в случае, когда n ≥ 3. С этой целью мы найдем наибольшее c > 0,

при котором эллипсоид (Fx, x) ≤ c принадлежит множеству

Ω = {x ∈ Rn : |xi| ≤ γi, i = s+ 1, . . . , n− 1} ,
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где γi = min {βi, x∗i}, i = s+ 1, . . . , n− 1.

Сначала, рассмотрим вспомогательную задачу на экстремум. А именно,

найдем минимум функции (Fx, x) при ограничениях (x, ei) = γi, где i –

некоторое фиксированное натуральное число такое, что s + 1 ≤ i ≤ n− 1,

ei – это i-й столбец единичной матрицы размерности n× n.

Введем в рассмотрение функцию Лагранжа вида

L(x, λ) = (Fx, x)− λ
(
(x, ei)− γi

)
.

Пусть x∗ является точкой глобального минимума. Из необходимого усло-

вия экстремума получаем Lx(x
∗, λ) = 2Fx∗ − λei = 0. Откуда заключаем,

что x∗ = 1
2λF

−1ei. Подставляя x∗ в ограничения, получаем 1
2λ(F−1ei, ei) =

γi. Находя λ из последнего уравнения, заключаем, что x∗ = γi
(F−1ei,ei)

F−1ei.

Наконец, получаем следующее соотношение (Fx∗, x∗) = γ2i
(F−1ei,ei)

.

Итак, из полученного решения вспомогательной экстремальной задачи

мы можем заключить, что для n ≥ 3 область притяжения нулевой точки

покоя системы (3.7), замкнутой управлением u = u(x) вида (3.8), содержит

эллипсоид

Φ =

{
x ∈ Rn : (Fx, x) < c, c = min

s+1≤i≤n−1

γ2
i

(F−1ei, ei)

}
. (3.34)

Проведенные выше рассуждения позволяют сформулировать основной

результат данного подраздела. В следующей теореме дано решение задачи

стабилизации для нелинейной неуправляемой по первому приближению

системы (3.7).

Теорема 3.1. Пусть ai < 0, i = 1, . . . , s + 1 – действительные числа та-

кие, что собственных значений матрицы As+1 вида (2.8) имеют отрицатель-

ные действительные части, ai < 0, i = s+2, . . . , n – произвольные действи-

тельные числа. Предположим, что матрица Ws+1 вида (2.6) – произволь-

ная положительно определенная матрица. Пусть матрица Fs+1 = {fij}s+1
i,j=1

является единственным положительно определенным решением уравне-

ния (2.3). Выберем числа fij, i = j, . . . , n, j = s + 2, . . . , n так, чтобы
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условия (3.15) и (3.16) были справедливы. Определим матрицу F соглас-

но (2.21), определим числа an−s+i−1, i = s + 2, . . . , n равенствами (3.14).

Тогда управление u = u(x) вида (3.8) решает задачу стабилизации для

системы (3.7). При этом, область притяжения нулевой точки покоя систе-

мы (3.7), замкнутой управлением u = u(x) вида (3.8), содержит эллипсо-

ид (3.34) при n ≥ 3 и совпадает со всем пространством при n = 2.

3.3. Стабилизация класса систем по нелинейному приближению

В данном подразделе решена задача стабилизации для системы (3.4) по

нелинейному приближению в случае, когда ci = 1, i = 1, . . . , n − 1. Итак,

рассмотрим нелинейную систему вида

ẋ1 = u,

ẋ2 = x2k1+1
1 + f1(t, x, u),

ẋ3 = x2k2+1
2 + f2(t, x, u),

· · · · · · · · ·
ẋn = x

2kn−1+1
n−1 + fn−1(t, x, u),

(3.35)

где ki = pi
qi

, pi ≥ 0 – целые числа, qi > 0 – нечетные числа, i = 1, . . . , n− 1.

Напомним, что по сделанному в подразделе 3.1 предположению числа

ki, i = 1, . . . , n − 1, удовлетворяют условию (3.5). Кроме того, мы пред-

положили, что функции fi(t, x, u) удовлетворяют оценкам (3.3), т.е. для

некоторых αi > 0 мы имеем

|fi(t, x, u)| ≤ αi(x
2k1+2
1 + x2k2+2

2 + · · ·+ x
2kn−1+2
n−1 ), i = 1, . . . , n− 1,

где ‖x‖ < ρ, ρ > 0.

Рассмотрим систему (3.7) в качестве нелинейного приближения систе-

мы (3.35). Ниже мы покажем, что управление u = u(x), которое было по-

строено в подразделе 3.2 для стабилизации системы (3.7), стабилизирует и

систему (3.35).
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Итак, пусть управление u = u(x) вида (3.8) решает задачу стабилиза-

ции для системы (3.7), и пусть выполнены условия Теоремы 3.1. Покажем,

что это управление стабилизирует и систему (3.35).

Вычислим производную функции V (x) вида (3.9) в силу системы (3.35),

замкнутой управлением u = u(x) вида (3.8), и получим

V̇ (x)
∣∣∣
(3.35)

= −
(
Wx, x

)
+ 2

n−1∑
i=s+1

(Fhi+1, x)x2ki+1
i

+2
n−1∑
i=1

(
Fei+1, x

)
fi(t, x, u),

(3.36)

где ei – i-й столбец единичной n× n-матрицы.

Рассмотрим, сначала, случай n = 2. В этом случае s = 0. Тогда

V̇ (x)
∣∣∣
(3.35)

= −(Wx, x)− 2b 2
1x

2k1+2
1 + 2(Fe2, x)f1(t, x, u).

Из оценок (3.3) следует, что

V̇ (x)
∣∣∣
(3.35)

≤ −
(
Wx, x

)
− 2
(
b 2

1 − α1‖Fe2‖ ‖x‖
)
x2k1+2

1 < 0

для всех x ∈ R2 таких, что 0 < ‖x‖ < L1, где L1 = min
{
ρ, b21

α1·‖Fe2‖

}
.

Докажем справедливость последнего неравенства. Действительно, если

x1 6= 0, то неравенство справедливо, поскольку матрица W неотрицательно

определена и b 2
1 − α1‖Fe2‖ ‖x‖ > 0 для x ∈ R2 таких, что ‖x‖ < b21

α1 ‖Fe2‖ .

Если x1 = 0, то −(Wx, x) = −w22
a22
a21
x2

2 < 0 для x2 6= 0 неравенство выпол-

нено.

Перейдем теперь к рассмотрению случая n ≥ 3. Используя (3.32),

из (3.36) мы получаем

V̇ (x)
∣∣∣
(3.35)

≤ −
(
(W − λminIn,n−s)x, x

)
−

s∑
i=1

(
λmin −

n−1∑
j=s+1

|b j+1
i | |xj|ri

)
x2
i

−
n−1∑
i=s+1

gi(xi)x
2ki+2
i + 2

n−1∑
i=1

(
Fei+1, x

)
fi(t, x, u) (3.37)

для x ∈ Rn таких, что |xi| < min {βi, x∗i}, i = s+ 1, . . . , n− 1, ‖x‖ 6= 0.

Выберем числа εi, i = 1. . . . n− 1 так, чтобы

0 < εi < λmin, i = 1, . . . , s, и 0 < εi < b i+1
i , i = s+ 1, . . . , n− 1.
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Пусть x̂i является минимальным положительным корнем уравнения gi(xi) =

εi, i = s+ 1, . . . , n− 1. Очевидно, что x̂i < x∗i , i = s+ 1, . . . , n− 1.

Итак, мы можем заключить справедливость следующих неравенств

λmin −
n−1∑
j=s+1

|b j+1
i | |xj|

ri ≥ εi, i = 1, . . . , s, (3.38)

для |xj| ≤ m̂j, где

m̂j = min
1≤i≤s


(

λmin − εi
(n− s− 1) |b j+1

i |

) 1
ri

 , j = s+ 1, . . . , n− 1,

и

gi(xi) ≥ εi, i = s+ 1, . . . , n− 1 (3.39)

для |xi| ≤ x̂i, i = s+ 1, . . . , n− 1.

Таким образом, из (3.38) и (3.39) следует, что неравенство (3.37) при-

нимает вид

V̇ (x)
∣∣∣
(3.35)

≤ −
(
(W − λminIn,n−s)x, x

)
−

s∑
i=1

εix
2
i −

n−1∑
i=s+1

εix
2ki+2
i

+2
n−1∑
i=1

(
Fei+1, x

)
fi(t, x, u) (3.40)

для x ∈ Rn таких, что |xi| < mi, где mi = min {x̂i, m̂i}, i = s + 1, . . . n− 1.

Используя оценки (3.3), получаем
n−1∑
i=1

(
Fei+1, x

)
fi(t, x, u) ≤

n−1∑
i=1

αi‖Fei+1‖ ‖x‖ ‖y‖2, (3.41)

где y =
(
xk1+1

1 , xk2+1
2 , . . . , x

kn−1+1
n−1

)∗
, ‖y‖2 =

n−1∑
i=1

x2ki+2
i .

Используя обозначения

ε = min
1≤i≤n−1

εi, m = min
s+1≤i≤n−1

mi,

из неравенств (3.40) и (3.41) заключаем, что

V̇ (x)
∣∣∣
(3.35)

≤ −
(
(W − λminIn,n−s)x, x

)
−
(
ε−

n−1∑
i=1

αi‖Fei+1‖ ‖x‖
)
‖y‖2 < 0

(3.42)
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для всех x ∈ Rn таких, что 0 < ‖x‖ < L2, где L2 = min

ρ, ε
n−1∑
i=1

αi‖Fei+1‖
,m

.

Покажем, что неравенство (3.42) справедливо. Для этого рассмотрим

два следующих случая. Если ‖y‖ 6= 0, то ε −
n−1∑
i=1

αi‖Fei+1‖ ‖x‖ > 0 для

‖x‖ < L2. Таким образом, из последнего неравенства и неравенства (3.21)

следует, что (3.42) справедливо. Если ‖y‖ = 0, то

−
(
(W − λminIn,n−s)x, x

)
= −ws+1s+1

a2
n

a2
s+1

x2
n < 0 для xn 6= 0

и неравенство (3.42) верно.

Из неравенства (3.42) следует, что нулевая точка покоя системы (3.35),

замкнутой управлением u = u(x) вида (3.8), асимптотически устойчива.

Таким образом, мы показали, что управление u = u(x) вида (3.8) решает

задачу стабилизации для системы (3.35).

Построим эллипсоидальную оценку области притяжения точки покоя

x = 0 системы (3.35), замкнутой управлением u = u(x). С этой целью мы

найдем c > 0 такое, что эллипсоид (Fx, x) < c будет вписан в шар ‖x‖ ≤ L,

где L =

 L1, n = 2

L2, n ≥ 3
. Легко проверить, что этот эллипсоид имеет вид

Φ =
{
x ∈ Rn : (Fx, x) < c, c = λmin(F )L2

}
, (3.43)

где λmin(F ) > 0 – наименьшее собственное значение матрицы F .

Основываясь на полученных в этом подразделе результатах сформу-

лируем теорему, в которой описано решение задачи стабилизации систе-

мы (3.35) по нелинейному приближению.

Теорема 3.2. Предположим, что выполнены условия Теоремы 3.1. То-

гда управление u = u(x) вида (3.8) решает задачу стабилизации для систе-

мы (3.35). При этом, область притяжения нулевой точки покоя замкнутой

управлением u = u(x) системы (3.35) содержит эллипсоид (3.43).
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3.4. Стабилизация класса нелинейных систем с неуправляемым первым

приближением

Решим теперь задачу стабилизации для системы (3.4) в случае, когда ci,

i = 1, . . . , n−1 – произвольные действительные числа такие, что
n−1∏
i=1

ci 6= 0.

Итак, рассматриваемая система имеет вид
ẋ1 = u,

ẋ2 = c1x
2k1+1
1 + f1(t, x, u),

. . . . . . . . . . .

ẋn = cn−1x
2kn−1+1
n−1 + fn−1(t, x, u).

(3.44)

Напомним, что числа ki, i = 1 . . . , n − 1, удовлетворяют условию (3.5), а

функции fi(t, x, u), i = 1, . . . , n− 1, удовлетворяют оценкам (3.3).

В следующей теореме дано решение задачи стабилизации для нелиней-

ной системы (3.44), которая неуправляема по первому приближению.

Теорема 3.3. Пусть выполнены условия Теоремы 3.2. Положим

L̂1 = min

 ρ

max
1≤i≤n

ĉi
,

b 2
1

α̂1‖Fe2‖

 , L̂2 = min


ρ

max
1≤i≤n

ĉi
,

ε
n−1∑
i=1

α̂i‖Fei+1‖
,m

 ,

где α̂i =
αi
|ĉi+1|

max
1≤j≤n−1

ĉ
2kj+2
j , ĉi определяются следующими соотношения-

ми

ĉ1 = 1, ĉ2 = c1, ĉi = ci−1(ĉi−1)
2ki−1+1, i = 3, . . . , n.

Тогда управление

u(x) = a1x1 +
a2

ĉ2
x2 + · · ·+ an

ĉn
xn +

n−1∑
i=s+1

an−s+i

(
xi
ĉi

)2ki+1

(3.45)

решает задачу стабилизации для системы (3.44). При этом, область при-

тяжения нулевой точки покоя системы (3.44), замкнутой управлением u =

u(x) вида (3.45), содержит эллипсоид

Φ =
{
x ∈ Rn : (Ĉ−1FĈ−1x, x) < λmin(F )L̂2

}
, (3.46)
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где L̂ =

 L̂1, n = 2

L̂2, n ≥ 3
, Ĉ = diag

(
ĉ1, ĉ2, . . . , ĉn

)
– диагональная матрица раз-

мерности n×n, λmin(F ) > 0 – минимальное собственное значение матрицы

F .

Доказательство. Подставим управление u = u(x) в систему (3.44).

Замной переменных x = Ĉy (xi = ĉiyi, i = 1, . . . , n) замкнутая систе-

ма (3.44) отображается на систему ẏ1 = v(y),

ẏi = y
2ki−1+1
i−1 +

1

ĉi
fi−1(t, Ĉy, u), i = 2, . . . , n,

(3.47)

где v(y) = u(Ĉy), y = (y1, . . . , yn)
∗.

Из оценок (3.3) следует, что

| 1

ĉi+1
fi(t, Ĉy, u)| ≤ αi

|ĉi+1|

n−1∑
i=1

(ĉiyi)
2ki+2 ≤ α̂i

n−1∑
i=1

y2ki+2
i , i = 1, . . . , n− 1

для y ∈ Rn таких, что ‖y‖ ≤ ρ

max
1≤i≤n

ĉi
. Тогда, используя Теорему 3.2, мы

получаем, что управление

v(y) = a1y1 + a2y2 + · · ·+ anyn +
n−1∑
i=s+1

an−s+iy
2ki+1
i

стабилизирует незамкнутую систему (3.47). При этом, область притяжения

нулевой точки покоя системы (3.47) содержит эллипсоид{
y ∈ Rn : (Fy, y) < c, c = λmin(F )L̂2

}
.

Делая обратную замену переменных y = Ĉ−1x, мы убеждаемся в том, что

управление u = u(x) вида (3.45) стабилизирует систему (3.44) и область

притяжения нулевой точки покоя замкнутой системы содержит эллипсо-

ид (3.46). �

Из Теоремы 3.3 вытекает справедливость следующей теоремы.
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Теорема 3.4. Пусть выполнены условия Теоремы 3.3. Тогда управле-

ние (3.45) стабилизирует систему (3.1). При этом, область притяжения ну-

левой точки покоя системы (3.1), замкнутой управлением (3.45), содержит

эллипсоид (3.46).

Пример 3.1. Рассмотрим систему
ẋ1 = u,

ẋ2 = x1 − 1
2 sin 2x1,

ẋ3 = x2 − x2 cosx2 − sinx2 + 1
2 sin 2x2,

(3.48)

В этом случае

ϕ1(t, x, u) = x1−
1

2
sin 2x1, ϕ2(t, x, u) = x2− x2 cosx2− sinx2 +

1

2
sin 2x2.

Используя формулу Тейлора, мы получаем

ϕ1(t, x, u) =
2

3
x3

1 + f1(x1), ϕ2(t, x, u) =
1

12
x5

2 + f2(x2),

где |f1(x1)| ≤
2

15
|x1|5 и |f2(x2)| ≤

1

90
|x2|7.

Тогда система (3.48) принимает вид (3.44), где n = 3, k1 = 1, k2 = 2,

c1 =
2

3
, c2 =

1

12
, α1 =

2

15
, α2 =

1

90
, ρ = 1, s = 0. Откуда получаем ĉ1 = 1,

ĉ2 =
2

3
, ĉ3 =

8

729
.

Положим a1 = −1, a2 = −2, a3 = −1

2
, w11 = 2. Тогда, согласно (2.4)

и (2.5), имеем

A =


−1 −2 −1

2

0 0 0

0 0 0

 , W =


2 4 1

4 8 2

1 2
1

2

 .

Из (2.21) и (3.15) мы получаем, что решение матричного уравнения (2.3)

при f22 = 5, f33 = 1 имеет вид
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F =


1 2

1

2

2 5
5

4
1

2

5

4
1

 .

Согласно Теореме 3.3, мы заключаем, что управление

u(x) = −x1 − 3x2 −
729

16
x3 −

5

2
x3

1 −
243

16
x5

2

решает задачу стабилизации для системы (3.48). В этом случае область

притяжения нулевой точки покоя замкнутой системы содержит эллипсоид

Φ =
{
x ∈ R3 : (Fy, y) ≤ 0.0891 . . .

}
, где y =

(
x1

ĉ1
,
x2

ĉ2
,
x3

ĉ3

)∗
.

Численный анализ доказывает возможность выбора точек не лежащих в

этом эллипсоиде. Например, пусть x0 = (−0.1,−0.3, 0.15)∗ выбрана в каче-

стве начальной точки. Эта точка не принадлежит эллипсоиду Φ, но принад-

лежит области притяжения к началу координат. График соответствующей

фазовой траектории изображен на рисунке 1.

Рис. 1: Фазовая траектория x(t) в R3.
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3.5. Выводы к разделу

В разделе 3 был построен класс стабилизирующих управлений для од-

ной нелинейной неуправляемой по первому приближению системы. Ме-

тод стабилизации основан на рассмотрении нелинейного приближения ис-

ходной нелинейной системы. Стабилизирующее управление для системы

нелинейного приближения построено в подразделе 3.2, основной результат

этого подраздела сформулирован в Теореме 3.1. В подразделе 3.3 рассмот-

рена задача стабилизации по нелинейному приближению. В Теореме 3.2

доказано, что построенное для нелинейного приближения управление ста-

билизирует и исходную нелинейную систему. В подразделе 3.4 рассмотрен

класс систем, которые отображаются на нелинейную систему из подразде-

ла 3.1.
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РАЗДЕЛ 4

СИНТЕЗ ОГРАНИЧЕННЫХ УПРАВЛЕНИЙ ДЛЯ КЛАССА

НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ СО СТЕПЕННОЙ ГЛАВНОЙ ЧАСТЬЮ

В настоящем разделе решена задача синтеза ограниченного управления

для класса нелинейных неуправляемых по первому приближению систем.

Подход к решению этой задачи основан на рассмотрении системы нелиней-

ного приближения исходной управляемой системы. Для этого нелинейного

приближения построена функция управляемости и ограниченное позици-

онное управление. Показано, что построенное управление решает задачу

синтеза и для исходной нелинейной системы. Дана оценка области дости-

жимости начала координат.

4.1. Задача синтеза для класса нелинейных систем

Рассмотрим управляемую систему вида ẋ1 = u, |u| ≤ d,

ẋi = ϕi(t, x, u), i = 2, . . . , n,
(4.1)

где x ∈ Rn, u ∈ [−d, d] – управление, d > 0 – заданное число, ϕi(t, x, u) –

непрерывные по совокупности переменных функции, такие что в некото-

рой окрестности нуля ‖x‖ ≤ ρ при |u| ≤ d имеют место соотношения

ϕi(t, x, u) = ci−1xi−1 + fi−1(t, x, u), i = 2, . . . , n− 1, (4.2)

ϕn(t, x, u) = cn−1x
2k+1
n−1 + fn−1(t, x, u), k =

p

q
> 0, (4.3)

где p > 0 – целое число, q > 0 – нечетное число, ci – некоторые действи-

тельные числа такие, что
n−1∏
i=1

ci 6= 0, функции fi(t, x, u) – непрерывны по

совокупности аргументов и удовлетворяют условию Липшица по x и u,

fi(t, 0, 0) = 0 при любом t > 0, i = 1, . . . , n− 1.
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Далее будем считать, что при ‖x‖ ≤ ρ функции fi(t, x, u) удовлетворя-

ют ограничениям:

|fi(t, x, u)| ≤ αi

(
n−1∑
j=1

|xj|
i+r
j + |xn|

i+r
m

)
, i = 1, . . . , n− 2, (4.4)

|fn−1(t, x, u)| ≤ αn−1

(
n−1∑
j=1

|xj|
m−1+r

j + |xn|
m−1+r
m

)
, (4.5)

где αi > 0, i = 1, . . . , n − 1, r > 0 – некоторые заданные действительные

числа, m = (2k + 1)n− 2k.

В качестве нелинейного приближения системы (4.1) с правой частью (4.2)–

(4.3), удовлетворяющей ограничениям (4.4) и (4.5), рассмотрим систему
x1 = u,

xi = ci−1xi−1, i = 2, . . . , n− 1,

xn = cn−1x
2k+1
n−1 .

(4.6)

Далее в работе будет построено управление u = u(x), решающее задачу

допустимого позиционного синтеза для системы (4.6), и удовлетворяющее

ограничению |u(x)| ≤ d. И будет показано, что это управление решает

задачу синтеза ограниченного управления и для исходной системы (4.1).

Предложенный в диссертации подход к построению управления осно-

ван на методе функции управляемости. А именно, управление u = u(x) и

функция управляемости Θ = Θ(x) строятся так, чтобы

Θ̇(x)
∣∣∣
(4.1)
≤ −βΘ(x)1− 1

α (4.7)

при некоторых α > 0, β > 0. Это неравенство обеспечивает конечность

времени попадания в начало координат. Причем, время движения T (x0) из

точки x0 в начало координат удовлетворяет оценке T (x0) ≤ α
βΘ(x0)

1
α .

Далее, в подразделе 4.2 существенно используются результаты разде-

ла 3. А именно, синтезирующее управление строится так, чтобы при каж-

дом фиксированном Θ это управление имело вид (3.8) и стабилизировало

рассматриваемую систему.
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4.2. Синтез ограниченного управления для канонической системы с од-

ной степенной нелинейностью

Рассмотрим систему (4.6) в случае, когда ci = 1, i = 1, . . . , n− 1. Тогда

система (4.6) имеет вид 

ẋ1 = u,

ẋ2 = x1,

· · · ·
ẋn−1 = xn−2,

ẋn = x2k+1
n−1 ,

(4.8)

где k = p
q , (p > 0 – целое число, q > 0 – нечетное число).

Отметим, что система (4.8) имеет вид (3.4) при k1 = · · · = kn−2 =

0, kn−1 = k. Таким образом, числа ki, i = 1, . . . , n − 1, удовлетворяют

условию (3.5) при s = n− 2.

Введем в рассмотрение диагональные n×n-мерные диагональные мат-

рицы вида

D(Θ) = diag
(
Θm−1,Θm−2, . . . ,Θm−n+1, 1

)
,

H = diag (m− 1,m− 2, . . . ,m− n+ 1, 0) ,

где m = 2k(n− 1) + n.

Пусть a0 > 0 – некоторое заданное число. Предположим, что F некото-

рая положительно определенная матрица такая, что матрица F 1 = 2mF −
FH − HF положительно определена. Дополнительные условия относи-

тельно a0 и F будут даны ниже.

Определим функцию управляемости Θ(x) при x 6= 0, как положитель-

ный корень уравнения

2a0Θ
2m = (FD(Θ)x,D(Θ)x), (4.9)

Лемма 4.1. Пусть матрица F 1 = 2mF−FH−HF положительно опре-

делена тогда уравнение (4.8) имеет единственное положительное решение.



63

Доказательство. Покажем, сначала, что уравнение (4.9) имеет поло-

жительный корень при любом фиксированном x 6= 0. Зафиксируем x ∈
Rn \ {0}. Введем в рассмотрение функцию

Φ(Θ, x) = 2a0Θ
2m − (FD(Θ)x,D(Θ)x). (4.10)

Пусть xn 6= 0. Поскольку матрица F положительно определена, то

fnn > 0. Тогда Φ(0, x)<0. Очевидно, что lim
Θ→+∞

Φ(Θ, x) = +∞. Откуда сле-

дует, что существует Θ∗ такое, что Φ(Θ∗, x) = 0. Пусть теперь xn = · · · =

xn−p+1 = 0, а xn−p 6= 0 при 1 ≤ p ≤ n − 1. Из положительной опреде-

ленности матрицы F следует, что fn−p n−p > 0. В этом случае ненулевые

положительные корни уравнения (4.10) совпадает с ненулевыми положи-

тельными корнями уравнения

2a0Θ
n−p −

n−p∑
i,j=1

fijxixjΘ
n−p−i−j = 0.

Существование положительного корня последнего уравнения доказывается

аналогично случаю xn 6= 0.

Покажем единственность положительного корня функции Φ(Θ, x). Вы-

числим производную функции Φ(Θ, x) по переменной Θ и получим

ΦΘ(Θ, x) = 4ma0Θ
2m−1 − 1

Θ
((FHD(Θ)x,D(Θ)x)− (FD(Θ)x,HD(Θ)x))

=
1

Θ

(
4ma0Θ

2m −
(
(FH +HF )D(Θ)x,D(Θ)x

))
.

Пусть Θ∗ > 0 является корнем уравнения (4.10). Тогда, в силу положитель-

ной определенности матрицы F 1, имеем

ΦΘ(Θ∗, x) = (F 1D(Θ∗)x,D(Θ∗)x) > 0.

Откуда следует единственность положительного корня уравнения (4.10).

Лемма доказана. �

Доопределим функцию Θ(x) значением Θ(0) = 0. Поскольку ΦΘ(Θ, x) 6=
0, то согласно теореме о неявной функции, Θ(x) непрерывна и непрерывно

дифференцируема при x 6= 0.
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Из неравенства

2a0Θ
2m ≤ λmax(F )‖D(Θ)x‖2 ≤ λmax(F )‖x‖

при Θ ≤ 1 следует, что Θ(x) является непрерывной и при x = 0.

Итак, функция Θ(x) удовлетворяет равенству

2a0Θ
2m(x) = (FD(Θ(x))x,D(Θ(x))x). (4.11)

Управление, решающее задачу синтеза, будем искать в виде

u(x) =
1

Θm(x)
(a,D(Θ(x))x) + an+1

x2k+1
n−1

Θm−1(x)
, (4.12)

где a = (a1, a2, . . . , an)
∗ ∈ Rn. Числа ai < 0, i = 1, . . . , n + 1, будут опреде-

лены далее.

Будем использовать обозначения:

A =



a1 a2 . . . an−2 an−1 an

1 0 . . . 0 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1 0 0

0 0 . . . 0 0 0


, hn =



an+1

0
...

0

1


. (4.13)

Отметим, что матрица A имеет вид (2.4) при s = 0. Далее при постро-

ении управлений мы будем использовать результаты разделов 2 и 3.

Вычислим производную функции Θ(x) в силу системы (4.8), замкну-

той управлением u = u(x) вида (4.12). Для этого продифференцируем обе

части равенства (4.11) в силу замкнутой системы (4.8) и получим

Θ̇(x)
∣∣∣
(4.8)

=

(
(A∗F + FA)y(Θ(x), x), y(Θ(x), x)

)(
(2mF − FH −HF )y(Θ(x), x), y(Θ(x), x)

)
+

2
(
Fhn, y(Θ(x), x)

)
x2k+1
n−1 Θ(x)(

(2mF − FH −HF )y(Θ(x), x), y(Θ(x), x)
) , (4.14)

где y(Θ(x), x) = D(Θ(x))x.

Ниже, следуя методу функции управляемости, мы определим матрицу

F и числа ai, i = 0, . . . , n + 1 так, чтобы существовало β > 0 такое, что
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Θ̇(x)
∣∣∣
(4.8)
≤ −β. Последнее означает, что неравенство (4.7) справедливо

при α = 1.

Определим матрицу F , как положительно определенное решение урав-

нения Ляпунова (2.3) при s = n − 2. Для этого выберем произвольную

положительно определенную матрицу Wn−1 = {wij}n−1
i=1 . Тогда, согласно

Теореме 2.1, для разрешимости уравнения (2.3) в классе положительно

определенных матриц необходимо и достаточно, чтобы матрица

An−1 =


a1 a2 . . . an−2 an−1

1 0 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1 0

 (4.15)

была устойчивой, а матрица матрица W имела вид

W =


w11 · · · w1n−1 w1n−1

an
an−1

· · · · · · · · · · · ·
w1n−1 · · · wn−1n−1 wn−1n−1

an
an−1

w1n−1
an
an−1

· · · wn−1n−1
an
an−1

wn−1n−1
a2n
a2n−1

 . (4.16)

Напомним, что согласно Лемме 2.1, матрица W вида (4.16) неотри-

цательно определена. Согласно Теореме 2.2 положительно определенное

решение матричного уравнения Ляпунова (2.3) имеет вид

F =


f11 · · · f1n−1

an
an−1

f1n−1

· · · · · · · · · · · ·
f1n−1 · · · fn−1n−1

an
an−1

fn−1n−1

an
an−1

f1n−1 · · · an
an−1

fn−1n−1 fnn

 , (4.17)

где положительно определенная матрица Fn−1 = {fij}n−1
i,j=1 определяется

матричным уравнением

A∗n−1Fn−1 + Fn−1An−1 = −Wn−1,
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а fnn > 0 – произвольное действительное число такое, что

fnn >
a2
n

a2
n−1

fn−1n−1. (4.18)

Итак, равенство (4.14) принимает вид

Θ̇(x)
∣∣∣
(4.8)

=
−
(
Wy(Θ(x), x), y(Θ(x), x)

)(
(2mF − FH −HF )y(Θ(x), x), y(Θ(x), x)

)
+

2
(
Fhn, y(Θ(x), x)

)
x2k+1
n−1 Θ(x)(

(2mF − FH −HF )y(Θ(x), x), y(Θ(x), x)
) . (4.19)

Будем использовать следующие обозначения In,2 = diag (1, . . . , 1, 0, 0)

– диагональная матрица размерности n×n, In−1,1 = diag (1, . . . , 1, 0) – диа-

гональная матрица размерности (n−1)×(n−1), In−1 – единичная (n−1)×
(n− 1)-матрица, x̂ = (x1, . . . , xn−1)

∗.

Поскольку матрица Wn−1 положительно определена, будет верна оцен-

ка

(Wn−1x̂, x̂) ≥ λmin(x̂, x̂) для всех x̂ ∈ Rn−1,

где λmin > 0 – минимальное собственное значение матрицы Wn−1. Тогда

− ((Wn−1 − λminIn−1)x̂, x̂)− λminx2
n−1 ≤ 0 для всех x̂ ∈ Rn−1.

Последнее неравенство означает, что матрица Wn−1 − λminIn−1,1 неотрица-

тельно определена. Тогда, согласно Лемме 2.1, заключаем

− ((W − λminIn,2)x, x) ≤ 0 для всех x ∈ Rn. (4.20)

Используя обозначения b = −Fhn, мы получаем

bi = − (f1ian+1 +
an
an−1

fin−1), i = 1, . . . , n− 1,

bn = an+1
an
an−1

f1n−1 + fnn.

Выберем число an+1 так, чтобы bn = 0. Итак, положим

an+1 = − fnn
f1n−1

an−1

an
. (4.21)
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Таким образом, мы получаем

bi =

(
f1i

fnn
f1n−1

− fin−1
a2
n

a2
n−1

)
an−1

an
, i = 1, . . . , n− 1. (4.22)

Из (4.18) и (4.22) следует, что

bn−1 =

(
fnn − fn−1n−1

a2
n

a2
n−1

)
an−1

an
> 0.

Введем в рассмотрение (n− 1)× (n− 1)-матрицу вида

Wλmin(Θ, xn−1) =

λmin 0 · · · 0 b1
xkn−1

Θk(n−1)

0 λmin . . . 0
...

... · · · . . . · · · ...

0 0 · · · λmin bn−2
xkn−1

Θk(n−1)

b1
xkn−1

Θk(n−1)
· · · · · · bn−2

xkn−1

Θk(n−1)
2bn−1


.

Для определенности будем считать, что

Wλmin(Θ, x1) = 2b1, Wλmin(Θ, x2) =

 λmin b1
xk2

Θ2k

b1
xk2

Θ2k
2b2

 .

Непосредственными вычислениями можно показать, что

λmin
(
In,2y(Θ, x), y(Θ, x)

)
+ 2
(
b, y(Θ, x)

)
x2k+1
n−1 Θ =(

Wλmin(Θ, x)ŷ(Θ, x), ŷ(Θ, x)
)
, (4.23)

где ŷ(Θ, x) = (x1Θ
m−1, . . . , xn−2Θ

m−n+2, xk+1
n−1Θ

m−n+2
2 )∗.

При n = 2 равенство (4.23) будем понимать, как

λmin
(
I2,2y(Θ, x), y(Θ, x)

)
+ 2
(
b, y(Θ, x)

)
x2k+1

1 Θ = 2b1x
2k+2
1 Θm.

Используя равенство (4.23), перепишем Θ̇(x)
∣∣∣
(4.8)

в виде

Θ̇(x)
∣∣∣
(4.8)

= −
(
(W − λminIn,2)y(Θ(x), x), y(Θ(x), x)

)
(F 1y(Θ(x), x), y(Θ(x), x))

−
(
Wλmin(Θ(x), xn−1)ŷ(Θ(x), x), ŷ(Θ(x), x)

)
(F 1y(Θ(x), x), y(Θ(x), x))

,

(4.24)
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где F 1 = 2mF − FH −HF .

Лемма 4.2. Пусть λ̂min(Θ, xn−1) является минимальным собственным

значением матрицы Wλmin(Θ, xn−1). Тогда

λ̂min(Θ, xn−1) =
1

2

λmin + 2bn−1 −

√√√√(λmin − 2bn−1)
2 + 4

x2k
n−1

Θ2k(n−1)

n−2∑
i=1

b2
i


при n ≥ 3.

Доказательство. Обозначим через χA(λ) характеристический поли-

ном матриц Wλmin(Θ, xn−1). Воспользовавшись методом математической

индукции нетрудно показать, что

χA(λ) = (λmin − λ)n−3(λ2 − (2bn−1 + λmin)λ−
x2k
n−1

Θ2k(n−1)

n−2∑
i=1

b2
i + 2bn−1λmin).

Непосредственным вычислением убеждаемся, что λ̂min(Θ, xn−1) является

наименьшим корнем последнего уравнения. Это и доказывает лемму. �

Лемма 4.3. Пусть число a0 удовлетворяет неравенству

0 < a0 <
1

2
λmin(F )

(
2bn−1λmin

b2
1 + b2

2 + · · ·+ b2
n−2

) 1
k

. (4.25)

Тогда матрицаWλmin(Θ(x), xn−1) положительно определена для любого фик-

сированного x 6= 0.

Доказательство. Напомним, что матрица F положительно определе-

на. Тогда, из (4.11) мы получаем

2a0Θ
2m(x) ≥ λmin(F )‖y(Θ(x), x)‖2, (4.26)

где λmin(F ) > 0 – минимальное собственное значение матрицы F . По-

скольку

‖y(Θ, x)‖2 ≥ x2
iΘ

2(m−i), i = 1, . . . , n− 1 и ‖y(Θ, x)‖2 ≥ x2
n,

то из (4.26) следует, что

x2
i

Θ2i(x)
≤ 2a0

λmin(F )
, i = 1, . . . , n− 1,

x2
n

Θ2m(x)
≤ 2a0

λmin(F )
(4.27)
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для всех x ∈ Rn\ {0}. В частности

x2
n−1

Θ2(n−1)(x)
≤ 2a0

λmin(F )
. (4.28)

Сопоставляя (4.25) и (4.26), мы получаем

x2k
n−1

Θ2k(n−1)(x)
<

2bn−1λmin
b2

1 + b2
2 + · · ·+ b2

n−2

для всех x ∈ Rn\ {0}. Из последнего неравенства следует, что

λ̂min(Θ(x), xn−1) >
1
2

(
λmin + 2bn−1 −

√
(λmin − 2bn−1)

2 + 8bn−1λmin
)

= 1
2

(
λmin + 2bn−1 −

√
(λmin + 2bn−1)

2) = 0.

Тогда матрица Wλmin(Θ(x), xn−1) положительно определена для всех фик-

сированных x 6= 0. �

Покажем теперь, что Θ̇(x) < 0 для любого a0 которое удовлетворяет

условию (4.25). Итак, предположим, что a0 удовлетворяет условию (4.25).

Введем следующее обозначение

λ̂ =
1

2

λmin + 2bn−1 −

√√√√(λmin − 2bn−1)
2 + 4Lk

n−2∑
i=1

b2
i

 ,

где L =
2a0

λmin(F )
. Тогда из неравенства (4.28) следует, что наименьшее

собственное значение матрицы Wλmin(Θ(x), x) удовлетворяет оценке

λ̂min(Θ(x), xn−1) ≥ λ̂ > 0. (4.29)

Откуда получаем, что(
Wλmin(Θ(x), xn−1)ŷ(Θ(x), x), ŷ(Θ(x), x)

)
≥ λ̂‖ŷ(Θ(x), x)‖2. (4.30)

Из положительной определенности матрицы F 1 следует справедливость

оценки

(F 1y(Θ(x), x), y(Θ(x), x)) ≤ λmax(F
1)‖y(Θ(x), x)‖2, (4.31)

где λmax(F 1) > 0 – максимальное собственное значение матрицы F 1.
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Из (4.24), используя (4.30) и (4.31), мы получаем

Θ̇(x)
∣∣∣
(4.8)
≤

−
(
(W − λminIn,2)y(Θ(x), x), y(Θ(x), x)

)
+ λ̂‖ŷ(Θ(x), x)‖2

λmax(F 1)‖y(Θ(x), x)‖2
, (4.32)

где ŷ(Θ(x), x) = (x1Θ
m−1(x), . . . , xn−2Θ

m−n+2(x), xk+1
n−1Θ

m−n+2
2 (x))∗.

Из неравенства (4.32) следует, что

Θ̇(x)
∣∣∣
(4.8)

< 0 для всех x ∈ Rn.

Действительно, для ‖ŷ(Θ(x), x)‖ 6= 0 справедливость последнего неравен-

ства следует из неравенств (4.20) и (4.29). Для ‖ŷ(Θ(x), x)‖ = 0 из (4.32)

имеем

Θ̇(x)
∣∣∣
(4.8)
≤ − wn−1n−1a

2
n

λmax(F 1)a2
n−1

< 0,

где λmax(F 1) > 0, wn−1n−1>0.

Тогда точка x = 0 является глобально асимптотически устойчивой точ-

кой покоя для системы (4.8), замкнутой управлением u = u(x) вида (4.13).

Теперь мы докажем, что существует постоянная β > 0 такая, что

Θ̇(x)
∣∣∣
(4.8)
≤ −β.

Пусть x0
i , i = 1, . . . , n – действительные числа такие, что

n∑
i=1

|x0
i | 6= 0.

Рассмотрим семейство кривых вида

x1 = x0
1|x0

n|−
1
msign(x0

n)|xn|
1
msign(xn),

x2 = x0
2|x0

n|−
2
msign(x0

n)|xn|
2
msign(xn),

· · · · · · · · · · · ·

xn−1 = x0
n−1|x0

n|−
n−1
m sign(x0

n)|xn|
n−1
m sign(xn)

xn = xn.

(4.33)

Отметим, что через каждую фиксированию точку x0 = (x0
1, . . . , x

0
n) ∈ Rn \

{0} такую, что x0
n 6= 0, проходит в точности одна кривая этого семейства.
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Пусть точка x ∈ Rn лежит на кривой (4.33) при некотором фиксирован-

ном x0 6= 0. Непосредственными вычислениями нетрудно показать, что

Θ(x) = Θ(x0)|x0
n|−

1
m |xn|

1
m . (4.34)

Теперь мы оценим Θ̇(x)
∣∣∣
(4.8)

для всех таких точек x ∈ Rn, которые

лежат на кривой (4.33) при некотором фиксированном x0 6= 0. Из (4.32),

используя (4.33) и (4.34), получаем

Θ̇(x)
∣∣∣
(4.8)
≤

−

(
(W − λminIn,2)z, z

)
+ λ̂

(
n−2∑
i=1

z2
i + z2k+2

n−1

(
2a0

(Fz, z)

)k)
λmax(F 1)‖z‖2

, (4.35)

где

z = (z1, . . . , zn)
∗ =

(
x0

1

x0
n

Θm−1(x0), . . . ,
x0
n−1

x0
n

Θm−n+1(x0), 1

)∗
.

Покажем, что правая часть (4.35) отделена от нуля. Для этого рассмот-

рим функцию G(ẑ), определенную равенством

G(ẑ) = −

(
(W − λminIn,2)z, z

)
+ λ̂

(
n−2∑
i=1

z2
i + z2k+2

n−1

(
2a0

(Fz, z)

)k)
λmax(F 1)‖z‖2

, (4.36)

где ẑ = (z1, . . . , zn−1)
∗.

Пусть R является произвольным числом таким, что

0 < R <
1

2

an
an−1

wn−1n−1√
n−1∑
i=1

w2
in−1

. (4.37)

Оценим, сначала, функцию G(p̂) для любой точки ẑ = (z1, . . . , zn−1)
∗

такой, что z2
1 + · · ·+ z2

n−1 ≤ R2. Из (4.36) и (4.37) заключаем, что
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G(ẑ) ≤ −

(
(Wn−1 − In−1λmin)ẑ, ẑ

)
+ a2n

a2n−1
wn−1n−1 + 2 an

an−1

n−1∑
i=1

win−1zi

λmax(F 1)‖z‖2

≤ −

a2n
a2n−1

wn−1n−1 − 2 an
an−1

√
n−1∑
i=1

w2
in−1

√
n−1∑
i=1

z2
i

λmax(F 1)‖p‖2

≤ −

a2n
a2n−1

wn−1n−1 − 2 an
an−1

R

√
n−1∑
i=1

w2
in−1

λmax(F 1)(R2 + 1)
≡ −M1(R) < 0. (4.38)

Оценим теперь функцию G(ẑ) для всех точек ẑ = (z1, . . . , zn−1)
∗ таких, что

z2
1 + · · ·+ z2

n−1 ≥ R2. Из (4.36) и (4.37) вытекает, что

G(ẑ) ≤ −
λ̂

(
z2

1 + · · ·+ z2
n−2 +

(
2a0

(Fz,z)

)k
z2k+2
n−1

)
λmax(F 1)‖z‖2

≤ −
λ̂ min

{
1,
(

2a0
λmax(F )

)k}
λmax(F 1)

·
(
‖z‖2k(z2

1 + · · ·+ z2
n−2) + z2k+2

n−1

)
‖z‖2k+2

≤ −
λ̂ min

{
1,
(

2a0
λmax(F )

)k}
λmax(F 1)

·
(
z2k+2

1 + · · ·+ z2k+2
n−2 + z2k+2

n−1

)
‖z‖2k+2

≤ −
λ̂ min

{
1,
(

2a0
λmax(F )

)k}
λmax(F 1)

·
2(2−n)k

(
z2

1 + · · ·+ z2
n−2 + z2

n−1

)k+1

‖z‖2k+2

≤ −
λ̂ min

{
1,
(

2a0
λmax(F )

)k}
λmax(F 1)2(n−2)k

· R2k+2

(R2 + 1)k+1
≡ −M2(R) < 0. (4.39)

Тогда из неравенств (4.38) и (4.39) следует, что

G(ẑ) ≤ −min {M1(R),M2(R)} < 0 для всех ẑ ∈ Rn−1.

Последнее неравенство означает, что Θ̇(x)
∣∣∣
(4.8)

отделена от нуля в каж-

дой точке x ∈ Rn такой, что xn 6= 0. Поскольку Θ̇(x)
∣∣∣
(4.8)

непрерывна в
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каждой точке x ∈ Rn \ {0}, то будет верна следующая оценка

Θ̇(x)
∣∣∣
(4.8)
≤ −min {M1(R),M2(R)} для всех x ∈ Rn\ {0} . (4.40)

Таким образом, мы показали, что неравенство (4.7) выполнено при α =

1 и β = min {M1(R),M2(R)} > 0. Тогда управление u = u(x) вида (4.12)

решает задачу глобального синтеза для нелинейной системы (4.8).

Получим теперь достаточные условия, при которых управление u =

u(x) вида (4.12) удовлетворяет ограничению |u(x)| ≤ d.

Лемма 4.4. Пусть a∗0 является единственным положительным корнем

уравнения √
2a∗0

λmin(F )

(
‖a‖ − an+1

( 2a∗0
λmin(F )

)k)
= d, (4.41)

где a = (a1, . . . , an)
∗, an+1 < 0, λmin(F ) > 0 – минимальное собственное

значение матрицы F . Если a0 удовлетворяет неравенству

0 < a0 ≤ a∗0,

то управление u = u(x) вида (4.12) удовлетворяет ограничению |u(x)| ≤ d

для всех x ∈ Rn \ {0}.

Доказательство. Рассмотрим функцию

Φ(a0) =

√
2a0

λmin(F )

(
‖a‖ − an+1

( 2a0

λmin(F )

)k)
.

Функция Φ(a0) непрерывна и строго возрастает при a0 > 0. Кроме того,

Φ(a0) > 0 для всех a0 > 0. Очевидно, что

Φ(0) = 0, и Φ(a0) −→ +∞ при a0 −→ +∞.

Тогда существует единственное число a∗0 > 0 такое, что Φ(a∗0) = d.

Оценим теперь управление u = u(x) вида (4.12). Поскольку 0 < a0 ≤
a∗0, используя (4.26) и (4.28), имеем

|u(x)| ≤ ‖a‖ ‖D(Θ(x))x‖
Θ(x)m

− an+1
x2k
n−1

Θm−n(x)
· |xn−1|

Θn−1(x)

≤
√

2a0

λmin(F )

(
‖a‖ − an+1

( 2a0

λmin(F )

)k)
≤ Φ(a∗0) = d.
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Лемма доказана. �

Теперь мы можем сформулировать основной результат настоящего под-

раздела. В следующей теореме дано решение задачи глобального синтеза

для нелинейной системы (4.8).

Теорема 4.1. Пусть числа ai < 0, i = 1, . . . , n − 1, такие, что мат-

рица An−1 вида (4.15) устойчива, an < 0 – произвольное число. Пусть

Wn−1 = {wij}n−1
i,j=1 – произвольная положительно определенная матрица.

Предположим, что матрица F вида (4.17) является положительно опреде-

ленным решением уравнения (2.3) с правой частью (4.16). Выберем fnn из

условия (4.18), определим an+1 равенством (4.21). Предположим, что мат-

рица F 1 = 2mF −FH −HF положительно определена. Выберем число a0

так, чтобы

0 < a0 < min

{
1

2
λmin(F )

(
2bn−1λmin

b2
1 + b2

2 + · · ·+ b2
n−2

) 1
k

, a∗0

}
, (4.42)

где λmin(F ) – минимальное собственное значение матрицы F , λmin – ми-

нимальное собственное значение матрицы Wn−1, bi определены равенства-

ми (4.22), a∗0 – единственное положительное решение уравнения (4.41).

Определим функцию управляемости Θ(x), для всех x ∈ Rn \ {0}, как

положительное решение уравнения (4.9). Тогда управление u = u(x) ви-

да (4.12) решает задачу глобального синтеза для системы (4.8). При этом,

время движения T (x0) из произвольной точки x0 ∈ Rn \ {0} в начало коор-

динат удовлетворяет оценке

T (x0) ≤
1

min {M1(R),M2(R)}
Θ(x0),

где постоянные M1(R) и M2(R) определяются (4.38) и (4.39), соответствен-

но (R – произвольное фиксированное число удовлетворяющее неравенству

(4.37)).

Доказательство. Из (4.40) следует, что неравенство (4.7) выполнено

при α = 1 и β = min {M1(R),M2(R)}. Тогда, согласно теореме 1 из [18],
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управление u = u(x) вида (4.12) решает задачу глобального синтеза для

системы (4.8), и T (x0) удовлетворяет оценке

T (x0) ≤
α

β
Θ(x0)

1
α =

1

min {M1(R),M2(R)}
Θ(x0).

При этом, согласно Лемме 4.4, управление u = u(x) удовлетворяет ограни-

чению |u(x)| ≤ d. Теорема доказана. �

Пример 4.1. Решим задачу синтеза для трехмерной канонической си-

стемы с одной степенной нелинейностью. Итак, рассмотрим систему
ẋ1 = u, |u| ≤ 1,

ẋ2 = x1,

ẋ3 = x3
2,

(4.43)

Выберем a1 и a2 так, чтобы матрица An−1 вида (4.15) была отрицатель-

но определена. Положим, например, a1 = −1, a2 = −1
2 . Число a3 < 0 и

положительно определенная матрица W2 = {wij}2
i,j=1 могут быть выбраны

произвольным образом. Пусть a3 = −1
3 , W2 =

 1 1
2

1
2 2

. Тогда положи-

тельно определенное решение матричного уравнения (2.3) при f33 = 2

имеет вид

F =


5
2 2 4

3

2 11
4

11
6

4
3

11
6 2

 .

Матрица F 1 при таком выборе f33 будет положительно определена. Выбе-

рем a4 согласно условию (4.21). Тогда a4 = 3
2 . Положим a0 = 0.8. Опреде-

лим функцию управляемости Θ(x) для x 6= 0, как единственный положи-

тельный корень уравнения

2a0Θ
14 = (Fy(Θ, x), y(Θ, x)),

где y(Θ, x) = (x1Θ
6, x2Θ

5, x3)
∗. Тогда , согласно Теореме 4.1, управление

u(x) = − x1

Θ(x)
− 1

2

x2

Θ2(x)
− 1

3

x3

Θ7(x)
− 3

2

x3
2

Θ6(x)
(4.44)
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решает задачу глобального синтеза для системы (4.43).

Выберем, например, x0 = (1, 1,−1)∗ в качестве начальной точки. Для

нахождения решения системы (4.43), замкнутой управлением u = u(x)

вида (4.44), с начальным условием x(0) = x0 достаточно численно проин-

тегрировать систему

ẋ1 = − x1

Θ(x)
− 1

2

x2

Θ2(x)
− 1

3

x3

Θ7(x)
− 3

2

x3
2

Θ6(x)
,

ẋ2 = x1,

ẋ3 = x3
2,

θ̇ =
−
(
Wy(Θ(x), x), y(Θ(x), x)

)
+ 2
(
Fhn, y(Θ(x), x)

)
x2k+1
n−1 Θ(x)(

F 1y(Θ(x), x), y(Θ(x), x)
) ,

x1(0) = 1, x2(0) = 1, x3(0) = −1,Θ(0) = Θ0.

Здесь Θ0 – решение уравнения

2a0Θ
14 = (Fy(Θ, x0), y(Θ, x0)).

Таким образом, для численного нахождения решений системы доста-

точно найти значение функции управляемости Θ(x) всего в одной точке

x0. Так в нашем случае Θ0 = Θ(x0) = 1.82 . . .. При этом ‖x(95.5 . . .)‖ =

0.38 . . .× 10−9.

Рассмотрим пример механической системы, приводящей к системе (4.8).

Решим следующую задачу гашения колебаний грузов.

Пример 4.2. Рассмотрим механическую систему, состоящую из двух

грузов, которые движутся без трения по горизонтальной прямой (рису-

нок 2); m1 и m2 – массы первого и второго грузов соответственно. Эти

грузы соеденены нелинейной пружиной, сила упругости которой F = cy3,

где c – коэффициент жесткости пружины, y – ее удлинение. Пусть x1 и x2

– смещения грузов от положения, в котором пружина находится в нена-

пряженном состоянии. На правый груз массой m2 действует сила пружины

−c(x2 − x1)
3 и управляющая сила u. На левый груз массой m1 действует
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сила c(x2 − x1)
3. Тогда уравнение движения грузов имеет вид m1ẍ1 = c(x2 − x1)

3,

m2ẍ2 = −c(x2 − x1)
3 + u.

Рис. 2: Модель движения грузов.

Задача управления состоит в гашении колебаний грузов. Введем новые

переменные

z1 = ẋ2 − ẋ1, z2 = x2 − x1, z3 = ẋ1, z4 = x1.

Тогда движение грузов будет описываться системой
ż1 = −( c

m1
+ c

m2
)z3

2 + u,

ż2 = z1,

ż3 = c
m1
z3

2,

ż4 = z3.

Теперь задача гашения колебаний грузов свелась к выбору такого управ-

ления вида u = u(z), что z1(t) → 0, z2(t) → 0, z3(t) → 0 при t → T (z0) <

+∞, где zi(0) = z0i, т.е. необходимо произвести остановку движения гру-

зов за конечное время. Для этого достаточно стабилизировать за конечное

время подсистему 
ż1 = −( c

m1
+ c

m2
)z3

2 + u,

ż2 = z1,

ż3 = c
m1
z3

2,

выбрав управление в виде u = u(z1, z2, z3). Воспользуемся результатами
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примера 4.1. Тогда управление

u(z1, z2, z3) = − z1

Θ(z)
− 1

2

z2

Θ2(z)
− 1

3

m1

c

z3

Θ7(z)
− 3

2

z3
2

Θ6(z)
+

(
c

m1
+

c

m2

)
z3

2,

где Θ(z) является единственным положительным корнем уравнения

2a0Θ
14 = (C−1FC−1ŷ(Θ, x), ŷ(Θ, x)),

где ŷ(Θ, x) = (z1Θ
6, z2Θ

5, z3)
∗, C = diag(1, 1, m1

c ), решает задачу гашения

колебаний грузов за конечное время.

4.3. Синтез ограниченных управлений для класса систем по нелиней-

ному приближению

В данном подразделе решена задача стабилизации для системы (4.1)

с правой частью вида (4.2)–(4.3) по нелинейному приближению в случае,

когда ci = 1, i = 1, . . . , n− 1. Итак, рассмотрим нелинейную систему вида

ẋ1 = u,

ẋ2 = x1 + f1(t, x, u),

· · · · · · · · ·
ẋn−1 = xn−2 + fn−2(t, x, u),

ẋn = x2k+1
n−1 + fn−1(t, x, u),

(4.45)

где k = p
q , p > 0 – целое число, q > 0 – нечетное число.

Напомним, что по сделанному в подразделе 4.1 предположению, функ-

ции fi(t, x, u) удовлетворяют ограничениям (4.4)–(4.5), т.е. в некотором ша-

ре ‖x‖ < ρ верны следующие оценки

|fi(t, x, u)| ≤ αi

( n−1∑
j=1

|xj|
i+r
j + |xn|

i+r
m

)
, i = 1 . . . , n− 2,

|fn−1(t, x, u)| ≤ αn−1

( n−1∑
j=1

|xj|
m−1+r

j + |xn|
m−1+r
m

)
при некоторых αi > 0, i = 1, . . . , n− 1, r > 0.
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Рассмотрим систему (4.8) в качестве нелинейного приближения систе-

мы (4.45). Ниже мы покажем, что управление u = u(x), которое было

построено в подразделе 4.2 при решении задачи синтеза для системы (4.8),

решает задачу локального синтеза и для нелинейной системы (4.45).

Пусть выполнены условия Теоремы 4.1. Покажем, что управление u(x)

вида (4.12) решает задачу локального синтеза ограниченных управлений

для системы (4.45).

Ведем следующие обозначения

Ri(x,Θ(x)) = Θ(x)m−i+1(Fei, y(Θ(x), x))fi−1(t, x, u), i = 2, . . . , n− 1,

Rn(x,Θ(x)) = Θ(x)(Fen, y(Θ(x), x))fn−1(t, x, u),

где ei — i–й столбец единичной матрицы.

Продифференцируем равенство (4.11) в силу системы (4.44), замкнутой

управлением u = u(x) вида (4.12), и получим, что

Θ̇(x)
∣∣∣
(4.45)

=
−(Wy(Θ(x), x), y(Θ(x), x))

(F 1y(Θ(x), x), y(Θ(x), x))

+

2Θ(x)(Fhn, y(Θ(x), x))x2k+1
n−1 + 2

n∑
i=2

Ri(Θ(x))

(F 1y(Θ(x), x), y(Θ(x), x))
, (4.46)

где F 1 = 2mF − FH −HF .

Используя неравенства (4.31) и (4.40), из равенства (4.46) получаем, что

Θ̇(x)
∣∣∣
(4.45)

≤ −β +

2
n∑
i=2

Ri(x,Θ(x))

(F 1y(Θ(x), x), y(Θ(x), x)

≤ −β +

2
n∑
i=2

|Ri(x,Θ(x))|

λmax(F 1)‖y(Θ(x), x)‖2

Из последнего неравенства, на основании оценок (4.4) и (4.5), заклю-

чаем, что
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Θ̇(x)
∣∣∣
(4.45)

≤ −β +

2
n−1∑
i=2

‖Fei‖Θ(x)m−i+1|fi−1(t, x, u)|

λmax(F 1)‖y(Θ(x), x)‖

+
2Θ(x)‖Fen‖ |fn−1(t, x, u)|
λmax(F 1)‖y(Θ(x), x)‖

. (4.47)

Из неравенств (4.27) следует, что

|xi| ≤
√

a0

λmin(F )
Θi, i = 1, . . . , n− 1, |xn| ≤

√
a0

λmin(F )
Θm. (4.48)

Обозначим L =

√
a0

λmin(F )
. Воспользуемся оценками (4.4)–(4.5) и из нера-

венств (4.48) получим, что

|fi(t, x, u)| ≤ αiΘ(x)i+r
( n−1∑
j=1

L
i+r
j + L

i+r
m

)
, i = 1, . . . , n− 2, (4.49)

|fn−1(t, x, u)| ≤ αn−1Θ(x)m−1+r
( n−1∑
j=1

L
m−1+r

j + L
m−1+r
m

)
, (4.50)

при x ∈
{
x ∈ Rn : Θ(x) ≤ min

{
R
nL ,

m

√
R
nL

}}
.

Поскольку матрица F положительно определена, то на основании (4.11)

функция управляемости Θ(x) удовлетворяет неравенству

2a0Θ(x)2m ≤ λmax(F )‖y(Θ(x), x)‖2.

Откуда получаем, что

Θ(x)m

‖y(Θ(x), x)‖
≤

√
λmax(F )

2a0
. (4.51)

Обозначим

γ =
2

λmax(F 1)

√
λmax(F )

2a0

(
n−1∑
i=2

αi−1‖Fei‖
( n−1∑
j=1

L
i+r
j + L

i+r
m

)
+αn−1‖Fen‖

( n−1∑
j=1

L
m−1+r

j + L
m−1+r
m

))
.
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Тогда из неравенств (4.49), (4.50) и (4.51) получаем, что

Θ̇(x)
∣∣∣
(4.45)

≤ −β + γΘ(x)r, (4.52)

при x ∈
{
x ∈ Rn : Θ(x) ≤ min

{
R
nL ,

m

√
R
nL

}}
.

Выберем произвольное число ε такое, что 0 < ε < β. Тогда из неравен-

ства (4.52) получаем, что

Θ̇(x)
∣∣∣
(4.45)

≤ −ε

при x ∈ Q =

{
x ∈ Rn : Θ(x) ≤ min

{(
β−ε
γ

) 1
r

, RnL ,
m

√
R
nL

}}
.

В следующей теореме мы опишем решение задачи синтеза ограничен-

ных управлений для системы (4.45).

Теорема 4.2. Пусть выполнены условия Теоремы 4.1. Тогда управление

u(x) вида (4.12) решат задачу синтеза для системы (4.45). При этом тра-

ектория системы (4.45), замкнутой управлением u = u(x), начинающаяся

в произвольной точке x0 ∈ Q, где

Q =

{
x ∈ Rn : Θ(x) ≤ min

{(
β − ε
γ

) 1
r

,
R

nL
,
m

√
R

nL

}}
,

оканчивается в нуле в некоторый конечный момент времени T (x0), причем

T (x0) ≤
1

ε
Θ(x0).

В следующем примере мы решим задачу синтеза ограниченных управ-

лений для нелинейной неуправляемой по первому приближению системы.

Пример 4.3. Рассмотрим систему вида
ẋ1 = u

ẋ2 = x1 + x3
1 + x2

2

ẋ3 = x3
2 + x5

2 sin(x1 + x2).

Пусть a1 = −1, a2 = −1
2 , a3 = −1

3 , W2 =

 1 1
2

1
2 2

 . Тогда из (4.13)
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и (4.16) получаем, что

A =


−1 −1

2 −
1
3

1 0 0

0 0 0

 , W =


1 1

2
1
2

1
2 2 4

3

1
2

4
3

8
9

 .

Согласно Теореме 2.1, положительно определенное решение уравнения (2.3)

при f33 = 2 имеет вид

F =


5
2 2 4

3

2 11
4

11
6

4
3

11
6 2

 .

Положим a0 = 0.6567802403 . . .. Определим функцию управляемости

Θ(x) как положительный корень уравнения

2a0Θ(x)14 − 5

2
x2

1Θ
12(x)− 11

4
x2

2Θ
10(x)− 2x2

3 − 4x1x2Θ
11(x)

− 8

3
x1x3Θ

6(x)− 11

3
x2x3Θ

5(x) = 0.

Тогда, согласно Теореме 4.2, управление

u(x) = − x1

θ(x)
− 1

2

x2

θ2(x)
− 1

3

x3

θ7(x)
− 3

2

x3
2

θ6(x)
,

решает задачу синтеза для исходной нелинейной системы.

В качестве начальной точки выберем, например, x0 = (0.01, 0.02, −0.1)∗.

Тогда ‖x(49.588594)‖ = 0.24 . . .× 10−11.

4.4. Синтез ограниченных управлений для класса нелинейных систем

с неуправляемым первым приближением

Теперь решим задачу допустимого позиционного синтез для систе-

мы (4.1) с правой частью вида (4.2)–(4.3) в случае, когда ci – числа такие,

что
n−1∏
i=1

ci 6= 0. В этом случае система (4.1) имеет вид
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
ẋ1 = u, |u| ≤ 1,

ẋi = ci−1xi−1 + fi−1(t, x, u), i = 2, . . . , n− 1,

ẋn = cn−1x
2k+1
n−1 + fn−1(t, x, u),

(4.53)

где k = p
q , p > 0 – целое число, q > 0 – нечетное число. Как и ранее будем

считать, что функции fi(t, x, u), i = 1, . . . , n − 1, удовлетворяют услови-

ям (4.4)–(4.5).

Теорема 4.3. Пусть выполнены условия Теоремы 4.1. Определим числа

ĉi, i = 1, . . . , n, соотношениями

ĉ1 = 1, ĉi = ci−1ĉi−1, i = 2, . . . , n− 1, ĉn = cn−1(ĉn−1)
2k+1.

Константу γ̂ определим равенством

γ̂ =
2

λmax(F 1)

√
λmax(F )

2a0

(
n−1∑
i=2

α̂i−1‖Fei‖
( n−1∑
j=1

L
i+r
j + L

i+r
m

)
+ α̂n−1‖Fen‖

( n−1∑
j=1

L
m−1+r

j + L
m−1+r
m

))
,

где

α̂i =
αi
|ĉi+1|

max
{
|ĉ1|i+r, |ĉ2|

i+r
2 , . . . , |ĉn−1|

i+r
n−1 , |ĉn|

i+r
m

}
, i = 1, . . . , n− 1,

α̂n−1 =
αn−1

ĉn
max

{
|ĉ1|m−1+r, |ĉ2|

m−1+r
2 , . . . , |ĉn−1|

m−1+r
n−1 , |ĉn|

m−1+r
m

}
.

Пусть функция управляемости Θ(x) является положительным корнем урав-

нения

2a0Θ
2m = (FD(Θ)Ĉ−1x,D(Θ)Ĉ−1x),

где Ĉ = diag
(
ĉ1, ĉ2, . . . , ĉn

)
– диагональная матрица размерности n × n,

число a0 удовлетворяет неравенству (4.42). Тогда управление

u(x) =
n−1∑
i=1

ai
ĉi

xi
Θi(x)

+
an
ĉn

xn
Θm(x)

+
an+1

ĉ 2k+1
n−1

x2k+1
n−1

Θm−1(x)
(4.54)
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решает задачу локального допустимого позиционного синтеза для систе-

мы (4.53). Более того, при u = u(x) траектория системы (4.53), начинаю-

щаяся в произвольной точке x0 ∈ Q̂, где

Q̂ =

{
x ∈ Rn : Θ(x) ≤ min

{(
β − ε
γ̂

) 1
r

,
R

nL
,
m

√
R

nL

}}
,

оканчивается в нуле в некоторый конечный момент времени T (x0), причем

T (x0) ≤
1

ε
Θ(x0).

Доказательство. Система (4.53), замкнутая управлением u = u(x) ви-

да (4.54), заменой переменных x = Ĉz (xi = ĉizi, i = 1, . . . , n) отображает-

ся на систему
ż1 = v(z),

żi = zi−1 +
1

ĉi
fi−1(t, Ĉz, u(Ĉz)), i = 2, . . . , n− 1,

żn = z2k+1
n−1 +

1

ĉn
fn−1(t, Ĉz, u(Ĉz)),

(4.55)

где v(z) = u(Ĉz), z = (z1, . . . , zn).

Воспользуемся оценками (4.4), (4.5) и получим, что∣∣∣∣ 1

ĉi+1
fi(t, Ĉz, u(Ĉz))

∣∣∣∣ ≤ αi
|ĉi+1|

( n−1∑
j=1

|ĉjzj|
i+r
j + |ĉnzn|

i+r
m

)
≤ α̂i

( n−1∑
j=1

|zj|
i+r
j + |zn|

i+r
m

)
, i = 1 . . . , n− 2,

∣∣∣∣ 1

ĉn
fn−1(t, Ĉz, u(Ĉz))

∣∣∣∣ ≤ αn−1

|ĉn|

( n−1∑
j=1

|ĉjzj|
m−1+r

j + |ĉnzn|
m−1+r
m

)
≤ α̂n

( n−1∑
j=1

|zj|
m−1+r

j + |zn|
m−1+r
m

)
.

Определим функцию управляемости Θ(z) как положительный корень урав-

нения

2a0Θ
2m = (FD(Θ)z,D(Θ)z).
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Тогда согласно Теореме 4.2 получим, что управление

v(z) =
n−1∑
i=1

ai
zi

Θi(z)
+ an

zn
Θm(z)

+ an+1
z2k+1
n−1

Θm−1(z)

решает задачу локального допустимого синтеза для незамкнутой систе-

мы (4.55).

В этом случае производная функции управляемости будет удовлетво-

рять неравенству

Θ̇(z)
∣∣∣
(4.55)

≤ −β + γ̂Θ(z)r.

Выберем произвольное число ε такое, что 0 < ε < β. Откуда получаем, что

Θ̇(z)
∣∣∣
(4.55)

≤ −ε

при z ∈

{
z ∈ Rn : Θ(z) ≤ min

{(
β − ε
γ̂

) 1
r

,
R

nL
, m

√
R

nL

}}
. Причем время

движения T (z0) в начало координат удовлетворяет оценке T (z0) ≤
1

ε
Θ(z0).

Делая в управлении v(z) обратную замену переменных z = Ĉ−1x полу-

чаем, что управление u(x) вида (4.54) решает задачу синтеза для исходной

нелинейной системы системы (4.53) на множестве Q̂. Причем, для любой

точки x0 ∈ Q̂ имеем, что x(t) ∈ Q̂ при всех t ≥ 0, где x(t) решение за-

мкнутой системы (4.53), удовлетворяющее условию x(0) = x0. Теорема

доказана. �

4.5. Выводы к разделу

В настоящем разделе решена задача синтеза для класса нелинейных не

управляемых по первому приближению систем. Подход к решению этой

задачи основан на рассмотрении системы нелинейного приближения. В

подразделе 4.2 для системы нелинейного приближения построена функция

управляемости Θ(x) и ограниченное управление u = u(x), которое обеспе-

чивает попадание в начало координат за конечное время (см. Теорему 4.1).
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В подразделе 4.3 показано (см. Теорему 4.2), что управление u = u(x)

решает задачу синтеза и для исходной нелинейной системы. Дана оценка

области достижимости начала координат. В подразделе 4.4 решена задача

синтеза для класса нелинейных неуправляемых по первому приближению

систем, которые отображаются на систему из подраздела 4.3.
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РАЗДЕЛ 5

О СТАБИЛИЗИРУЕМОСТИ И УПРАВЛЯЕМОСТИ СИНГУЛЯРНЫХ

ТРЕУГОЛЬНЫХ СИСТЕМ

В настоящем разделе рассмотрен класс сингулярных треугольных си-

стем. Показано, что эти системы отображаются на каноническую систему с

одной степенной нелинейностью с помощью замены переменных и управ-

ления. На основе такого отображения доказана стабилизируемость и ноль-

управляемость этих систем. Предложены классы сингулярных треугольных

систем, для которых обратное отображение построено в явном виде, при-

чем исходное управление явно выражается через новое управление. Для

таких систем решены задачи стабилизации и глобального синтеза.

5.1. Построение управлений для некоторых классов сингулярных тре-

угольных систем

Рассмотрим нелинейную систему
ẋ1 = c0(x1, . . . , xn)u+ g(x1, . . . , xn),

ẋi = ci−1(xi, . . . , xn)xi−1, i = 2, . . . , n− 1,

ẋn = cn−1(xn)x
2k+1
n−1 ,

(5.1)

где функции ci : Rn−i → R имеют непрерывные частные производные

до i-го порядка включительно, i = 0, . . . , n − 1, функция g : Rn → R

непрерывна.

Отметим, что система (5.1) не отображается на линейную систему за-

меной предложенной в [17], поскольку

∂

∂xn−1
(cn−1(xn)x

2k+1
n−1 ) = 0

при xn−1=0. Такие системы называют сингулярными треугольными систе-
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мами. Ниже мы покажем, что при условии
n−1∏
i=0

ci(xi+1, . . . , xn) 6= 0 систе-

ма (5.1) отображается на систему (4.8).

Рассмотрим следующую замену переменных

zn = xn ≡ Fn(xn),

zn−1 =
[
∂Fn(xn)
∂xn

cn−1(xn)
] 1

2k+1

xn−1 = [cn−1(xn)]
1

2k+1 xn−1 ≡

≡ Fn−1(xn−1, xn),

zi =
n−1∑
j=i+1

∂Fi+1(xi+1, . . . , xn)

∂xj
cj−1(xj, . . . , xn)xj−1

(5.2)

+
∂Fi+1(xi+1, . . . , xn)

∂xn
cn−1(xn)x

2k+1
n−1 ≡ Fi(xi, . . . , xn),

i = n− 2, . . . , 1.

Покажем, что

∂Fi(xi, . . . , xn)

∂xi
= [cn−1(xn)]

1
2k+1

n−2∏
j=i

cj(xj+1, . . . , xn), i = n− 1, . . . , 1. (5.3)

Действительно,
∂Fn−1(xn−1, xn)

∂xn
= [cn−1(xn)]

1
2k+1 . Воспользуемся методом

математической индукции. Пусть

∂Fi(xi, . . . , xn)

∂xi
= [cn−1(xn)]

1
2k+1

n−2∏
j=i

cj(xj+1, . . . , xn), i = n− 1, . . . , p, (5.4)

где 1 < p < n − 1. Покажем, что последнее равенство справедливо и для

i = p−1. В равенстве (5.2) для Fp−1 от xp−1 зависит только одно слагаемое,

которое имеет вид

∂Fp(xp, . . . , xn)

∂xp
cp−1(xp, . . . , xn)xp−1.

Тогда, используя (5.4), получаем, что

∂Fp−1(xp−1, . . . , xn)

∂xp−1
=
∂Fp(xp, . . . , xn)

∂xp
cp−1(xp, . . . , xn) =

[cn−1(xn)]
1

2k+1

n−2∏
j=p−1

cj(xj+1, . . . , xn).
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Справедливость равенства (5.3) доказана.

Введем в рассмотрение новое управление

v =
∂F1(x1, . . . , xn)

∂x1
(c0(x1, . . . , xn)u+ g(x1, . . . , xn))

+
n−1∑
j=2

∂F1(x1, . . . , xn)

∂xj
cj−1(xj, . . . , xn)xj−1 +

∂F1(x1, . . . , xn)

∂xn
cn−1(xn)x

2k+1
n−1

≡ F0(x1, . . . , xn, u).

Как и выше, воспользовавшись (5.3) заключаем, что

∂F0(x1, . . . , xn, u)

∂u
= [cn−1(xn)]

1
2k+1

n−2∏
j=0

cj(xj+1, . . . , xn).

Нетрудно видеть, что[
Fn−1(xn−1(t), xn(t))

]2k+1
=

d

dt
Fn(xn(t)),

Fn−i(xn−i(t), . . . , xn(t)) =
di−1

dti−1
Fn−1(xn−1(t), xn(t)), i = 2, . . . , n.

Откуда следует, что после замены переменных (5.2) система (5.3) прини-

мает вид (4.8).

Введем следующие обозначения:

F̂i(xi+1, . . . , xn) =
n−1∑
j=i+2

∂Fi+1(xi+1, . . . , xn)

∂xj
cj−1(xj, . . . , xn)xj−1

+
∂Fi+1(xi+1, . . . , xn)

∂xn
cn−1(xn)x

2k+1
n−1 , i = n− 2, . . . , 1,

F̂0(x1, . . . , xn) =
∂F1(x1, . . . , xn)

∂x1
g(x1, . . . , xn)

+
n−1∑
j=2

∂F1(x1, . . . , xn)

∂xj
cj−1(xj, . . . , xn)xj−1

+
∂F1(x1, . . . , xn)

∂xn
cn−1(xn)x

2k+1
n−1 .

Тогда, с учетом (5.3), замена переменных (5.2) принимает вид
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zn = xn,

zn−1 =

[
∂Fn(xn)

∂xn
cn−1(xn)

] 1
2k+1

xn−1 = [cn−1(xn)]
1

2k+1 xn−1,

zi = [cn−1(xn)]
1

2k+1

( n−2∏
j=i

cj(xj+1, . . . , xn)
)
xi + F̂i(xi+1, . . . , xn),

i = n− 2, . . . , 1.

(5.5)

При этом новое управление будет определятся равенством

v = [cn−1(xn)]
1

2k+1

n−2∏
j=0

cj(xj+1, . . . , xn)u+ F̂0(x1, . . . , xn). (5.6)

Покажем, что обратное отображение x = F−1(z) находится в явном

виде. Для этого мы установим, что xi выражаются через zi, . . . zn. Причем,

xi зависит от zi линейно.

Действительно из (5.5) следует, что

xn = zn ≡ Hn(zn),

xn−1 =
zn−1

[cn−1(zn)]
1

2k+1

≡ Hn−1(zn−1, zn),

Пусть найдены функции

xn = Hn(zn), xn−1 = Hn−1(zn−1, zn), . . . , xp = Hp(zp, . . . , zn),

где 2 < p < n− 1. Тогда

xp−1 = [cn−1(Hn(zn))]
− 1

2k+1

(
n−2∏
j=p−1

cj(Hj+1(zj+1, . . . , zn), . . . , Hn(zn))

)−1

·

·
(
zp−1 − F̂p−1(Hp(zp, . . . , zn), . . . , Hn(zn))

)
≡ Hp−1(zp−1, . . . , zn).

Таким образом, согласно методу математической индукции мы показали,

что

xi = Hi(zi, . . . , zn), i = n, . . . , 1. (5.7)
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Аналогично, из (5.6) получаем, что

u = [cn−1(Hn(zn))]
− 1

2k+1

(
n−2∏
j=0

cj(Hj+1(zj+1, . . . , zn), . . . , Hn(zn))

)−1

·

·
(
v + F̂0(H1(z1, . . . , zn), . . . , Hn(zn))

)
. (5.8)

Проведенные выше рассуждения позволяют сформулировать следую-

щую теорему.

Теорема 5.1. Пусть функции ci : Rn−i → R имеют непрерывные част-

ные производные до i-го порядка включительно, i = 0, . . . , n− 1, и

n−1∏
i=0

ci(xi, . . . , xn) 6= 0.

Тогда система (5.1) заменой переменных (5.5) и заменой управления (5.6)

отображается на каноническую систему с одной степенной нелинейностью
ż1 = v,

żi = zi−1, i = 2, . . . , n− 1,

żn = z2k+1
n−1 .

(5.9)

При этом, обратная замена переменных x = F−1(z) и управления задаются

явными представлениями (5.7) и (5.8).

Теорема 5.2. Пусть функции ci : Rn−i → R имеют непрерывные част-

ные производные до i-го порядка включительно, i = 0, . . . , n− 1, и

n−1∏
i=0

ci(xi, . . . , xn) 6= 0.

Тогда система (5.1) является стабилизируемой.

Доказательство. Действительно, воспользуемся Теоремой 3.1 и выбе-

рем числа ai, i = 1, . . . , n+ 1 так, чтобы управление

v(z) = a1z1 + · · ·+ anzn + an+1z
2k+1
n−1
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стабилизировало систему (5.9). Тогда поскольку Hi(xi, . . . , xn) непрерывны

и Hi(0, . . . , 0) = 0, i = 1, . . . , n, то

xi(t) = Hi(zi(t), . . . , zn(t))→ H(0, . . . , 0) = 0 при t→ +∞,

i = 1, . . . , n.

Покажем теперь, что нулевое решение системы (5.1), замкнутой управ-

лением

u(x1, . . . , xn) = [cn−1(xn)]
− 1

2k+1

(
n−2∏
j=0

cj(xj+1, . . . , xn)

)−1

·

·
(
v(F1(x1, . . . , xn), F2(x2, . . . , xn), . . . , Fn(xn)) + F̂0(x1, . . . , xn)

)
,

является устойчивым. Действительно, зададим произвольное ε > 0. Выбе-

рем число ε1 > 0 так, чтобы

max
G

Hi(zi, . . . , zn) < ε, (5.10)

где G = {z ∈ Rn : |zi| < ε1}. Заметим, что такое ε1 существует, посколь-

ку функции Hi(xi, . . . , xn) непрерывны по совокупности переменных и

Hi(0, . . . , 0) = 0, i = 1, . . . , n. Из устойчивости системы (5.9) при v = v(z)

следует существование такого δ1 > 0, что |zi(t)| < ε1 при t > 0, если

|zi(0)| < δ1. Выберем теперь δ > 0 так, чтобы при |xi(0)| = |x0
i | < δ

выполнялось неравенство

max
1≤i≤n

Fi(x
0
i , . . . , x

0
n) = max

1≤i≤n
zi(0) < δ1.

Такое δ > 0 существует, поскольку функции Fi(xi, . . . , xn) непрерывны и

Fi(0, . . . , 0) = 0, i = 1, . . . , n. Тогда из (5.10) следует, что |xi(t)|| < ε,

i = 1, . . . , n.

Таким образом, мы показали, что управление u = u(x1, . . . , xn) стаби-

лизирует систему (5.1). Теорема доказана. �

Теорема 5.3. Пусть функции ci : Rn−i → R имеют непрерывные част-



93

ные производные до i-го порядка включительно, i = 0, . . . , n− 1, и

n−1∏
i=0

ci(xi, . . . , xn) 6= 0.

Тогда система (5.1) является глобально ноль-управляемой.

Доказательство. Определим функцию управляемости Θ(z) и синте-

зирующее управление

v(z) =
1

Θm(z)
(a,D(Θ(z))z) + an+1

z2k+1
n−1

Θm−1(z)
,

где z = (z1, . . . , zn)
∗, для системы (5.9) согласно Теореме 4.1. Управление

v = v(z) переводит систему (5.9) из точки z0 = (z10, . . . , zn0)
∗ в ноль за

время T (z0) < +∞. Тогда управление

v = v(F1(x1, . . . , xn), F2(x2, . . . , xn), . . . , Fn(xn)) ≡ ṽ(x) (5.11)

переводит систему (5.1) из точки

F 0 = (F1(x
0
1, . . . , x

0
n), F2(x

0
2, . . . , x

0
n), . . . , Fn(x

0
n))
∗

в ноль за конечное время T (F 0). Поскольку вектор z0 может быть выбран

произвольным образом, то на основании равенств (5.7) заключаем, что век-

тор F 0 совпадает с любой наперед заданной точкой пространства Rn при

соответствующем выборе точки z0. Последнее означает, что управление

v = ṽ(x) вида (5.11) решает задачу глобального синтеза для системы (5.1).

Теорема доказана. �

В следующем примере решены задачи синтеза и стабилизации для

трехмерной сингулярной треугольной системы.

Пример 5.1. Рассмотрим нелинейную систему
ẋ1 = u,

ẋ2 = x1 + x1x
2
2,

ẋ3 = x3
2(x

2
3 + 1)3.
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Эта система имеет вид (5.1) при n = 3, k = 1, c0(x1, x2, x3) = 1, c1(x2, x3) =

x2
2 + 1, c2(x3) = (x2

3 + 1)3.

Очевидно, что ci(xi+1, . . . , x3) 6= 0, i = 0, 1, 2, для всех (x1, x2, x3) ∈
R3. Тогда, согласно Теореме 5.2 и Теореме 5.3, рассматриваемая система

является стабилизируемой и глобально ноль-управляемой.

Замена переменных (5.2) в этом случае имеет вид
z1 = x1(x

2
2 + 1)(x2

3 + 1) + 2x4
2x3(x

2
3 + 1)3 ≡ F1(x1, x2, x3),

z2 = x2(x
2
3 + 1) ≡ F2(x2, x3),

z3 = x3 ≡ F3(x3).

Согласно (5.6) новое управление определяется равенством

v = u(1 + x2
2)(x

2
3 + 1) + 2x2

1x2(1 + x2
2)(x

2
3 + 1) + 10x1x

3
2x3(x

2
3 + 1)3(1 + x2

2)

+ 2x7
2(x

2
3 + 1)6 + 12x7

2x
2
3(x

2
3 + 1)5 ≡ u(1 + x2

2)(x
2
3 + 1) + w(x1, x2, x3).

Такая замена переменных и управления отображает рассматриваемую си-

стему на систему

ż1 = v, ż2 = z1, ż3 = z3
2.

Синтезирующее управление v = v(z1, z2, z3) для этой системы может быть

выбрано аналогично примеру 4.3.

Обратная замена переменных имеет вид
x1 =

z1(z
2
3 + 1)− 2z4

2z3

z2
2 + (z2

3 + 1)2
≡ H1(z1, z2, z3),

x2 =
z2

z2
3 + 1

≡ H2(z2, z3),

x3 = z3 ≡ H3(z3).

Тогда, согласно Теореме 5.3, синтезирующее управление для исходной нели-

нейной системы имеет вид

u =
v(F1(x1, x2, x3), F2(x2, x3), F3(x3))− w(x1, x2, x3)

(x2
2 + 1)(x2

3 + 1)

Аналогичным способом может быть построено стабилизирующее управ-

ление. А именно, достаточно выбрать управление v = v(z1, z2, z3) следуя

Теореме 3.1.
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Рассмотрим еще один класс управляемых нелинейных систем, которые

отображаются на каноническую систему с одной степенной нелинейно-

стью (4.8):
ẋ1 = c0u+ f0(x1, . . . , xn),

ẋi = ci−1xi−1 + fi−1(xi, . . . , xn), i = 2, . . . , n− 1,

ẋn = (cn−1xn−1 + fn−1(xn))
2k+1,

(5.12)

где
n−1∏
i=1

ci 6= 0, (ci – заданные числа), fi ∈ C i(Rn−i).

Покажем, что система (5.12) отображается на систему (4.8) заменой

координат и управления. Далее такое отображение построено в явном виде.

Определим функции gi(xi+1, . . . , xn), i = 1, . . . , n− 1, соотношениями:

gn−1 = fn−1(xn),

gn−j =
( n−1∏
i=n−j+1

ci

)
fn−j(xn−j+1, . . . , xn)

+
n−1∑

i=n−j+2

∂gn−j+1

∂xi
(ci−1xi−1 + fi−1(xi, . . . , xn))

+
∂gn−j+1

∂xn
(cn−1xn−1 + fn−1(xn))

2k+1 , j = 2, . . . , n− 1.

Сделаем в системе (5.12) следующую замену переменных:

zn = xn ≡ Fn(xn),

zn−1 = cn−1xn−1 + fn−1(xn) ≡ Fn−1(xn−1, xn),

zn−j =
( n−1∏
i=n−j

ci

)
xn−j + gn−j(xn−j+1, . . . , xn) ≡

≡ Fn−j(xn−j, . . . , xn), j = 2, . . . , n− 1.

(5.13)

Обозначим

v =
( n−1∏
i=1

ci

)(
c0u+ f0(x1, . . . , xn)

)
+

n−1∑
i=2

∂g1

∂xi
(ci−1xi−1 + fi−1(xi, . . . , xn))

+
∂g1

∂xn
(cn−1xn−1 + fn−1(xn))

2k+1 .

(5.14)
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После замены переменных (5.13) система (5.12) принимает вид
ż1 = v,

żi = zi−1, i = 2, . . . , n− 1,

żn = z2k+1
n−1 .

(5.15)

Обратная замена переменных определяется в явном виде соотношениями:

xn = zn ≡ Hn(zn), xn−1 =
1

cn−1
(zn−1 + fn−1(zn)) ≡ Hn−1(zn−1, zn),

xn−j =
( n−1∏
i=n−j

ci

)−1

(zn−j − gn−j(Hn−j+1(zn−j+1, . . . , zn), . . . , Hn(zn)) ≡

≡ Hn−j(zn−j, . . . , zn), j = 2, . . . , n− 1.

Выберем управление v = v(z1, . . . , zn) согласно Теореме 3.1 так, чтобы

нулевая точка покоя замкнутой системы (5.15) была асимптотически устой-

чива. Тогда способом аналогичным способу доказательства Теоремы 5.2

нетрудно показать, что управление

u(x) =
( n−1∏
i=0

ci

)−1(
v(F1(x1, . . . , xn), . . . , Fn(xn))−

n−1∑
i=2

∂g1

∂xi
×

× (ci−1xi−1 + fi−1(xi, . . . , xn))−
∂g1

∂xn
(cn−1xn−1 + fn−1(xn))

2k+1 )
− 1

c0
f0(x1, . . . , xn)

(5.16)

стабилизирует систему (5.12). Если же управление v = v(z1, . . . , zn) решает

задачу глобального синтеза для системы (5.15), то управление (5.16) реша-

ет задачу глобального синтеза для системы (5.12). Напомним, что такое

управление v может быть выбрано согласно Теореме 4.1.

Таким образом мы доказали справедливость следующей теоремы.

Теорема 5.4. Пусть функции fi(xi+1, . . . , xn) имеют непрерывные част-

ные производные до i-го порядка включительно и fi(0, . . . , 0) = 0, i =

1, . . . , n. Тогда:

1) если управление v = v(z1, . . . , zn) стабилизирует систему (5.15), то

управление u = u(x) вида (5.16) стабилизирует систему (5.12);
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2) если управление v = v(z1, . . . , zn) решает задачу синтеза для систе-

мы (5.15), то управление u = u(x) вида (5.16) решает задачу синтеза для

системы (5.12);

3) Обратная замена переменных задается в явном виде соотношениями

xi = Hi(zi, . . . , zn), i = 1, . . . , n.

В подразделе 5.2 рассмотрен более широкий класс треугольных систем.

Для этих систем даны условия стабилизируемости и глобальной ноль-

управляемости.

5.2. Об отображаемости сингулярных треугольных систем

Рассмотрим нелинейную систему

ẋ1 = f1(u, x1, . . . , xn),

ẋ2 = f2(x1, . . . , xn),

ẋ3 = f3(x2, . . . , xn),

· · · · · ·
ẋn = fn(xn−1, xn),

(5.17)

где функции fi : Rn−i+2 → R имеют непрерывные частные производные до

i-го порядка включительно, i = 1, . . . , n−1, функция fn : R2 → R такая, что

f
1

2k+1
n (xn−1, xn) имеет непрерывные частные производные до n-го порядка

включительно.

Далее будем считать, что функции fi(xi−1, . . . , xn), i = 1, . . . , n, удовле-

творяют условию∣∣∣∣ ∂fi∂xi−1

∣∣∣∣ ≥ a > 0, i = 1, . . . , n− 1,

∣∣∣∣∣∂f
1

2k+1
n

∂xn−1

∣∣∣∣∣ ≥ a > 0 (5.18)

при всех x0, x1, . . ., xn (x0 = u), где a – постоянная не зависящая от

x0, x1, . . . , xn.

Покажем, что при выполнении условии (5.18) система (5.17) отобража-

ется на систему (4.8).
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Рассмотрим следующую замену переменных

zn = xn ≡ Fn(xn),

zn−1 =
[
∂Fn(xn)
∂xn

fn(xn−1, xn)
] 1

2k+1

= [fn(xn−1, xn)]
1

2k+1 ≡

≡ Fn−1(xn−1, xn),

zi =
n∑

j=i+1

∂Fi+1(xi+1, . . . , xn)

∂xj
fj(xj−1, . . . , xn) ≡ Fi(xi, . . . , xn),

i = n− 2, . . . , 1.

(5.19)

Введем в рассмотрение новое управление

v =
n∑
j=1

∂F1(x1, . . . , xn)

∂xj
fj(xj−1, . . . , xn) ≡ F0(x1, . . . , xn, u), (5.20)

где x0 = u. Очевидно, что[
Fn−1(xn−1(t), xn(t))

]2k+1
=

d

dt
Fn(xn(t)),

Fn−i(xn−i(t), . . . , xn(t)) =
di−1

dti−1
Fn−1(xn−1(t), xn(t)), i = 2, . . . , n.

Тогда после замены переменных (5.19) система (5.17) принимает вид (4.8),

т.е. 
ż1 = v,

żi = zi−1, i = 2, . . . , n− 1,

żn = z2k+1
n−1 .

(5.21)

Полученные результаты приводят к следующей теореме.

Теорема 5.5. Пусть функции fi : Rn−i+2 → R имеют непрерывные

частные производные до i-го порядка включительно, i = 1, . . . , n − 1,

функция fn : R2 → R такая, что f
1

2k+1
n (xn−1, xn) имеет непрерывные част-

ные производные до n-го порядка включительно, причем fi(0, . . . , 0) = 0,

i = 1, . . . , n. Тогда, если выполнены условия (5.18), то система (5.17) явля-

ется глобально ноль-управляемой.

Доказательство. Выберем управление v = v(z1, . . . , zn) для систе-

мы (5.21) таким образом, чтобы попасть из точки

z0 = (F1(x
0
1, . . . , x

0
n), F2(x

0
2, . . . , x

0
n), . . . , Fn(x

0
n))
∗
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в ноль за конечное время T (z0). Это можно сделать согласно Теореме 4.1.

Подставим в правую часть соотношений (5.19), (5.20) вместо zi и v функ-

ции zi(t) и v(z1(t), . . . , zn(t)), i = 1, . . . , n, соответственно. Тогда эти соот-

ношения последовательно определяют xi(t), i = 1, . . . , n. Действительно,

из первого равенства в (5.14) заключаем, что xn(t) = zn(t). Пусть функ-

ции xn(t), xn−1(t), . . . , xp(t), где n − 1 ≥ p ≥ 1, найдены через функции

zn(t), zn−1(t), . . . , zp(t) (xj(t) = Hj(zj(t), . . . , zn(t)), j = n, . . . , p). Тогда

функция xp−1(t) удовлетворяет (n− p + 2)-му равенству в (5.19), функция

x0 = u удовлетворяет равенству (5.20):

Fp−1(xp−1, xp(t), . . . , xn(t)) = zp−1(t).

Установим, что это уравнение однозначно разрешимо относительно пере-

менной xp−1 при любых фиксированных xp(t), . . . , xn(t). Из (5.19) и (5.20)

следует, что

∂Fp−1

∂xp−1
=
∂f

1
2k+1
n

∂xn−1

∂fn−1

∂xn−2
· · · ∂fp

∂xp
, p = n− 1, . . . , 1.

Из условий (5.18) заключаем, что

∂Fp−1

∂xp−1
≥ ã > 0

для всех (xp, . . . , xn) ∈ Rn−p+1. Поскольку функция ∂Fp−1

∂xp−1
является непре-

рывной, то из последнего неравенства следует, что при любых фиксиро-

ванных xp(t), . . . , xn(t) функция Fp−1(xp−1, xp, . . . , xn), как функция пере-

менной xp−1, отображает пространство R на все пространство R взаимно

однозначно. Откуда следует, что уравнение однозначно разрешимо.

Полученные таким образом функции xj(t) = Hj(zj(t), . . . , zn(t)), j =

1, . . . , n, будут удовлетворять системе (5.17), замкнутой управлением u =

H0(v(z1(t), . . . , zn(t)), z1(t), . . . , zn(t)). В силу однозначной разрешимости

соотношений (5.19) заключаем, что xj(t) будут удовлетворять условиям

xj(T (z0)) = 0, j = 1, . . . , n. �
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В следующем примере доказана глобальная ноль-управляемость и ста-

билизируемость одной треугольной неаффинной двумерной системы.

Пример 5.2. Рассмотрим нелинейную систему ẋ1 = u+
u3

1 + x2
2

,

ẋ2 = (x1 + x2 + 1
2 sin(x1))

3.

(5.22)

В этом случае

f1(u, x1, x2, ) = u+
u3

1 + x2
2

, f2(x1, x2) = (x1 + x2 +
1

2
sin(x1))

3.

Условия (5.18) выполнены для a = 1
2 , поскольку

∂f1

∂u
= 1 +

3u2

1 + x2
2

≥ 1

2
,

∂f2

∂x1
= 1 +

1

2
cos(x1) ≥

1

2

при всех (x1, x2) ∈ R2, u ∈ R. Тогда, согласно Теореме 5.5, система (5.22)

является глобально ноль-управляемой и стабилизируюемой. При этом, с

помощью замены переменных (5.19), которая в данном случае имеет вид z1 = x1 + x2 + 1
2 sin(x1),

z2 = x2,

и замены управления (5.20), имеющей в данном случае вид

v =

(
1 +

1

2
cos(x1)

)(
u+

u3

1 + x2
2

)
+ (x1 + x2 +

1

2
sin(x1))

3,

система (5.22) отображается на систему

ż1 = v, ż2 = z3
1.

5.3. Выводы к разделу

В настоящем разделе рассмотрены сингулярные треугольные систе-

мы. Доказана стабилизируемость и глобальная ноль-управляемость этих

систем. Показано, что такие системы отображаются на каноническую си-

стему с одной степенной нелинейностью. Предложены широкие классы
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сингулярных треугольных систем, для которых обратное отображение на-

ходится в явном виде. При таком отображении управление исходной нели-

нейной системы явно выражается через новое управление. На основе этого

отображения решены задачи стабилизации и синтеза для рассматриваемых

классов сингулярных треугольных систем.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В диссертационной работе исследованы нелинейные системы с неуп-

равляемым неустойчивым первым приближением. Для таких систем ре-

шены задачи стабилизации и синтеза. В работе были предложены раз-

личные подходы к решению этих задач. Один из подходов к решению

поставленных задач основан на стабилизации и синтезе по нелинейному

приближению. Другой подход связан с отображаемостью таких систем на

нелинейную систему особого вида, которая также исследована в работе.

При построении стабилизирующих и синтезирующих управлений возни-

кает сингулярное матричное уравнение Ляпунова. Это уравнение также

исследовано в работе. Дан критерий его разрешимости и описан класс его

положительно определенных решений.

Итак, в работе получены следующие результаты:

• Построен класс стабилизирующих управлений для канонической си-

стемы со многими степенными нелинейностями.

• Решена задача стабилизации для управляемых систем, нелинейным

приближением которых является каноническая система со многими

степенными нелинейностями.

• Построен класс ограниченных синтезируюющих управлений для кано-

нической системы с одной степенной нелинейностью.

• Решена задача синтеза для управляемых систем, нелинейным прибли-

жением которых является каноническая система с одной степенной

нелинейностью.

• Дан критерий разрешимости и описан класс положительно определен-

ных решений сингулярного матричного уравнения Ляпунова.

• Рассмотрен вопрос об отображаемости сингулярных треугольных си-



103

стем на каноническую систему с одной степенной нелинейностью. Для

широкого класса таких треугольных систем в явном виде построена за-

мена переменных и замена управления. На основе этого отображения

доказана их стабилизируемость и глобальная ноль-управляемость.

• Предложены классы сингулярных треугольных систем, для которых

обратная замена переменных находится в явном виде. Причем, исход-

ное управление явно выражается через новое управление. Это позво-

ляет построить стабилизирующие и синтезирующие управления для

таких классов сингулярных треугольных систем.

Результаты диссертации имеют как теоретическое, так и практическое

значение. Полученные результаты могут быть использованы при решении

задач стабилизации и синтеза для более широкого класса нелинейных си-

стем, в том числе для нелинейных систем, которые возникают в приложе-

ниях.
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84. Hermes H. Asymptotic stabilization of planar nonlinear systems /

H. Hermes // Syst. Control lett. – 1991. – Vol. 12. – P. 437–445.

85. Huang X. Global Finite-Time Stabilization of a Class of Uncertain

Nonlinear Systems / X. Huang, W. Lin and B. Yang // Automatica. –

2005. – Vol. 41. – P. 881-888.

86. Isidory A. Nonlinear control systems: an introduction / A. Isidory. –

Berlin: Springer-Verlag, 1989. – 479 p.

87. Isidory A. Nonlinear control systems II / A. Isidory. – London: Springer-

Verlag, 1999. – 293 p.

88. Kawski M. Stabilization of nonlinear systems in the plane / M. Kawski //

Systems Control Lett. – 1989. – Vol. 12, No. 2. – P. 169–175.

89. Kawski M. Homogeneous stabilizing feedback laws / M. Kawski // Contr.

Theory & Advanced Tech. – 1990. – Vol. 6, No. 4. – P. 497–516.



114

90. Khalil H.K. Nonlinear systems / N.K. Khalil. – New Jersey: Prentice Hall,

2002.–750 p.

91. Korobov V.I. An optimal control problem with a mixed cost function /

V.I. Korobov, V.I. Krutin, and G.M. Sklyar // SIAM J. Control and Optim.

– 1993. – Vol. 31, No. 3. – P. 624–645.

92. Korobov V.I. Nonsmooth Mapping of Linear Control Systems /

V.I. Korobov and T.I. Ivanova // Journal of Optimization Theory and

Applications. – 2001. – Vol. 108, No. 2. – P. 389–405.

93. Korobov V.I. The controllability problem for certain nonlinear integro-

differential Volterra systems / V.I. Korobov, S.S. Pavlichkov and

W. Schmidt // Optimization. – 2001. – Vol. 50, No. 3-4. – P. 155–186.

94. Korobov V.I. Synthesis of restricted inertial controls for systems with

multivariate control / V.I. Korobov and V.O Skoryk // J. Math. Anal.

Appl. – 2002. – Vol. 275, No. 1. – P. 84–107.

95. Korobov V.I. Global positional synthesis and stabilization in finite time of

mimo generalized triangular systems by means of controllability function

method / V.I. Korobov, S.S. Pavlychkov, W.H. Schmidt // Journal of

Mathematical Sciences. – 2013. - Vol. 189, No. 5. – P. 795-894.

96. Korobov V.I. Robust stabilization of one class of nonlinear systems /

V.I. Korobov, A.V. Lutsenko // Autom. Remote Control. – 2014. – Vol. 75,

No. 8, P. 1433–1444.

97. Korobov V.I. Construction of Restricted Controls for a Non-equilibrium

Point in Global Sense / V.I. Korobov, V.O. Skoryk // Vietnam J. Math. –

2015. – Vol. 43, No. 2. – P. 459–469.

98. Korobov V.I. Construction of a Set of Restricted Inertial Controls for C(1)-

Smooth Affine Systems with Multidimensional Control / V.I. Korobov,

V.O. Skoryk // J. Dyn. Control Syst. – 2015. – Vol. 21, No. 4. – P. 513–538.



115

99. Krener A.J. On the equivalence of control systems and the linearization

of non-linear systems / A.J. Krener // SIAM J. Control. – 1973. – Vol. 11,

No. 4. – P. 670–676.

100. Krstić M. Nonlinear and Adaptive Control Design / M. Krstić,
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