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ÂÑÒÓÏ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Iíòåðåñ äî ñèñòåì ÷àñòèíîê, ÿêi çiøòîâõóþòüñÿ

òà âçà¹ìîäiþòü çà òèìè ÷è iíøèìè çàêîíàìè, îáóìîâëåíèé äîñëiäæåííÿìè

â àâiàöiéíié i êîñìi÷íié òåõíiöi, âàêóóìíié òåõíiöi, õiìi÷íié òåõíîëîãi¨

òîùî. Êðiì çîâíiøíiõ ñòèìóëiâ ç áîêó ïðîìèñëîâîñòi, íåîñëàáíèé iíòåðåñ

äî äîñëiäæåííÿ ãàçîâî¨ äèíàìiêè ïiäòðèìó¹òüñÿ i âíóòðiøíüîþ ëîãiêîþ

íàóêîâèõ ïîøóêiâ ó öié öiêàâié ç òî÷êè çîðó ðîçâèòêó ìåõàíiêè,

ïðèêëàäíî¨ òà çàãàëüíî¨ ìàòåìàòèêè ñ�åði. Îäíèì ç âàæëèâèõ íàïðÿìêiâ

ó öié ãàëóçi ¹ âèâ÷åííÿ êiíåòè÷íèõ ðiâíÿíü, çîêðåìà, íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ

Áîëüöìàíà, i ïîøóê éîãî òî÷íèõ i íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ. �äèíèìè

òî÷íèìè ðîçâ'ÿçêàìè êiíåòè÷íîãî ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà äëÿ íàéáiëüø

âiäîìî¨ ìîäåëi òâåðäèõ (ïðóæíèõ) êóëü, âiäîìèìè íà ñüîãîäíiøíié äåíü

â ÿâíîìó âèãëÿäi, ¹ ãëîáàëüíi òà ëîêàëüíi ìàêñâåëiàíè, ÿêi îáåðòàþòü

îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ â íóëü, i áóëè âiäîìi (ùîïðàâäà, ëèøå â

ñòàöiîíàðíîìó âèïàäêó) ùå â ÕIÕ ñòîëiòòi Ë. Áîëüöìàíó i Ä.Ê. Ìàêñâåëó

[13℄, [14℄, [68℄, [107℄. Iíøi, íåìàêñâåëiâñüêi, òî÷íi ðîçâ'ÿçêè áóëè çíàéäåíi

ëèøå äëÿ îêðåìèõ ìîäåëåé âçà¹ìîäi¨ ìiæ ìàêñâåëiâñüêèìè ìîëåêóëàìè

i äåÿêèõ ¨õíiõ óçàãàëüíåíü Î.Â. Áîáèëüîâèì, Â.Â. Âåäåíÿïiíèì, Î.Â.

Ìiùåíêîì, Ä.ß. Ïåòðèíîþ, Ê. ×åð÷iíüÿíi, Ì. Êðóêîì, Ò.Ò. Âó [7℄, [10℄,

[15℄, [44℄, [48℄, [65℄, [67℄, [100℄, [101℄. Òàêîæ íå äàþòü òî÷íèõ ðåçóëüòàòiâ

ðîçâ'ÿçóâàííÿ íåëiíiéíîãî iíòåãðî-äè�åðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà

i ðiçíi ìåòîäè, ùî çàñòîñîâóþòüñÿ ïðè éîãî äîñëiäæåííi. Òàê, öiëà íèçêà

òåîðåì ïðî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ

Áîëüöìàíà [61℄, [71℄, [78℄, [85℄, [112℄�[114℄ íå äà¹ ií�îðìàöi¨ ïðî ÿâíèé

âèãëÿä öèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Ìåòîäè ðîçêëàäàííÿ â ðÿäè �iëüáåðòà, ×åïìåíà �

Åíñêîãà, �ðåäà [6℄, [17℄, [32℄, [51℄ âèÿâëÿþòüñÿ íåñòðîãèìè, áî íå âäà¹òüñÿ

äîâåñòè íàâiòü çáiæíiñòü òàêèõ ðÿäiâ. Òå æ ñàìå ìîæíà ñêàçàòè ïðî

÷èñåëüíi ìåòîäè [3℄, [31℄, [34℄, [56℄, [111℄ òà ñïðîáè ïîáóäîâè ìîäåëüíèõ
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âàðiàíòiâ ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà [12℄, [53℄, [62℄, [72℄, [73℄, [77℄, [84℄. Òèì

ñàìèì çðîñòà¹ iíòåðåñ äî äîñëiäæåííÿ êiíåòè÷íîãî ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà

ñàìå ñòðîãèìè àíàëiòè÷íèìè ìåòîäàìè, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ ñïî÷àòêó áóâ

çíàéäåíèé ëèøå ãëîáàëüíèé ìàêñâåëiàí, íåçàëåæíèé íi âiä ÷àñó, íi âiä

êîîðäèíàòè ìîëåêóëè. Íàñòóïíèì êðîêîì ñòàëà ðîáîòà Ìàêñâåëà [108℄, â

ÿêié âií îòðèìàâ áiëüø çàãàëüíèé âèãëÿä ñòàöiîíàðíèõ, àëå íåîäíîðiäíèõ

ìàêñâåëiàíiâ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà, i îïèñóþòü

ãâèíòîâèé i ñïèðàëåâèäíèé ðóõ ãàçó (â ñïåöiàëüíié ëiòåðàòóði âîíè

âiäîìi ÿê ðiâíîâàæíi ðîçïîäiëè Ìàêñâåëà� Áîëüöìàíà). Íåñòàöiîíàðíèé

ëîêàëüíî-ìàêñâåëiâñüêèé (çàëåæíèé íå òiëüêè âiä øâèäêîñòi ìîëåêóëè i

ïðîñòîðîâî¨ êîîðäèíàòè, àëå i âiä ÷àñó) ðîçâ'ÿçîê áóëî çíàéäåíî çíà÷íî

ïiçíiøå Ò. Êàðëåìàíîì, Î.�. Ôðiäëåíäåðîì, �. �ðåäîì [35℄, [54℄, [95℄, îäíàê

i âií íå äàâ äîñòàòíüî¨ ií�îðìàöi¨ ïðî âàæëèâi �içè÷íi òà ãåîìåòðè÷íi

îñîáëèâîñòi ëîêàëüíèõ ìàêñâåëiàíiâ, òàêi ÿê �îðìà ïîòîêó i øâèäêiñòü

éîãî ðóõó, íàÿâíiñòü çîí óùiëüíåííÿ àáî ðîçðiäæåííÿ i òîìó ïîäiáíå.

ßê âèäíî çi ñêàçàíîãî âèùå, òåîðiÿ âèâ÷åííÿ ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà

ðîçâèâàëàñÿ çà áàãàòüìà íàïðÿìêàìè, ïðîòå òî÷íi éîãî ðîçâ'ÿçêè âäàëîñÿ

ÿâíî çíàéòè òiëüêè äëÿ ðiâíîâàæíèõ ñòàíiâ ãàçó, ùî æ ñòîñó¹òüñÿ

íåðiâíîâàæíîãî ñòàíó, òî òóò äîñi íå âäà¹òüñÿ çíàéòè ðîçâ'ÿçîê â ÿâíîìó

âèãëÿäi, îñêiëüêè ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà âèÿâëÿ¹òüñÿ äîñèòü ñêëàäíèì

äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ íàâiòü äóæå ïðîñòèõ íåðiâíîâàæíèõ çàäà÷. Òîìó

âèíèêëà ïðîáëåìà îïèñó âçà¹ìîäi¨ ìiæ äâîìà àáî áiëüøå ìàêñâåëiâñüêèìè

òå÷iÿìè ãàçó (çà äîïîìîãîþ òàê çâàíèõ áiìîäàëüíèõ ðîçïîäiëiâ).

Ñïðîáè îòðèìàííÿ ðåçóëüòàòiâ ó öüîìó íàïðÿìêó áóëè ïîâ'ÿçàíi ç

ïîáóäîâîþ ìîäåëi óäàðíèõ õâèëü i òåîði¹þ âèïàðîâóâàííÿ-êîíäåíñàöi¨ ãàçó

(I.�. Òàìì, I. Õîñîêàâà, Ê. ßìàìîòî, �. Ìîòò-Ñìiò, Ñ. Äåøïàíäå,

�. Íàðàñiìõà, Ñ. Òàêàòà, Ê. Àîêi, Ê. ×åð÷iíüÿíi òà iíøi [52℄, [99℄, [109℄,

[110℄, [116℄), àëå âèÿâèëîñÿ, ùî âiäïîâiäíi áiìîäàëüíi ðîçïîäiëè íå ìîæóòü

çàäîâîëüíÿòè ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà íå òiëüêè òî÷íî, àëå íàâiòü íàáëèæåíî
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ç ÿêèì çàâãîäíî ñòóïåíåì òî÷íîñòi ÷åðåç æîðñòêi óìîâè, ùî íàêëàäàþòüñÿ

íà ãiäðîäèíàìi÷íi ïàðàìåòðè ñàìîþ ïîñòàíîâêîþ çàäà÷i. Ïðîòå ìåòîä

ïîáóäîâè ðîçïîäiëiâ, ñõîæèõ ç ðîçïîäiëîì Òàììà � Ìîòò-Ñìiòà, âñå æ

òàêè îòðèìàâ ðîçâèòîê, çîêðåìà, ó ðîáîòàõ Â.Ä. �îðäåâñüêîãî [20℄�[23℄,

[25℄, [28℄�[30℄, [88℄, [89℄, [91℄�[93℄. Çíàéäåíi â öèõ ðîáîòàõ áiìîäàëüíi i

òðèìîäàëüíi ðîçïîäiëè äîçâîëÿþòü íàáëèæåíî (ç äîâiëüíèì ñòóïåíåì

òî÷íîñòi) îïèñàòè âçà¹ìîäiþ ìiæ ãëîáàëüíèìè i äåÿêèìè ç âiäîìèõ òèïiâ

ëîêàëüíèõ ìàêñâåëiàíiâ. Àëå ïðîáëåìà ïîáóäîâè iíøèõ ÿâíèõ íàáëèæåíèõ

ðîçâ'ÿçêiâ äîñi çàëèøà¹òüñÿ âiäêðèòîþ i àêòóàëüíîþ.

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà ñàìå ïîäàëüøîìó äîñëiäæåííþ

áiìîäàëüíèõ ðîçïîäiëiâ, ÿêi á âiäïîâiäàëè ïðîöåñàì âçà¹ìîäi¨ ìiæ

ëîêàëüíî-ìàêñâåëiâñüêèìè òå÷iÿìè äîâiëüíî¨ ñêëàäíîñòi (òîáòî

íåîäíîðiäíèìè é íåñòàöiîíàðíèìè) â ðîçðiäæåíîìó ãàçi ç òâåðäèõ êóëü.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè.

Îñíîâíi íàóêîâi ðåçóëüòàòè, ÿêi âèêëàäåíi â äèñåðòàöi¨, áóëè îòðèìàíi

ïðè âèêîíàííi íàóêîâî-äîñëiäíèõ ðîáiò êà�åäðè ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó

Õàðêiâñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iì. Â.Í. Êàðàçiíà â ðàìêàõ

äåðæàâíèõ íàóêîâî-äîñëiäíèõ ðîáiò ¾Àñèìïòîòè÷íi i àëãåáðà¨÷íi

ìåòîäè â òåîði¨ äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà òåîði¨ êåðóâàííÿ¿ (íîìåð

äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0106U001561), ¾Àíàëiòè÷íi ìåòîäè â ÿêiñíié òåîði¨

äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà òåîði¨ êåðóâàííÿ¿ (íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàö¨

0109U001456) i ¾Àíàëiòè÷íi ìåòîäè ðîçâ'ÿçàííÿ ÿêiñíèõ ïðîáëåì òåîði¨

êåðóâàííÿ i òåîði¨ �óíêöiîíàëüíî-äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü¿ (íîìåð

äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0111U010364).

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Ìåòîþ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè

¹ ïîáóäîâà íîâèõ ÿâíèõ íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ

Áîëüöìàíà, âiäìiííèõ âiä ìàêñâåëiâñüêèõ, äëÿ ìîäåëi òâåðäèõ êóëü,

ç ìîäàìè òèïó "ïðèñêîðåííÿ-óùiëüíåííÿ" . Â ÿêîñòi ÷èñëîâèõ

õàðàêòåðèñòèê ñòóïåíÿ òî÷íîñòi öèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðîçãëÿäàþòüñÿ äåÿêi
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íîðìè ðiçíèöi ìiæ ëiâîþ i ïðàâîþ ÷àñòèíàìè ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà â ðiçíèõ

�óíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðàõ (ðîçãëÿäà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî-iíòåãðàëüíèé

(" çìiøàíèé" ) âiäõèë, çìiøàíi âiäõèëè ç "îäíîðiäíîþ âàãîþ" i

"íåîäíîðiäíîþ âàãîþ" òà iíòåãðàëüíèé âiäõèë).

Òàêèì ÷èíîì, îñíîâíå çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ ïîëÿãà¹ â ïîøóêó óìîâ,

ùî íàêëàäàþòüñÿ íà êîå�iöi¹íòíi �óíêöi¨ i íà ïîâåäiíêó âñiõ ïàðàìåòðiâ,

ùî âõîäÿòü ó áiìîäàëüíi ðîçïîäiëè ç ìîäàìè òèïó "ïðèñêîðåííÿ-

óùiëüíåííÿ" , ÿêi áóäóòü äîñòàòíiìè äëÿ ìiíiìiçàöi¨ òîãî ÷è iíøîãî

âiäõèëó.

Îá'¹êò äîñëiäæåííÿ � íåëiíiéíå iíòåãðî-äè�åðåíöiàëüíå êiíåòè÷íå

ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà ó âèïàäêó ìîäåëi òâåðäèõ êóëü.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ÿâíi íàáëèæåíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ

Áîëüöìàíà, ÿêi ìàþòü âèãëÿä áiìîäàëüíèõ ðîçïîäiëiâ ç ìîäàìè òèïó

"ïðèñêîðåííÿ-óùiëüíåííÿ" .

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Â ðîáîòi âèêîðèñòàíi ìåòîäè ìàòåìàòè÷íîãî

i �óíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó, çàãàëüíi ìåòîäè äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, àñèìïòîòè÷íi ìåòîäè, åëåìåíòè âåêòîðíîãî

àíàëiçó.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Âñi îòðèìàíi â

äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ðåçóëüòàòè ¹ íîâèìè i ïîëÿãàþòü â íàñòóïíîìó:

1. Ïîáóäîâàíî íîâi íàáëèæåíi ÿâíi ðîçâ'ÿçêè êiíåòè÷íîãî ðiâíÿííÿ

Áîëüöìàíà ó âèãëÿäi áiìîäàëüíèõ ðîçïîäiëiâ, ÿêi îïèñóþòü

íèçüêîòåìïåðàòóðíèé ðåæèì âçà¹ìîäi¨ ìiæ äâîìà ëîêàëüíî-

ìàêñâåëiâñüêèìè òå÷iÿìè ñïåöiàëüíîãî òèïó, à ñàìå "ïðèñêîðåííÿ-

óùiëüíåííÿ" , â ðîçðiäæåíîìó ãàçi ç òâåðäèõ êóëü. Äëÿ îïèñó ñòóïåíÿ

íàáëèæåíîñòi âèêîðèñòàíî ðiâíîìiðíî-iíòåãðàëüíèé âiäõèë ìiæ

÷àñòèíàìè öüîãî ðiâíÿííÿ.

2. Çíàéäåíî íèçêó íîâèõ íàáëèæåíèõ ÿâíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ó âèãëÿäi
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ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ äâîõ ëîêàëüíèõ ìàêñåëiàíiâ òèïó "ïðèñêîðåííÿ-

óùiëüíåííÿ" çà äîïîìîãîþ iíòåãðàëüíîãî âiäõèëó ìiæ ÷àñòèíàìè

ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà äëÿ ìîäåëi òâåðäèõ êóëü. Îòðèìàíî äîñòàòíi

óìîâè ìiíiìiçàöi¨ çàçíà÷åíîãî âiäõèëó.

3. Äëÿ áiìîäàëüíîãî ðîçïîäiëó ç ìîäàìè òèïó "ïðèñêîðåííÿ-

óùiëüíåííÿ" çíàéäåíî êîíêðåòíèé âèãëÿä êîå�iöi¹íòíèõ �óíêöié

ïðè ìiíiìiçàöi¨ ðiâíîìiðíî-iíòåãðàëüíîãî âiäõèëó ç "îäíîðiäíîþ

âàãîþ" .

4. Çàïðîïîíîâàíî íîâèé òèï âiäõèëó, à ñàìå ðiâíîìiðíî-iíòåãðàëüíèé

âiäõèë ç "íåîäíîðiäíîþ âàãîþ" , ÿêèé äîçâîëèâ ñóòò¹âî ðîçøèðèòè

êëàñ ÿâíèõ íàáëèæåíèõ áiìîäàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà

ó âèïàäêó ìîäåëi òâåðäèõ êóëü.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. �îáîòà íîñèòü

òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Îòðèìàíi â äèñåðòàöi¨ ðåçóëüòàòè ìîæóòü áóòè

âèêîðèñòàíi äëÿ ïîäàëüøîãî âèâ÷åííÿ êiíåòè÷íèõ ðiâíÿíü i âëàñòèâîñòåé

¨õ ðîçâ'ÿçêiâ. Òàêîæ ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ ìîæóòü áóòè âêëþ÷åíi äî

ïðîãðàì ñïåöêóðñiâ i ñåìiíàðiâ, ÿêi ÷èòàþòüñÿ ñòóäåíòàì ñòàðøèõ êóðñiâ

�içèêî-ìàòåìàòè÷íèõ ñïåöiàëüíîñòåé. Ìîæëèâå çàñòîñóâàííÿ ðåçóëüòàòiâ

äèñåðòàöi¨ â äåÿêèõ ïðèêëàäíèõ ãàëóçÿõ, òàêèõ ÿê ãiäðî� i àåðîäèíàìiêà,

ìåòåîðîëîãiÿ i ò. ä., ïðè äîñëiäæåííi ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ðiçíèõ

ïðîöåñiâ, ïîâ'ÿçàíèõ iç âçà¹ìîäi¹þ ïîòîêiâ ãàçó.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiíî¨

ðîáîòè îòðèìàíi ¨¨ àâòîðîì ñàìîñòiéíî. Â ðîáîòàõ [24℄, [26℄, [27℄, [86℄,

íàïèñàíèõ ó ñïiâàâòîðñòâi ç íàóêîâèì êåðiâíèêîì, Â.Ä. �îðäåâñüêîìó

íàëåæèòü çàãàëüíå êåðiâíèöòâî, ïîñòàíîâîêè çàäà÷ i îáãîâîðåííÿ

ðåçóëüòàòiâ.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. �åçóëüòàòè äèñåðòàöi¨

äîïîâiäàëèñÿ i îáãîâîðþâàëèñÿ íà íàñòóïíèõ íàóêîâèõ êîí�åðåíöiÿõ:
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1. Ìiæíàðîäíié êîí�åðåíöi¨, ïðèñâÿ÷åíié 150-ði÷÷þ ç äíÿ íàðîäæåííÿ

Î.Ì. Ëÿïóíîâà, Õàðêiâ, 24�30 ÷åðâíÿ, 2007 ð.;

2. Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîí�åðåíöi¨ äëÿ ìîëîäèõ ó÷åíèõ "Ñó÷àñíi

ïðîáëåìè ìàòåìàòèêè òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿ ó ïðèðîäíè÷èõ íàóêàõ i

ií�îðìàöiéíèõ òåõíîëîãiÿõ" , Õàðêiâ, 24�26 êâiòíÿ, 2009 ð.;

3. 9-ié Ìiæíàðîäíié ìiæäèñöèïëiíàðíié íàóêîâî-ïðàêòè÷íié øêîëi-

êîí�åðåíöi¨ "Ñó÷àñíi ïðîáëåìè íàóêè òà îñâiòè" , Àëóøòà, 30 êâiòíÿ�

10 òðàâíÿ 2009 ð.;

4. ÕIII Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîí�åðåíöi¨ iìåíi àêàäåìiêà Ì. Êðàâ÷óêà,

Êè¨â, 13�15 òðàâíÿ, 2010 ð.;

5. Ìiæíàðîäíié êîí�åðåíöi¨ "Àíàëiç òà ìàòåìàòè÷íà �içèêà" , Õàðêiâ,

24�28 ÷åðâíÿ, 2013 ð.;

6. Ìiæíàðîäíié øêîëi-êîí�åðåíöi¨ "Òàðàïîâñüêi ÷èòàííÿ � 2013" ,

ïðèñâÿ÷åíî¨ 150-ði÷÷þ êà�åäðè òåîðåòè÷íî¨ i ïðèêëàäíî¨ ìåõàíiêè,

Õàðêiâ, 29 âåðåñíÿ � 4 æîâòíÿ 2013 ð.;

7. XV Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîí�åðåíöi¨ iìåíi àêàäåìiêà Ìèõàéëà

Êðàâ÷óêà, Êè¨â, 15�17 òðàâíÿ 2014 ð.;

8. II Ìiæíàðîäíié êîí�åðåíöi¨ "Àíàëiç òà ìàòåìàòè÷íà �içèêà" ,

Õàðêiâ, 16�20 ÷åðâíÿ, 2014 ð.;

9. Íàóêîâîìó ñåìiíàði êà�åäðè ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè ÕÍÓ iìåíi Â.Í.

Êàðàçiíà (êåðiâíèê ñåìiíàðó � ä.�.-ì.í., ïðî�åñîð Â.I. Êîðîáîâ),

Õàðêiâ, òðàâåíü, 2016 ð.

Ïóáëiêàöi¨. �åçóëüòàòè ðîáîòè îïóáëiêîâàíî â 5 ñòàòòÿõ [24℄, [26℄,

[27℄, [86℄, [105℄ ó íàóêîâèõ �àõîâèõ âèäàííÿõ (äâi ñòàòòi â æóðíàëi, ùî

ìà¹ iìïàêò-�àêòîð). Òàêîæ ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ âiäîáðàæåíi ó 8 òåçàõ

äîïîâiäåé íà ìiæíàðîäíèõ íàóêîâèõ êîí�åðåíöiÿõ [19℄, [37℄, [38℄, [39℄, [40℄,

[87℄, [90℄, [104℄.
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Ñòðóêòóðà i îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç

ïåðåëiêó óìîâíèõ ïîçíà÷åíü, âñòóïó, ï'ÿòè ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ i ñïèñêó

âèêîðèñòàíèõ äæåðåë, ÿêèé ìiñòèòü 117 íàéìåíóâàíü i çàéìà¹ 15 ñòîðiíîê.

Ïîâíèé îáñÿã ðîáîòè ñòàíîâèòü 124 ñòîðiíêè. �åçóëüòàòè, ùî âèíîñÿòüñÿ

íà çàõèñò, ìiñòÿòüñÿ â ðîçäiëàõ 3�5.

Ïîäÿêà. Àâòîð âèñëîâëþ¹ ùèðó ïîäÿêó íàóêîâîìó êåðiâíèêó

Â.Ä. �îðäåâñüêîìó çà �îðìóëþâàííÿ çàâäàíü, ïîñòiéíó óâàãó äî ðîáîòè i

ïiäòðèìêó.
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�ÎÇÄIË 1

Î�ËßÄ ËIÒÅ�ÀÒÓ�È ÒÀ ÂÈÁI� ÍÀÏ�ßÌÊÓ ÄÎÑËIÄÆÅÍÜ

Â öüîìó ðîçäiëi äàíî îãëÿä ëiòåðàòóðè çà òåìîþ äèñåðòàöi¨ òà

îá ðóíòîâàíî âèáið íàïðÿìêó äîñëiäæåííÿ, ïðîâåäåíîãî â äàíié ðîáîòi.

1.1. Îãëÿä ëiòåðàòóðè çà òåìîþ äèñåðòàöi¨

Íåëiíiéíå êiíåòè÷íå ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà, îïóáëiêîâàíå áiëüø íiæ

140 ðîêiâ òîìó, ìà¹ áàãàòó iñòîðiþ. Ùå â 1872 ðîöi Ëþäâiã Áîëüöìàí

ñ�îðìóëþâàâ ñâî¹ çíàìåíèòå iíòåãðî-äè�åðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ [68℄:

�

t

f + v � r

x

f = Q(f; f)

(äå ïðàâîðó÷ ñòî¨òü òàê çâàíèé iíòåãðàë çiòêíåíü), ÿêå îïèñó¹ åâîëþöiþ

â ÷àñi (t) �óíêöi¨ ðîçïîäiëó øâèäêîñòi f(t;x;v) â îäíî÷àñòèíêîâîìó

�àçîâîìó ïðîñòîði, äå x i v � êîîðäèíàòà é øâèäêiñòü âiäïîâiäíî, ïðè

äîâiëüíèõ âiäõèëåííÿõ âiä ðiâíîâàãè. Ïðîòå, íà äàíèé ìîìåíò ¹äèíèì

òî÷íèì ðîçâ'ÿçêîì öüîãî ðiâíÿííÿ, ÿêèé âäà¹òüñÿ çíàéòè â ÿâíîìó

âèãëÿäi, çàëèøà¹òüñÿ òàê çâàíèé ðîçâ'ÿçîê Ìàêñâåëà [57℄, [58℄ (ëîêàëüíèé

ìàêñâåëiâñüêèé ðîçïîäië çà øâèäêîñòÿìè â îäíîðiäíîìó ãàçi):

f

M

(t;x;v) =

�

m

2�kT

�

3=2

� exp

n

�

m

2kT

(v � v)

2

o

; (1.1)

êóäè âõîäÿòü íàñòóïíi ìàêðîñêîïi÷íi õàðàêòåðèñòèêè ãàçó: v(t;x) �

ìàñîâà (ãiäðîäèíàìi÷íà) øâèäêiñòü òå÷i¨ ãàçó, �(t;x) � ãóñòèíà ãàçó,

T(t;x) � àáñîëþòíà òåìïåðàòóðà ãàçó. Âåëè÷èíà k =

1:38

10

23

Äæ/Ê � ïîñòiéíà

Áîëüöìàíà, m > 0 � ìàñà ìîëåêóëè. �îçïîäië áóëî îòðèìàíî Äæ.Ê.

Ìàêñâåëîì â 1859 ðîöi, ùå äî ïîÿâè ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà (1872 ð.), äëÿ

âèïàäêó ðiâíîâàæíèõ ãàçiâ, êîëè v; �; T íå çàëåæàòü âiä ïðîñòîðîâèõ

êîîðäèíàò x òà ÷àñó t .
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Iíøi, íåìàêñâåëiâñüêi, òî÷íi ðîçâ'ÿçêè âäà¹òüñÿ çíàéòè ëèøå äëÿ

îêðåìèõ ìîäåëåé âçà¹ìîäi¨ ìiæ ÷àñòèíêàìè ãàçó � ìàêñâåëiâñüêèõ ìîëåêóë

òà äåÿêèõ ¨õíiõ óçàãàëüíåíü.

Âïåðøå íîâèé òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê (íåìàêñâåëiâñüêèé), ÿêèé

âèðàæà¹òüñÿ â åëåìåíòàðíèõ �óíêöiÿõ, ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà áóëî

âèÿâëåíî â ñåðåäèíi 70-õ ðîêiâ ÕÕ ñòîëiòòÿ Î.Â. Áîáèëüîâèì [10℄

i íåçàëåæíî Ì. Êðóêîì i Ò.Ò. Âó [102℄ (îäåðæàíèé íèìè ðîçâ'ÿçîê

â ëiòåðàòóði íàçèâà¹òüñÿ "ðîçâ'ÿçîê Áîáèëüîâà � Êðóêà � Âó"

àáî "BKW � ìîäà" ). Çàñòîñîâóþ÷è ìåòîä Î.Î. Íiêîëüñüêîãî [47℄,

Î.Â. Áîáèëüîâó [7℄, ðîçâ'ÿçóþ÷è çàäà÷ó Êîøi äëÿ ïðîñòîðîâî-îäíîðiäíîãî

âèïàäêó ïðè ñïåöiàëüíîìó âèáîði ïî÷àòêîâî¨ óìîâè, çà äîïîìîãîþ ìåòîäó

ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹, âäàëîñÿ çíàéòè íîâèé êëàñ àâòîìîäåëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ

ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà f(t;v) = (2��)

�

3

2

exp

�

�

v

2

2�

� h

1 +

1��

�

�

v

2

2�

�

3

2

�i

,

� = �(t) � 1 � �e

��t

; � = (�=2)

1

R

�1

d�%(�)(1 � �

2

); t � 0 ; ïîòiì â [10℄

áóëî äàíî àáñîëþòíî åëåìåíòàðíå âèâåäåííÿ öüîãî æ ðîçâ'ÿçêó, àëå

âæå áåç ïîáóäîâè ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹. Êiëüêà ïiçíiøå àâòîðó âäàëîñÿ

ñóòò¹âî ðîçøèðèòè êëàñ çíàéäåíèõ â [10℄ ðîçâ'ÿçêiâ. Äàíèé ïiäõiä

îòðèìàâ ðîçâèòîê i â ðîáîòàõ Ì. Êðóêà i Ò.Ò. Âó [100℄, [101℄, ÿêi ç

íåçíà÷íèìè çìiíàìè ïîâòîðèëè ðåçóëüòàòè Î.Â. Áîáèëüîâà. Áàãàòî

ðåçóëüòàòiâ, îòðèìàíèõ â öüîìó íàïðÿìêó ðiçíèìè äîñëiäíèêàìè â

íàñòóïíi êiëüêà ðîêiâ, ìiñòÿòüñÿ â îãëÿäi [77℄. Òàê ñóòò¹âó ðîëü ó

ïîøèðåííi ìåòîäó ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ñòîñîâíî ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà

òà óçàãàëüíåííÿ îòðèìàíèõ öèì ìåòîäîì ðåçóëüòàòiâ çiãðàëè ðîáîòè

Å. Õàóãå, Å. Ïðåñòãààðäà [97℄, [98℄, Â.Î. Âåäåíÿïiíà [15℄, Î.Â. Áîáèëüîâà

[8℄, [9℄ òà iíøi ÷èñëåíi ðîáîòè ðiçíèõ àâòîðiâ. Ïîäàëüøèé ðîçâèòîê i

ìàòåìàòè÷íå îá ðóíòóâàííÿ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ äëÿ ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà

îòðèìàëî â ðîáîòàõ Ä.ß. Ïåòðèíè i Î.Â. Ìiùåíêà [44℄, [48℄. Â öèõ òðóäàõ

àâòîðè ðîçãëÿíóëè ÷ëåí çiòêíåíü áiëüø çàãàëüíîãî âèãëÿäó, íiæ äëÿ
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ìàêñâåëiâñüêèõ ìîëåêóë, ïîáóäóâàëè íåñêií÷åííó ñèñòåìó ç çà÷iïëåííÿì

çâè÷àéíèõ íåëiíiéíèõ äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêó çãîäîì âäàëîñÿ

çâåñòè äî ëiíiéíî¨ ñèñòåìè, i ìîæëèâiñòü ¨¨ ðîçâ'ÿçàííÿ ñòðîãî äîâîäèòüñÿ.

Íà ïî÷àòêó XXI ñòîëiòòÿ áóëè çíàéäåíi ùå äâà êëàñè àâòîìîäåëüíèõ

ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà â ÿâíîìó âèãëÿäi äëÿ ìàêñâåëiâñüêèõ

ìîëåêóë, ÿêi ìàþòü ñòðóêòóðó óäàðíî¨ õâèëi íåñêií÷åííî âåëèêî¨

iíòåíñèâíîñòi (òàêi õâèëi âèâ÷àëèñÿ �. �ðåäîì â 1969 ðîöi). Öi ðîçâ'ÿçêè

áóëè îòðèìàíi Î.Â. Áîáèëüîâèì i Ê. ×åð÷iíüÿíi òà îïèñàíi â ðîáîòàõ [65℄,

[67℄.

ßê ìè áà÷èìî, òî÷íi ðîçâ'ÿçêè, âiäìiííi âiä ìàêñâåëiàíiâ, äëÿ ìîäåëi

ìàêñâåëiâñüêèõ ìîëåêóë i äåÿêèõ ¨¨ óçàãàëüíåíü iñíóþòü, àëå, íà æàëü,

ïðèéîìè, îïèñàíi â ðîçãëÿíóòèõ ðîáîòàõ, íå ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíi äëÿ

iíøèõ ìîäåëåé âçà¹ìîäi¨ ìiæ ìîëåêóëàìè, òàêèìè ÿê, íàïðèêëàä, ìîäåëi

òâåðäèõ i øîðñòêèõ êóëü. À çíà÷èòü, äëÿ íèõ ¹äèíèì âiäîìèì â ÿâíîìó

âèãëÿäi êëàñîì òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ é äîñi çàëèøàþòüñÿ ëèøå ìàêñâåëiàíè.

Äàëi êîðîòêî ðîçãëÿíåìî iíøi ìåòîäè i íàïðÿìè äîñëiäæåííÿ

ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà i ñïîðiäíåíèõ éîìó êiíåòè÷íèõ ðiâíÿíü.

Iñíó¹ âåëèêà êiëüêiñòü ìîäè�iêàöié, ÿê ñàìîãî ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà,

òàê i ìîäåëåé âçà¹ìîäi¨ ìiæ ÷àñòèíêàìè ãàçó, äå, ÿê ïðàâèëî,

ââîäÿòüñÿ íîâi ïðèïóùåííÿ ïðî �îðìó àáî âíóòðiøíþ ñòðóêòóðó

ìîëåêóë, âëàñòèâîñòi ïðîöåñó çiòêíåíü ìiæ íèìè i ò. ï. Îäíå ç òàêèõ

ðiâíÿíü íîâîãî òèïó äëÿ îäíîâèìiðíî¨ ñèñòåìè òâåðäèõ ñòðèæíiâ âèâ÷àâ

Äæ. Ëåáîâèöü çi ñïiâàâòîðàìè [103℄. Ñòðóêòóðà éîãî ïðàâî¨ ÷àñòèíè

òàêà, ùî äîçâîëÿ¹ ïðîñòåæèòè ðóõ îäíi¹¨ âèäiëåíî¨ ìîëåêóëè. Â ÿêîñòi

ãðàíè÷íèõ âèïàäêiâ àâòîðàìè îòðèìàíi ðiâíÿííÿ òèïó Âëàñîâà i Åíñêîãà,

çà äîïîìîãîþ ÿêèõ âèâ÷à¹òüñÿ åâîëþöiÿ ãàçó ïðè êiíöåâèõ ÷àñîâèõ

ïî÷àòêîâèõ äàíèõ, äåëüòàïîäiáíèõ çà êîîðäèíàòàìè i ìàêñâåëiâñüêèìè

çà øâèäêîñòÿìè, äëÿ ÿêèõ âäà¹òüñÿ îòðèìàòè ÿâíèé ðîçâ'ÿçîê. Îïèñ

áàãàòüîõ ìîäåëüíèõ ðiâíÿíü ìîæíà çíàéòè â îãëÿäi Ì. Åðíñòà [77℄,
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òóò íàâåäåíî êiíåòè÷íi ìîäåëi ç òî÷íèì ðîçâ'ÿçêîì, íàïðèêëàä, ìîäåëü

íàäòâåðäèõ ÷àñòèíîê, ÿêi ïðè çiòêíåííi ìîæóòü ïîãëèíàòè àáî çíèùóâàòè

îäíà îäíó, à òàêîæ ñòîõàñòè÷íi ìîäåëi, äå éìîâiðíiñòü ðîçëüîòó ÷àñòèíîê

ç çàäàíèìè ïàðàìåòðàìè ïåðåäáà÷à¹òüñÿ çäàòíîþ ïðèéìàòè çíà÷åííÿ ç

äåÿêîãî çàäàíîãî iíòåðâàëó.

Iíøi ìîäè�iêàöi¨ òðàäèöiéíèõ ìîäåëåé çiòêíåííÿ ìiæ ìîëåêóëàìè

íàâåäåíî â ðîáîòàõ Ê. ×åð÷iíüÿíi [72℄, [73℄. Òàê ó ðîáîòi [72℄ ðîçãëÿíóòî

ïîëiàòîìíèé ãàç ç äîâiëüíî ñêëàäíîþ âíóòðiøíüîþ ñòðóêòóðîþ ìîëåêóë,

ðîáîòà æ [73℄ ïðèñâÿ÷åíà àíàëiçó ìîäåëi ì'ÿêèõ êóëü, â ÿêié ìîëåêóëè

ìîæóòü ÷àñòêîâî ïðîíèêàòè îäíà â îäíó â ìîìåíò çiòêíåííÿ, i ìàþòü ïåâíó

ãóñòèíó éìîâiðíîñòi ðîçñiþâàííÿ îäíà íà îäíié äëÿ êîæíîãî ìîæëèâîãî

çíà÷åííÿ âiäñòàíi ìiæ ¨õ öåíòðàìè, òóò æå äîâåäåíi äåÿêi ãëîáàëüíi

òåîðåìè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà äëÿ âèïàäêó ì'ÿêèõ

êóëü, â ÿêèõ ìîæíà çäiéñíèòè ãðàíèöþ �ðåäà i ïîäàëüøèé ïåðåõiä äî

ìîäåëi òâåðäèõ êóëü.

Îáãîâîðåííþ ðiâíÿííÿ Åíñêîãà, éîãî óçàãàëüíåíü, âëàñòèâîñòåé

i ñïîðiäíåíèõ éîìó ðiâíÿíü, çîêðåìà äëÿ ìîäåëi òâåðäèõ êóëü, à

òàêîæ çâ'ÿçêó ç ðiâíÿííÿì Áîëüöìàíà ïðèñâÿ÷åíi, íàïðèêëàä, ðîáîòè

Ì.Ì. Áîãîëþáîâà, À.Ñ. Òðóøå÷êiíà, Í. Áåëëîìî, Ì. Ëà÷îâi÷à,

Ì. Êàííîíå, Ê. ×åð÷iíüÿíi, Â.I. �åðàñèìåíêà, I.Â. �àïüÿêà òà iíøèõ [12℄,

[53℄, [62℄, [70℄, [78℄, [84℄.

Ìîäè�iêàöi¹þ ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà ¹ i äîñèòü âiäîìà, øèðîêî

âèêîðèñòîâóâàíà ìîäåëü, çàïðîïîíîâàíà Ï.Ë. Áõàòíàãàðîì, �.Ï. �ðîññîì

i Ì. Êðóêîì (Á�Ê � ìîäåëü) [64℄. Ó öié ìîäåëi iíòåãðàë çiòêíåíü

çàìiíþ¹òüñÿ íà âèðàç ïðîïîðöiéíèé ðiçíèöi ìiæ ëîêàëüíèì ìàêñâåëiàíîì

i øóêàíîþ �óíêöi¹þ ðîçïîäiëó, ïðè÷îìó ïåðåäáà÷à¹òüñÿ, ùî iíîäi i

ñàì êîå�iöi¹íò ïðîïîðöiéíîñòi ïåâíèì ÷èíîì çàëåæèòü âiä øâèäêîñòi

ìîëåêóëè. �åçóëüòàòàìè ñïðîá ðîçâ'ÿçàííÿ òàêîãî ðiâíÿííÿ çà äîïîìîãîþ

àíàëiòè÷íèõ i ÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ ìîæå ñëóæèòè, íàïðèêëàä, ðîáîòà
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Ñ.�. Ìàëàõîâà [41℄, ïðîòå çàëèøà¹òüñÿ íå öiëêîì ÿñíèì ïèòàííÿ ïðî

ïðèäàòíiñòü öèõ ìåòîäiâ äî ðîçâ'ÿçàííÿ çàâäàíü, ïîâ'ÿçàíèõ ç ïîøóêîì

ñàìî¨ �óíêöi¨ ðîçïîäiëó, à íå òiëüêè äåÿêèõ ¨¨ ñêëàäîâèõ, òàêèõ ÿê ãóñòèíà,

ìàñîâà øâèäêiñòü òà iíøèõ.

Âàðòî òàêîæ âiäçíà÷èòè, ùî ¹ ÷èìàëà êiëüêiñòü ìîíîãðà�ié

ïðèñâÿ÷åíèõ îïèñó ïîâåäiíêè çåðíèñòèõ (ãðàíóëüîâàíèõ) ìàòåðiàëiâ,

íàïðèêëàä, â ðîáîòàõ [66℄, [69℄ âèêîðèñòàíî êiíåòè÷íå ðiâíÿííÿ äëÿ

òâåðäèõ êóëü ç íåïðóæíèìè çiòêíåííÿìè.

Ùå îäèí íàïðÿìîê äîñëiäæåíü, ÿêèé iíòåíñèâíî ðîçðîáëÿ¹òüñÿ,

ïðèñâÿ÷åíî ëiíåàðèçîâàíîìó ðiâíÿííþ Áîëüöìàíà, ÿêå âèõîäèòü øëÿõîì

çàìiíè íåëiíiéíîãî îïåðàòîðà çiòêíåíü ëiíiéíèì. Âèâ÷åííÿì òàêîãî

ðiâíÿííÿ çàéìàëèñÿ: I.I. Ìîiñå¹â-Îëüõîâñüêèé [45℄ (çàñòîñîâóâàâ ìîìåíòíi

ìåòîäè), �. �ðåä [32℄ (äîâiâ îäíó ç ïåðøèõ òåîðåì iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó

çàäà÷i Êîøi ç íåîäíîðiäíèìè ïî÷àòêîâèìè äàíèìè), Ë. Ñiðîâè÷ [50℄

(ïîáóäóâàâ óçàãàëüíåíó òåîðiþ �iëüáåðòà � ×åïìåíà � Åíñêîãà) òà iíøi

[4℄, [79℄, [96℄.

Êðiì ðiçíèõ ìîäè�iêàöié ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà iñíó¹ âåëèêà

ðiçíîìàíiòíiñòü ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ öüîãî ðiâíÿííÿ.

Áàãàòî ëiòåðàòóðè ïðèñâÿ÷åíî ïèòàííÿì iñíóâàííÿ i ¹äèíîñòi

ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà. Ïåðøó òåîðåìó iñíóâàííÿ

òà ¹äèíîñòi "ó âåëèêîìó" ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi ïðîñòîðîâî-îäíîðiäíîãî

íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà ó âèïàäêó ìîäåëi òâåðäèõ êóëü ïðè

ñòóïåíåâîìó ñïàäàííi ïî÷àòêîâî¨ óìîâè i ïðè ïðÿìóâàííi iìïóëüñiâ

÷àñòèíîê äî íåñêií÷åííîñòi äîâiâ Ò. Êàðëåìàí â ðîáîòi [71℄, äå áóëî

ïîêàçàíî, ùî çíàéäåíèé ðîçâ'ÿçîê ïðÿìó¹ äî ãëîáàëüíîãî ìàêñâåëiàíó

ïðè íåñêií÷åííî âåëèêèõ ÷àñîâèõ ðàìêàõ ó ðiâíîìiðíié ïî øâèäêîñòi

íîðìi. Ïiçíiøå â ðîáîòi Í.Á. Ìàñëîâî¨ i �.Ï. ×óáåíêà [43℄ áóëî

îòðèìàíî óçàãàëüíåííÿ ðåçóëüòàòiâ Êàðëåìàíà íà âèïàäîê äîñèòü

øèðîêîãî êëàñó ñòóïåíåâèõ ïîòåíöiàëiâ âçà¹ìîäi¨ ìiæ ìîëåêóëàìè ãàçó,
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à â ðîáîòi [42℄ òèìè æ àâòîðàìè äîâåäåíà îäíîçíà÷íà âèðiøóâàíiñòü

íåîäíîðiäíîãî, íåñòàöiîíàðíîãî ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà äëÿ ìîäåëi òâåðäèõ

êóëü â ñïåöiàëüíî ââåäåíîìó êëàñi �óíêöié íà êiíöåâîìó ïðîìiæêó

÷àñó, ðîçìið ÿêîãî çàëåæèòü âiä ïî÷àòêîâî¨ óìîâè. Â ðîáîòi [61℄

Ë. Àðêåðiä çi ñïiâàâòîðàìè äîâiâ iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü ñèëüíîãî ðîçâ'ÿçêó

â óñüîìó ïðîñòîði i éîãî çáiæíiñòü äî ìàêñâåëiàíó äëÿ æîðñòêèõ

ïîòåíöiàëiâ â òîìó ÷èñëi i äëÿ âèïàäêó òâåðäèõ êóëü. �îçâ'ÿçêó â öiëîìó

íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà òàêîæ ïðèñâÿ÷åíi ðîáîòè [49℄, [59℄,

[60℄, [117℄, ðåçóëüòàòè ÿêèõ âiäíîñÿòüñÿ äî òàê çâàíîãî ñëàáî íåëiíiéíîãî

âèïàäêó, òîáòî íàêëàäàþòüñÿ äîñèòü æîðñòêi îáìåæåííÿ íà íîðìó

âiäõèëåííÿ ïî÷àòêîâî¨ óìîâè âiä ãëîáàëüíîãî ðîçïîäiëó Ìàêñâåëà. Ñëiä

çàçíà÷èòè ðîáîòè �. ÄiÏåðíè i Ï.Ë. Ëiîíñà [75℄, [106℄, äå áóëà äîâåäåíà

âåëüìè çàãàëüíà òåîðåìà iñíóâàííÿ ñëàáêèõ ðîçâ'ÿçêiâ ïîâíîãî ðiâíÿííÿ

Áîëüöìàíà â øèðîêîìó êëàñi �óíêöié ïðè "âåëèêèõ" ïî÷àòêîâèõ äàíèõ.

Â ðîáîòàõ Â.I. �åðàñèìåíêà, Ä.ß. Ïåòðèíè, Ê.Ä. Ïåòðèíè [18℄, [85℄, [112℄,

[113℄, [114℄ âñåái÷íî âèâ÷åíî çâ'ÿçîê ìiæ ðîçâ'ÿçêàìè ëàíöþæêà ðiâíÿíü

Ì.Ì. Áîãîëþáîâà òà êiíåòè÷íèõ ðiâíÿíü, çîêðåìà ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà.

Ç áiëüø ïiçíiõ äîñÿãíåíü â òåîði¨ âèðiøóâàíîñòi ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà

ìîæíà âiäçíà÷èòè ðîáîòè À.Ø. Àêèøà [1℄, [2℄, ÿêèé, íà îñíîâi ìåòîäó

ðîçùåïëåííÿ, äîâiâ ãëîáàëüíó òåîðåìó iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó

ïîâíîãî íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà â ïðîñòîði íåïåðåðâíèõ �óíêöié,

à òàêîæ ïîêàçàâ âèðiøóâàíiñòü íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà â

öiëîìó ïî ÷àñó, ïðè öüîìó çíàéäåíèé ãðàíè÷íèé åëåìåíò çàäîâîëüíÿ¹

åêâiâàëåíòíîìó iíòåãðàëüíîìó ðiâíÿííþ Áîëüöìàíà.

Çíîâó æ òàêè, iñíóþòü ìåòîäè ðîçâ'ÿçàííÿ êiíåòè÷íèõ ðiâíÿíü,

ïîâ'ÿçàíi ç âiäîìèìè ðîçêëàäàííÿìè �iëüáåðòà, ×åïìåíà � Åíñêîãà,

�ðåäà [11℄, [33℄, [35℄, [36℄, [46℄, [55℄, [95℄. �îëîâíà iäåÿ öèõ ìåòîäiâ ïîëÿãà¹

â ïîáóäîâi òåîði¨ çáóðåíü äëÿ øóêàíî¨ �óíêöi¨ ðîçïîäiëó, âèêîðèñòîâóþ÷è

â ÿêîñòi ïàðàìåòðà ÷èñëî Êíóäñåíà. Â òîé æå ÷àñ ðÿä ìîäè�iêàöié öüîãî
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ïiäõîäó çàïðîïîíóâàëè Â.Â. Ñòðóìiíñüêèé, Â.Ñ. �àëêií, Ì.Í. Êîãàí,

Ì.Ê. Ìàêàøåâ, �. �ðåä, À.Â. �èêîâ, Î.Â. Áîáèëüîâ òà iíøi

[6℄, [17℄, [32℄, [51℄, [94℄. Çàóâàæèìî, ùî â ïåðøèõ íàáëèæåííÿõ

ìåòîäó ×åïìåíà � Åíñêîãà ç ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà âèâîäÿòüñÿ

âiäîìi ðiâíÿííÿ ãiäðîäèíàìiêè � Åéëåðà, Íàâ'¹ � Ñòîêñà, Áàðíåòòà

i ò.ä. Íà ñüîãîäíiøíié äåíü äîñèòü âåëèêà êiëüêiñòü ðîáiò

ïðèñâÿ÷åíà ÷èñåëüíèì ìåòîäàì ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà

i ñõîæèõ ç íèì êiíåòè÷íèõ ðiâíÿíü, îñíîâíi ç íèõ äåòàëüíî áóëè

îïèñàíi �. Áåðäîì â ìîíîãðà�i¨ [5℄. Â öüîìó êîíòåêñòi ìîæíà

âiäçíà÷èòè äåêiëüêà ðîáiò ðiçíèõ àâòîðiâ, íàïðèêëàä, Ñ.Ë. �îð¹ëîâ i

Ì.Í. Êîãàí â ðîáîòi [31℄ ðîçâ'ÿçóâàëè çàäà÷ó ïðî ñòðóêòóðó

êíóäñåíiâñüêîãî êiíåòè÷íîãî øàðó çà äîïîìîãîþ ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëî,

Ô.�. ×åðåìiñií [56℄ ÷èñåëüíî ðîçâ'ÿçóâàâ ïîâíå (íåëiíiéíå) ðiâíÿííÿ

Áîëüöìàíà, çîêðåìà, äëÿ âèïàäêó îäíîâèìiðíèõ ñòàöiîíàðíèõ òå÷ié.

Ïðÿìå ÷èñåëüíå ìîäåëþâàííÿ óäàðíèõ õâèëü ç âèêîðèñòàííÿì ñêií÷åííèõ

ðiçíèöü äëÿ ïîâíîãî ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà ó âèïàäêó òâåðäèõ êóëü ïðîâiâ

Ò. Îõâàäà [111℄; ñâié ðîçâèòîê ç äåÿêèìè âèäîçìiíàìè öåé ìåòîä îòðèìàâ

ó ðîáîòàõ ñó÷àñíèõ àâòîðiâ Þ.Î. Àíiêiíà, Î.I. Äîäóëàäà, Þ.Þ. Êëîññà,

Ô.�. ×åðåìiñiíà [3℄, [34℄ òà iíøèõ.

Âiäìiòèìî, ùî íà ïî÷àòêó XXI ñòîëiòòÿ ç'ÿâèëîñÿ ÷èìàëî

ðîáiò, ïîâ'ÿçàíèõ ç äîñëiäæåííÿì êâàíòîâèõ êiíåòè÷íèõ ðiâíÿíü ç

ìíîãî÷àñòîòíî¨ äèíàìiêè [63℄, [76℄, [80℄�[83℄, àëå îñêiëüêè â ðàìêàõ äàíî¨

äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ðîçãëÿäà¹òüñÿ òiëüêè êëàñè÷íå êiíåòè÷íå ðiâíÿííÿ

Áîëüöìàíà, òî öå ïèòàííÿ çàëèøèìî áåç äîêëàäíîãî ðîçãëÿäó.

Íå äèâëÿ÷èñü íà âåëèêó êiëüêiñòü ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ êiíåòè÷íèõ

ðiâíÿíü, â òîìó ÷èñëi ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà, íàéáiëüøèé iíòåðåñ, ÿê i

ðàíiøå, ïðåäñòàâëÿþòü àíàëiòè÷íi ðåçóëüòàòè. Îäíèì ç �óíäàìåíòàëüíèõ

¹ ïèòàííÿ ïðî îïèñ âñiõ ìàêñâåëiâñüêèõ ðîçâ'ÿçêiâ iñòèííî ïîâíîãî

(íåëiíiéíîãî, òðèâèìiðíîãî) ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà ó âñüîìó ïðîñòîði.
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I ïåðøi ðåçóëüòàòè â öüîìó íàïðÿìêó áóëè îòðèìàíi Äæ.Ê. Ìàêñâåëîì

â 1859 ðîöi, ÿêèé îïèñàâ çàãàëüíèé âèãëÿä ðîçïîäiëiâ ìîëåêóë çà

øâèäêîñòÿìè â îäíîðiäíîìó ãàçi â ñòàíi òåðìîäèíàìi÷íî¨ ðiâíîâàãè (çà

óìîâè, ùî ïîñòóïàëüíèé ðóõ ìîëåêóë îïèñó¹òüñÿ çàêîíàìè êëàñè÷íî¨

ìåõàíiêè), ÿêi îáåðòàþòü ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà, òîáòî

iíòåãðàë çiòêíåíü, â íóëü. Íàñòóïíèì êðîêîì ó äîñëiäæåííi ïîñòàâëåíîãî

ïèòàííÿ áóëè ðîáîòè Ë. Áîëüöìàíà [13℄, [14℄, [68℄, â ÿêèõ âií ïîâòîðèâ

ðåçóëüòàò Äæ.Ê. Ìàêñâåëà [107℄ i óñóíóâ äåÿêi ïðîãàëèíè â éîãî

ìiðêóâàííÿõ, îòðèìàâøè áiëüø ñòðîãèé äîêàç,  ðóíòóþ÷èñü íà ñâî¨é

Í-òåîðåìi.

Ñïî÷àòêó áóâ çíàéäåíèé ëèøå ãëîáàëüíèé, íå çàëåæíèé íi âiä ÷àñó

íi âiä êîîðäèíàòè ìîëåêóëè, òîáòî ñòàöiîíàðíèé i îäíîðiäíèé ìàêñâåëiàí

f(v) = exp(a + bv + v

2

) , äå a;  � ñêàëÿðíi, b � âåêòîðíà ñòàëi,

v � øâèäêiñòü ìîëåêóëè. Áiëüø çàãàëüíèé âèãëÿä ñòàöiîíàðíèõ, àëå

íåîäíîðiäíèõ ìàêñâåëiàíiâ (1.1) (ïðè âiäñóòíîñòi îá'¹ìíèõ ñèë i ïîñòiéíié

òåìïåðàòóði), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà, îòðèìàâ Ìàêñâåë

â ðîáîòi [108℄. Öåé ðîçïîäië îïèñóâàâ ïîñòóïàëüíèé ðóõ i îáåðòàííÿ ãàçó

ÿê ¹äèíîãî öiëîãî íàâêîëî íåðóõîìî¨ îñi (ãâèíòîâèé àáî ñïèðàëåâèäíèé

ðóõ ãàçó, ïðè öüîìó ãóñòèíà øâèäêî çðîñòà¹ â ìiðó âiääàëåííÿ âiä îñi

îáåðòàííÿ � å�åêò "öåíòðè�óãóâàííÿ" [58℄). Â ëiòåðàòóði òàêèé ðîçïîäië

÷àñòî íàçèâàþòü "ðiâíîâàæíèì ðîçïîäiëîì Ìàêñâåëà � Áîëüöìàíà" .

Ïîäàëüøèé ðîçâèòîê òåîðiÿ óçàãàëüíåííÿ ãâèíòîâîãî ðîçïîäiëó

îòðèìàëà çíà÷íî ïiçíiøå, â ñåðåäèíi XX ñòîëiòòÿ, â ðîáîòàõ �. �ðåäà

[94℄, Ò. Êàðëåìàíà [35℄ i Î.�. Ôðiäëåíäåðà [54℄, äå áóëî îïèñàíî íàéáiëüø

çàãàëüíèé (íåñòàöiîíàðíèé) ëîêàëüíî-ìàêñâåëiâñüêèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

Áîëüöìàíà ç ìîæëèâîþ çàëåæíiñòþ âiä ÷àñó i òåìïåðàòóðè. Êðiì òîãî,

ó çàçíà÷åíèõ ðîáîòàõ ïðîâåäåíèé ÷àñòêîâèé àíàëiç �içè÷íîãî çìiñòó

íåñòàöiîíàðíèõ ìàêñâåëiâñüêèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Ïðîòå âèãëÿä òàêîãî ðîçâ'ÿçêó

âèÿâèâñÿ äîñèòü ñêëàäíèì, áî çàäà¹ ðóõ ãàçó, ÿêèé ¹ ñóïåðïîçèöi¹þ
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îáåðòàííÿ íàâêîëî ñâî¹¨ îñi â öiëîìó, ïîñòóïàëüíîãî ðóõó (ìîæëèâî, íàâiòü

ç ïðèñêîðåííÿì òà óùiëüíåííÿì) i ñòèñíåííÿ-ðîçøèðåííÿ. �àçîì ç òèì, ó

çãàäàíèõ ðîáîòàõ íåäîñòàòíüî ïîâíî äîñëiäæåíî îñîáëèâîñòi ëîêàëüíèõ

ìàêñâåëiàíiâ, òàêi ÿê �îðìà i øâèäêiñòü ðóõó îáåðòàëüíèõ òå÷ié ãàçó

(ìîæëèâiñòü ðóõó â áóäü-ÿêîìó íàïðÿìêó íà âiäìiíó âiä " ãâèíòiâ" ),

ïîâåäiíêà ãiäðîäèíàìi÷íèõ ïàðàìåòðiâ ïðè êiíöåâèõ ÷àñàõ, íàÿâíiñòü çîí

óùiëüíåííÿ àáî ðîçðiäæåííÿ. Îñü ÷îìó âèíèêëà íåîáõiäíiñòü âèâ÷åííÿ

áiëüø ñêëàäíèõ ïðîöåñiâ ó ãàçàõ, îïèñ ÿêèõ âèìàãà¹ ââåäåííÿ â ðîçãëÿä

òèõ ÷è iíøèõ êîìáiíàöié ìàêñâåëiàíiâ, òîáòî îïèñ âçà¹ìîäi¨ ìiæ äâîìà

àáî êiëüêîìà ìàêñâåëiâñüêèìè òå÷iÿìè â ðîçðiäæåíîìó ãàçi, i ïîäàëüøîãî

äîñëiäæåííÿ ïèòàííÿ ïðî âèãëÿä òàêèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà,

áóäóòü âîíè òî÷íèìè àáî íàáëèæåíèìè (â òîìó ÷è iíøîìó ñåíñi).

I ïåðøèì ðåçóëüòàòîì â öüîìó íàïðÿìêó ñëiä ââàæàòè ðîçïîäië

Òàììà � Ìîòò-Ñìiòà (íàäàëi ÒÌÑ � ðîçïîäië) [52℄, [109℄, ùî ìà¹ âèãëÿä

ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ äâîõ ìàêñâåëiàíiâ ñïåöiàëüíîãî âèäó (ÿê ïðèéíÿòî

íàçèâàòè � áiìîäàëüíèé âèãëÿä) i àïðîêñèìó¹ ïëîñêó ñòàöiîíàðíó óäàðíó

õâèëþ. Òèì íå ìåíø i ÒÌÑ � ðîçïîäië íå ïîâíîþ ìiðîþ ðîçêðèâ

îñîáëèâîñòi ëîêàëüíèõ ìàêñâåëiàíiâ, âií çàäîâîëüíÿâ ëèøå íåîáõiäíèì

óìîâàì òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà, à íåîá ðóíòîâàíèé âèáið

ïàðàìåòðiâ i êîå�iöi¹íòíèõ �óíêöié áiìîäàëüíîãî ðîçïîäiëó óñóâàâñÿ

øëÿõîì âèêîðèñòàííÿ ùå ÿêîãîñü ìîìåíòíîãî ðiâíÿííÿ. Ñïðîáà äîâåñòè

�àêò òîãî, ùî óìîâè ÿêi íàêëàäàþòüñÿ íà ÒÌÑ � ðîçïîäië áóäóòü

òàêîæ i äîñòàòíiìè äëÿ òîãî, ùîá âií áóâ òî÷íèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

Áîëüöìàíà, áóëà çðîáëåíà À. Ñàêóðà¨ [115℄, ïðîòå, âðàõîâóþ÷è âåëèêó

êiëüêiñòü íåñòðîãèõ äîêàçiâ i íåòî÷íèõ ìiðêóâàíü, ùî ìiñòÿòüñÿ â öié

ðîáîòi, �. Íàðàñiìõà i Ñ. Äåøïàíäå [74℄, [110℄ äîâåëè ïîìèëêîâiñòü

âèñíîâêiâ À. Ñàêóðà¨. Ó çãàäàíèõ ðîáîòàõ àâòîðàìè äëÿ ïîáóäîâè

áiìîäàëüíîãî ðîçïîäiëó ââîäÿòüñÿ ëîêàëüíèé (çàëåæíèé âiä êîîðäèíàò)

i ãëîáàëüíèé (iíòåãðàë ïî êîîðäèíàòàõ) âiäõèëè ìiæ ÷àñòèíàìè ðiâíÿííÿ
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Áîëüöìàíà, ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íi â ïðîñòîði øâèäêîñòåé, ÿêi â ðåçóëüòàòi

íå ìîæóòü áóòè çðîáëåíi ÿê çàâãîäíî ìàëèìè íi çà ÿêèõ óìîâ, íàêëàäåíèõ

íà ïàðàìåòðè ìàêñâåëiâñüêèõ òå÷ié, ùî âõîäÿòü äî öüîãî ðîçïîäiëó.

Îñòàòî÷íèé âèñíîâîê, ùî ïiäòâåðäæó¹ ðåçóëüòàòè [74℄, [110℄, ïðî òå,

ùî íiÿêèé áiìîäàëüíèé ðîçïîäië, ÿêèé îïèñó¹ óäàðíó õâèëþ íàâiòü

íåñêií÷åííî¨ iíòåíñèâíîñòi, íå ìîæå áóòè òî÷íèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

Áîëüöìàíà, áóâ îòðèìàíèé I. Õîñîêàâà i Ê. ßìàìîòî â ðîáîòi [99℄. Òàêèì

÷èíîì, âèÿâèëîñÿ, ùî ÒÌÑ � ðîçïîäië íå ìîæå çàäîâîëüíÿòè ðiâíÿííÿ

Áîëüöìàíà íå òiëüêè òî÷íî, à íàâiòü íàáëèæåíî ç ÿêèì çàâãîäíî çà ðàíí¹

çàäàíèì ñòóïåíåì òî÷íîñòi, â ðåçóëüòàòi æîðñòêèõ àïðiîðíèõ óìîâ íà

ãiäðîäèíàìi÷íi ïàðàìåòðè, ÿêi íàêëàäàþòüñÿ ñàìîþ ïîñòàíîâêîþ çàäà÷i.

Âòiì iíòåðåñ äî âèâ÷åííÿ áiìîäàëüíèõ (i ìíîãîìîäàëüíèì) ðîçïîäiëiâ

íå ñëàáøà¹ i ïîíèíi, ïðî ùî ñâiä÷àòü ðîáîòè Ñ. Òàêàòà, Ê. Àîêi,

Ê. ×åð÷iíüÿíi, Â.Ä. �îðäåâñüêîãî òà iíøèõ àâòîðiâ [116℄, [20℄�[23℄, [25℄,

[28℄�[30℄, [88℄, [89℄, [91℄�[93℄, îñêiëüêè, íà ¨õíþ äóìêó, ñàìà iäåÿ ïîáóäîâè

íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó ó âèãëÿäi áiìîäàëüíîãî ðîçïîäiëó, òàê ñàìî ÿê

i ïiäõiä, çàñíîâàíèé íà ìiíiìiçàöi¨ òîãî ÷è iíøîãî âiäõèëó, ¹ öiëêîì

ðîçóìíèìè i ìîæóòü äàòè õîðîøi ðåçóëüòàòè, îäíàê, ñëiä ïîñëàáèòè

âèìîãè, ÿêi íàêëàäàþòüñÿ íà ïàðàìåòðè i êîå�iöi¹íòíi �óíêöi¨ â ðàìêàõ

ÒÌÑ.

Áiìîäàëüíi i ìíîãîìîäàëüíi ðîçïîäiëè â ñâîþ ÷åðãó ðîçãëÿäàëèñÿ i â

êiíåòè÷íié òåîði¨ âèïàðîâóâàííÿ-êîíäåíñàöi¨ ãàçó, ùî òàêîæ íå ïðèâåëî äî

ãëîáàëüíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Âàãîìèé âíåñîê ó ðîçâèòîê ïèòàííÿ âèâ÷åííÿ íàáëèæåíèõ

áiìîäàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà äëÿ ìîäåëi òâåðäèõ êóëü

âíiñ Â.Ä. �îðäåâñüêèé â ðàáîòàõ [20℄�[23℄, [25℄, [28℄�[30℄, [88℄, [89℄, [91℄�

[93℄. Â íèõ áóëè çíàéäåíi ðîçâ'ÿçêè, ùî âiäðiçíÿþòüñÿ âiä âiäîìîãî

ðîçïîäiëó Òàììà � Ìîòò-Ñìiòà òà éîãî ìîäè�iêàöié, i äîâåäåíî, ùî

âîíè çàáåçïå÷óþòü äîâiëüíó ìàëiñòü ðiçíèõ íîðì ðiçíèöi ìiæ ÷àñòèíàìè
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ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà äëÿ ìîäåëi òâåðäèõ êóëü ç ìàêñâåëiâñüêèìè ìîäàìè

ðiçíèõ âèäiâ (ãëîáàëüíi, ëîêàëüíi ñòàöiîíàðíi òà íåñòàöiîíàðíi). Òàê,

íàïðèêëàä, â ðîáîòàõ [23℄, [25℄ äëÿ ìîäåëi òâåðäèõ êóëü áóëî ïîáóäîâàíî

áiìîäàëüíèé ðîçïîäië, ùî ìà¹ âèãëÿä ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ ñòàöiîíàðíèõ

íåîäíîðiäíèõ ìàêñâåëiàíiâ i îïèñó¹ âçà¹ìîäiþ ìiæ äâîìà ïîòîêàìè ãàçó,

ÿêi çäiéñíþþòü îáåðòàëüíèé ðóõ íàâêîëî íåðóõîìî¨ îñi òà ïîñòóïàëüíèé

ðóõ âçäîâæ íå¨. Âèâ÷åíà àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ðiíîìiðíî-iíòåãðàëüíî¨

([25℄) òà iíòåãðàëüíî¨ ([23℄) íîðì ðiçíèöi ìiæ ÷àñòèíàìè ðiâíÿííÿ

Áîëüöìàíà ïðè ñïåöiàëüíîìó âèáîði ãiäðîäèíàìi÷íèõ ïàðàìåòðiâ

ðîçïîäiëó. Çàãàëüíîþ âëàñòèâiñòþ çíàéäåíèõ ðîçïîäiëiâ ¹ òå, ùî âîíè

îïèñóþòü íåðiâíîìiðíî îñòèãàþ÷èé ãàç ïðè óïîâiëüíåíi îáåðòàííÿ ïîòîêiâ.

Âàðòî òàêîæ çàçíà÷èòè, ùî â ðîáîòi [88℄ áóâ ïðîâåäåíèé äåòàëüíèé àíàëiç

i çàïðîïîíîâàíà êëàñè�iêàöiÿ ëîêàëüíèõ íåñòàöiîíàðíèõ ìàêñâåëiàíiâ

(çàëåæíèõ âiä ÷àñó) ç òî÷êè çîðó ¨õ �içè÷íîãî ñåíñó i ãåîìåòðè÷íî¨

ñòðóêòóðè. Ñàìå â öié ðîáîòi [88℄ âïåðøå, ñåðåä íåñòàöiîíàðíèõ ëîêàëüíî-

ìàêñâåëiâñüêèõ òå÷ié, áóëî âèäiëåíî òàê çâàíi òå÷i¨ òèïó "ïðèñêîðåííÿ-

óùiëüíåííÿ" , ÿêi ¹ íåñòàöiîíàðíèìè i íà âiäìiíó âiä " ãâèíòiâ" ÷è

" ñìåð÷iâ" íå îáåðòàþòüñÿ, çàòå ïðèñêîðþþòüñÿ é óùiëüíþþòüñÿ.

1.2. Âèáið íàïðÿìêó äîñëiäæåíü

ßê âèäíî ç îãëÿäó ëiòåðàòóðè, íåçâàæàþ÷è íà âåëèêó êiëüêiñòü

ìåòîäiâ, i ïiäõîäiâ ó ðiçíèõ íàïðÿìêàõ äîñëiäæåííÿ ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà i

éîãî ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ ìîäåëi òâåðäèõ êóëü, íiÿêèõ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ïîâíîãî

òðèâèìiðíîãî íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà, êðiì ìàêñâåëiâñüêèõ, â

ÿâíîìó âèãëÿäi çíàéäåíî äîñi íå áóëî. Òàê ñàìî ÿê íå âäà¹òüñÿ çíàéòè

íàâiòü íàáëèæåíi ðîçâ'ÿçêi ó âèãëÿäi áiìîäàëüíèõ ðîçïîäiëiâ, ïîâ'ÿçàíèõ

ç ïîáóäîâîþ ìîäåëåé óäàðíèõ õâèëü i çàäà÷àìè ïðî âèïàðîâóâàííÿ-

êîíäåíñàöiþ. Âñå öå ïðèçâîäèòü äî íåîáõiäíîñòi ïîäàëüøîãî äîñëiäæåííÿ
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ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi áîëüöìàíiâñüêîãî ãàçó äëÿ ìîäåëi òâåðäèõ êóëü ó

âñüîìó ïðîñòîði i ïîáóäîâè òàêèõ áiìîäàëüíèõ ðîçïîäiëiâ ç äîâiëüíèìè

ãiäðîäèíàìi÷íèìè ïàðàìåòðàìè ìîä, ÿêi á îïèñóâàëè ïðîöåñ âçà¹ìîäi¨

ìiæ äâîìà ìàêñâåëiâñüêèìè òå÷iÿìè â ãàçi ç òâåðäèõ êóëü i â òîé æå ÷àñ

çàäîâîëüíÿëè ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà ç ÿêèì çàâãîäíî ñòóïåíåì òî÷íîñòi,

òîáòî çàáåçïå÷óâàëè äîâiëüíó ìàëiñòü ÿêîãî-íåáóäü ïiäõîäÿùîãî âiäõèëó

(íîðìè ðiçíèöi ìiæ ïðàâîþ i ëiâî¨ ÷àñòèíàìè ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà). Òàêèì

÷èíîì, öi áiìîäàëüíi ðîçïîäiëè áóäóòü ÿâëÿòè ñîáîþ ÿâíi íàáëèæåíi

ðîçâ'ÿçêè ðîçãëÿíóòîãî ðiâíÿííÿ, ùî äàþòü îïèñ ïðîöåñó âçà¹ìîäi¨ ìiæ

ðiçíèìè ìàêñâåëiâñüêèìè òå÷iÿìè. Ñàìå íå¹äèíiñòü i íåîäíîçíà÷íiñòü

ðîçâ'ÿçàííÿ äàíî¨ çàäà÷i îá ðóíòîâó¹ íåîáõiäíiñòü ïðîâåäåííÿ ïîäàëüøèõ

äîñëiäæåíü òà ¨õ àêòóàëüíiñòü. I îñêiëüêè áiìîäàëüíi ðîçïîäiëè ç

ãëîáàëüíèìè, ãâèíòîâèìè i ñìåð÷åïîäiáíèìè ìàêñâåëiàíàìè äëÿ ìîäåëi

òâåðäèõ êóëü âæå äîñòàòíüî âèâ÷åíi, âèíèêà¹ iíòåðåñ äî ðîçãëÿäó

áiìîäàëüíèõ ðîçïîäiëiâ ç ìîäàìè òèïó "ïðèñêîðåííÿ-óùiëüíåííÿ" , ÿêi

áóëè çãàäàíi âèùå, àëå äëÿ ÿêèõ íå áóëî ç'ÿñîâàíî ïèòàííÿ: ÷è ìîæóòü òàêi

ðîçïîäiëè áóòè ÿâíèìè íàáëèæåíèìè ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà

äëÿ ìîäåëi òâåðäèõ êóëü. Ñàìå íà öå ïèòàííÿ âiäïîâiäàþòü ðåçóëüòàòè

äîñëiäæåííÿ, ÿêå áóëî ïðîâåäåíî â äàíié äèñåðòàöiéíié ðîáîòi.
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�ÎÇÄIË 2

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×I

2.1. Îñíîâíi �àêòè ïðî ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà äëÿ ìîäåëi

òâåðäèõ êóëü

Ó äàíîìó ðîçäiëi äà¹òüñÿ êîðîòêèé îãëÿä îñíîâíèõ ïîíÿòü, îçíà÷åíü

i íàéáiëüø âàæëèâèõ ðåçóëüòàòiâ, ïîâ'ÿçàíèõ ç äîñëiäæåííÿì ðiâíÿííÿ

Áîëüöìàíà äëÿ ìîäåëi òâåðäèõ êóëü ïðè ðiâíîâàæíîìó ñòàíi ãàçó,

íåîáõiäíèõ äëÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷i òà ¨¨ ðîçâ'ÿçêó. Òàêîæ ââîäèòüñÿ ðÿä

îçíà÷åíü, ïîâ'ÿçàíèõ çi çìiñòîì íàñòóïíèõ ðîçäiëiâ.

ßê âiäîìî [14℄, [16℄, [35℄, ïðîöåñ çìiíè �içè÷íèõ ñèñòåì, ùî ìàþòü â

ñîái âåëèêó êiëüêiñòü åëåìåíòiâ, ÿêi çiøòîâõóþòüñÿ ó ïðîöåñi ðóõó, ìîæíà

çìîäåëþâàòè çà äîïîìîãîþ óçàãàëüíåíîãî ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà. Â ðàìêàõ

äàíî¨ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ðîçãëÿäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà, ÿêå îïèñó¹

åâîëþöiþ äîñèòü ðîçðiäæåíîãî ãàçó ó âèïàäêó ìîäåëi " òâåðäèõ êóëü" .

2.1.1. Ìîäåëü òâåðäèõ êóëü

�îçãëÿäà¹òüñÿ ãàç ìîëåêóëè ÿêîãî íåðîçðiçíèìi, à ñàìå

ïðåäñòàâëÿþòüñÿ ó âèãëÿäi îäíàêîâèõ òâåðäèõ êóëü, ùî ìàþòü îäèí

i òîé ñàìèé äiàìåòð, à òàêîæ ïåðåäáà÷à¹òüñÿ, ùî:

� âñi ìîëåêóëè ìàþòü îäíàêîâó ìàñó (äëÿ ïðîñòîòè ¨¨ áåðóòü ðiâíîþ

îäèíèöi);

� ïîâåðõíÿ êóëi àáñîëþòíî ãëàäêà;

� ìîëåêóëè çiøòîâõóþòüñÿ òiëüêè ïîïàðíî (íåõòó¹ìî çiòêíåííÿì

îäíî÷àñíî òðüîõ i áiëüøå ÷àñòèíîê);

� çiòêíåííÿ ìîëåêóë ¹ àáñîëþòíî ïðóæíèé óäàð, ïðè ÿêîìó

çáåðiãàþòüñÿ ìàñà, iìïóëüñ òà âíóòðiøíÿ åíåðãiÿ ìîëåêóë;
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� âçà¹ìíå ïðèòÿãóâàííÿ i âiäøòîâõóâàííÿ ìiæ ìîëåêóëàìè âiäñóòí¹,

òîáòî ìîëåêóëè âçà¹ìîäiþòü ìiæ ñîáîþ òiëüêè â ìîìåíò çiòêíåííÿ çà

çàêîíàìè êëàñè÷íî¨ ìåõàíiêè.

Ïðè òàêèõ çiòêíåííÿõ çáåðiãà¹òüñÿ ñóìàðíà êiíåòè÷íà åíåðãiÿ

÷àñòèíîê, çìiíþþòüñÿ ëèøå íàïðÿìè i øâèäêîñòi ðóõó ÷àñòèíîê, ÿêi

çiøòîâõóþòüñÿ. Òàêèì ÷èíîì, ïiä çiòêíåííÿì ðîçóìi¹òüñÿ ïåðåòâîðåííÿ

øâèäêîñòåé ïàðè ìîëåêóë çi ñòàíó äî çiòêíåííÿ (â ìîìåíò ÷àñó t! �1 ) â

ñòàí ïiñëÿ çiòêíåííÿ (â ìîìåíò ÷àñó t! +1 ) [16℄. Îòæå, ÿêùî ïîçíà÷èòè

÷åðåç v; v

1

2 R

3

âåêòîðè øâèäêîñòåé ïàðè ìîëåêóë äî çiòêíåííÿ, à ÷åðåç

v

0

; v

0

1

2 R

3

� ¨õ øâèäêîñòi ïiñëÿ çiòêíåííÿ, òîäi ïåðåòîðåííÿ çiòêíåííÿ

ïàðè ìîëåêóë â ìîäåëi " òâåðäèõ êóëü" áóäå ìàòè íàñòóïíèé âèãëÿä:

v

0

= v � �(v � v

1

; �);

v

0

1

= v

1

+ �(v � v

1

; �);

(2.1)

äå � � âåêòîð îäèíè÷íî¨ äîâæèíè, ÿêèé ñïðÿìîâàíèé âçäîâæ ëiíi¨, ùî

ç'¹äíó¹ öåíòðè ìîëåêóë â ìîìåíò çiòêíåííÿ, à v � v

1

� âåêòîð âiäíîñíî¨

øâèäêîñòi çiøòîâõóâàíèõ ìîëåêóë ïåðåä çiòêíåííÿì (�èñ. 2.1).

�èñ. 2.1: Ìîäåëü çiòêíåííÿ äâîõ ìîëåêóë òèïó "òâåðäi êóëi".

Çãiäíî [55℄ âèðàç "äî çiòêíåííÿ" ïðèïàäà¹ íà ÷àñ äî òîãî ìîìåíòó,

êîëè ìîëåêóëè ïî÷íóòü çäiéñíþâàòè ïîìiòíèé âïëèâ îäíà íà îäíó, òîáòî
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ïîêè êîæíà ç íèõ ðóõà¹òüñÿ ïî ïðÿìié ëiíi¨ àáî (òî÷íiøå êàæó÷è) áëèçüêî

äî àñèìïòîòè îðáiòè, ÿêó âîíà îïèñó¹ ïiä âïëèâîì iíøî¨ ìîëåêóëè. Âèðàç

"ïiñëÿ çiòêíåííÿ" áóäåìî ðîçóìiòè àíàëîãi÷íèì ÷èíîì.

2.1.2. Ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó ìîëåêóë

�îçãëÿäà¹òüñÿ äîñòàòíüî ðîçðiäæåíèé ãàç, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç òâåðäèõ

êóëü, ó âñüîìó òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði R

3

, îïèñ ÿêîãî çäiéñíþ¹òüñÿ

�óíêöi¹þ ðîçïîäiëó ìîëåêóë i íå çìiíþ¹òüñÿ íà âiäñòàíÿõ ïîðÿäêó îáëàñòi

çiòêíåííÿ ÷àñòèíîê. Ïåðåäáà÷à¹òüñÿ, ùî ìîëåêóëè ãàçó âiäðiçíÿþòüñÿ

òiëüêè ïîëîæåííÿìè òà øâèäêîñòÿìè. Çãiäíî [55℄ �óíêöiÿ ðîçïîäiëó

ìîëåêóë ãàçó f(t;x;v) � öå ãóñòèíà ÷èñëà ìîëåêóë, ÿêi â ìîìåíò ÷àñó

t çíàõîäÿòüñÿ â åëåìåíòi îá'¹ìó dx i ìàþòü øâèäêîñòi â iíòåðâàëi dv ,

à çàãàëüíà êiëüêiñòü ìîëåêóë âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç f(t;x;v) íàñòóïíèì

÷èíîì:

N =

Z

R

1

dt

Z

R

3

dx

Z

R

3

f(t;x;v)dv

äå v = (v

1

; v

2

; v

3

) 2 R

3

� øâèäêiñòü ìîëåêóëè, à x = (x

1

; x

2

; x

3

) �

¨¨ êîîðäèíàòà. Ïiä åëåìåíòîì îá'¹ìó ìà¹òüñÿ íà óâàçi �içè÷íî ìàëèé

îá'¹ì, îòî÷óþ÷èé òî÷êó x , ðîçìiðè ÿêîãî âåëèêi â ïîðiâíÿííi ç ðîçìiðàìè

ìîëåêóë, ïðîòå äîñòàòíié, ùîá ìiñòèòè ¨õ âåëèêó êiëüêiñòü, â òîé æå ÷àñ

ðîçìiðè îá'¹ìó ìàëi â ïîðiâíÿííi ç �àçîâèì ïðîñòîðîì öèõ ìîëåêóë (ìàëi

â ïîðiâíÿííi ç ìàñøòàáîì çìií òàêèõ ìàêðîñêîïi÷íèõ âåëè÷èí, ÿê òèñê,

òåìïåðàòóðà àáî ìàñîâà øâèäêiñòü ãàçó).

Âiäøóêàííÿ �óíêöi¨ ðîçïîäiëó f(t;x;v) , ÿê îñíîâíî¨ âåëè÷èíè ïðè

îïèñàííi åâîëþöi¨ ãàçó çà äîïîìîãîþ ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà, à òàêîæ

âèâ÷åííÿ ¨¨ âëàñòèâîñòåé i ¹ îñíîâíèì çàâäàííÿì êiíåòè÷íî¨ òåîði¨ ãàçiâ,

òîìó, ùî, ÿê äîáå âiäîìî [58℄, âñi îñíîâíi ìàêðîñêîïi÷íi õàðàêòåðèñòèêè

(àáî ãiäðîäèíàìi÷íi ïàðàìåòðè ïîòîêó) âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç íå¨:
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� �(t;x) =

R

R

3

f(t;x;v)dv � ãóñòèíà;

�

e

v(t;x) =

1

�

R

R

3

vf(t;x;v)dv � ìàñîâà øâèäêiñòü;

� T(t;x) =

1

3k�

R

R

3

(v �

e

v)

2

f(t;x;v)dv � àáñîëþòíà òåìïåðàòóðà (k �

ïîñòiéíà Áîëüöìàíà).

2.1.3. �iâíÿííÿ Áîëüöìàíà äëÿ ìîäåëi òâåðäèõ êóëü

ßê âiäîìî [68℄, �óíêöiÿ ðîçïîäiëó f(t;x;v) ïîâèííà çàäîâîëüíÿòè

íåëiíiéíå iíòåãðî-äè�åðåíöiàëüíå êèíåòè÷íå ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà, ÿêå ó

âèïàäêó ìîäåëi òâåðäèõ êóëü ìà¹ âèãëÿä [35℄, [58℄:

D(f) = Q(f; f); (2.2)

D(f) =

�f

�t

+

�

v;

�f

�x

�

; (2.3)

Q(f; f) =

d

2

2

Z

R

3

dv

1

Z

�

d�j(v � v

1

; �)j

�[f(t;x;v

0

1

)f(t;x;v

0

)� f(t;x;v

1

)f(t;x;v)℄;

(2.4)

äå

� v

0

;v

0

1

� øâèäêîñòi äâîõ ìîëåêóë ïiñëÿ çiòêíåííÿ, ÿêi âèðàæàþòüñÿ

âiäîìèì ÷èíîì (2.1) ÷åðåç âiäïîâiäíi âåëè÷èíè øâèäêîñòåé äî

çiòêíåííÿ v i v

1

, à ñàìå:

v

0

= v � �(v � v

1

; �);

v

0

1

= v

1

+ �(v � v

1

; �);

� � � âåêòîð, ùî íàëåæèòü îäèíè÷íié ñ�åði � � R

3

;

� D(f) (ñêîðî÷åíå ïîçíà÷åííÿ ëiâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà) �

ëiíiéíèé äè�åðåíöiàëüíèé îïåðàòîð ïåðøîãî ïîðÿäêó;

� Q(f; f) (ñêîðî÷åíå ïîçíà÷åííÿ ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà)

� òàê çâàíèé iíòåãðàë çiòêíåíü (íåëiíiéíèé iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð),
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ÿêèé âèçíà÷à¹ øâèäêiñòü çìiíè �óíêöi¨ ðîçïîäiëó ìîëåêóë âíàñëiäîê

çiòêíåíü ìiæ íèìè;

�

�f

�t

� ÷àñòèííà ïîõiäíà ïî ÷àñó;

�

�f

�x

= r

x

f � ïðîñòîðîâèé ãðàäi¹íò �óíêöi¨;

� x =

�

x

1

; x

2

; x

3

�

2 R

3

, v =

�

v

1

; v

2

; v

3

�

2 R

3

� âiäïîâiäíî êîîðäèíàòà i

øâèäêiñòü ìîëåêóëè â ìîìåíò ÷àñó t 2 R

1

;

� d > 0 � äiàìåòð ìîëåêóëè (

d

2

2

ìîæå òðàêòóâàòèñÿ ÿê âåëè÷èíà

îáåðíåíà ÷èñëó Êíóäñåíà, ÿêå õàðàêòåðèçó¹ ñòóïiíü ðîçðiäæåííÿ

ãàçó).

2.1.4. Ìàêñâåëiâñüêi ðîçïîäiëè

ßê óæå áóëî çàçíà÷åíî â îãëÿäi ëiòåðàòóðè, íà äàíèé ìîìåíò ¹äèíèìè

âiäîìèìè â ÿâíîìó âèãëÿäi òî÷íèìè ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ (2.2)�(2.4) ¹

äîáðå âiäîìi [33℄, [35℄, [36℄, [54℄, [55℄ "ìàêñâåëiàíè" àáî "ðiâíîâàæíi

ìàêñâåëiâñüêi ðîçïîäiëè" M(t;x;v) , ÿêi îáåðòàþòü â íóëü iíòåãðàë

çiòêíåíü. Ó âèïàäêó ìîäåëi òâåðäèõ êóëü âîíè ìàþòü âèãëÿä:

M =M(t;x;v) = �

�

�

�

�

3=2

e

��(v�
e
v)

2

; (2.5)

äå � = �(t;x) � ãóñòèíà ÷èñëà ìîëåêóë â òî÷öi x â ìîìåíò ÷àñó t ,

�(t;x) =

1

2T(t;x)

� îáåðíåíà òåìïåðàòóðà (T � àáñîëþòíà òåìïåðàòóðà)

i

e

v =

e

v(t;x) � ìàñîâà øâèäêiñòü òå÷i¨ ïåâíèì ÷èíîì çàëåæàòü âiä t i x .

Òàêèì ÷èíîì, öi �óíêöi¨ ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè

8

<

:

D(M) = 0;

Q(M;M) = 0:

(2.6)

Íà �èñóíêó 2.2 ïðåäñòàâëåíà çìiíà �óíêöi¨ ðîçïîäiëó Ìàêñâåëà

çàëåæíî âiä çìiíè òåìïåðàòóðè (T

1

< T

2

< T

3

< T

4

àáî iíàêøå

�

1

> �

2

> �

3

> �

4

) ïðè îäíàêîâié ãóñòèíi òà ìàñîâié øâèäêîñòi.
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�èñ. 2.2: Ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó Ìàêñâåëà ìîëåêóë ãàçó ïî ìîäóëþ øâèäêîñòi ïðè ðiçíèõ òåìïåðàòóðàõ.

Çàãàëüíèé âèãëÿä çàëåæíîñòi ìàêñâåëiàíiâ âiä ÷àñó i êîîðäèíàòè

çíàéäåíèé â ðîáîòàõ [35℄, [54℄, [58℄, [94℄ i âèçíà÷à¹ íàñòóïíó êëàñè�iêàöiþ:

1) ÿêùî �; �;

e

v � âåëè÷èíè ñòàëi, òî ìàêñâåëiàí íàçèâà¹òüñÿ ãëîáàëüíèì;

2) ÿêùî �; �;

e

v äåÿêèì ÷èíîì çàëåæàòü âiä t i x , òî ìàêñâåëiàí

íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíèì.

Â ñâîþ ÷åðãó ëîêàëüíi ìàêñâåëiàíè ïiäðîçäiëÿþòüñÿ íà:

1) íåîäíîðiäíi, ñòàöiîíàðíi (çàëåæàòü âiä x i íå çàëåæàòü âiä t );

2) îäíîðiäíi, íåñòàöiîíàðíi (íå çàëåæàòü âiä x , àëå çàëåæàòü âiä t );

3) íåîäíîðiäíi, íåñòàöiîíàðíi (çàëåæàòü i âiä x , i âiä t ).

Äåòàëüíèé àíàëiç òàêèõ ìàêñâåëiàíiâ, à òàêîæ ¨õ êëàñè�iêàöiÿ ç òî÷êè

çîðó �içè÷íîãî ñåíñó i ãåîìåòðè÷íî¨ ñòðóêòóðè áóëè ïðîâåäåíi â ðîáîòi

[88℄. Òàì æå äîâåäåíî, ùî îäíîðiäíi íåñòàöiîíàðíi ìàêñâåëiàíè äëÿ ìîäåëi

òâåðäèõ êóëü íåìîæëèâi.

Â ðàìêàõ äàíî¨ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ðîçãëÿäà¹òüñÿ îêðåìèé âèïàäîê

ëîêàëüíèõ ìàêñâåëiàíiâ, âïåðøå âèäiëåíèé òà îïèñàíèé â [88℄, ÿêèé îïèñó¹

ðóõ ãàçó òèïó "ïðèñêîðåííÿ-óùiëüíåííÿ" i ìà¹ âèãëÿä (2.5) ïðè

�(t;x) = �e

�

(

e
v

2

+2(u;x)

)

; (2.7)
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e

v = v � ut; (2.8)

äå � = onst , à v; u � äîâiëüíi �iêñîâàíi âåêòîðè â R

3

, à îáåðíåíà

òåìïåðàòóðà � íå çàëåæèòü íi âiä t , íi âiä x .

Ç �içè÷íî¨ òî÷êè çîðó íåñòàöiîíàðíèé i íåîäíîðiäíèé ðîçïîäië (2.5),

(2.7), (2.8) îïèñó¹ ïîñòóïàëüíèé ðóõ ãàçó ç ëiíiéíîþ ìàñîâîþ øâèäêiñòþ v

òà ìàñîâèì ïðèñêîðåííÿì �u âçäîâæ îñi u â äîâiëüíié òî÷öi x ïðîñòîðó.

Ùiëüíiñòü ãàçó � çìiíþ¹òüñÿ âiä 0 äî +1 , ïðè öüîìó ìiíiìàëüíîãî

çíà÷åííÿ âîíà íàáóâà¹ ïðè t = t

0

, äå t

0

=

1

u

2

(u;v) äëÿ áóäü-ÿêîãî

�iêñîâàíîãî x 2 R

3

, à äëÿ äîâiëüíîãî �iêñîâàíîãî t 2 R

1

çáiëüøó¹òüñÿ

òiëüêè âçäîâæ âåêòîðà u .

Iíøèìè ñëîâàìè, çi çðîñòàííÿì ÷àñó t ÷èñëî ìîëåêóë â îäèíèöi îá'¹ìó

çáiëüøó¹òüñÿ i ïðè öüîìó ïîñòóïîâî ðóõà¹òüñÿ øâèäøå âçäîâæ îñi u ,

òîáòî ïîòiê ãàçó óùiëüíþ¹òüñÿ i ïðèñêîðþ¹òüñÿ.

2.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

ßê âèäíî ç ïîïåðåäíiõ ïiäðîçäiëiâ, òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ

Áîëüöìàíà äëÿ ìîäåëi òâåðäèõ êóëü âäà¹òüñÿ çíàéòè òiëüêè äëÿ ãàçó,

ÿêèé çíàõîäèòüñÿ â ðiâíîâàæíîìó ñòàíi, îäíàê ïðè ïåðåõîäi äî îïèñó

íåðiâíîâàæíèõ ïðîöåñiâ â ãàçi äîâîäèòüñÿ øóêàòè âæå íå òî÷íi, à ëèøå

íàáëèæåíi ÿâíi ðîçâ'ÿçêè.

Ïî÷àòîê öi¹¨ òåîði¨, ÿê óæå áóëî çàçíà÷åíî â îãëÿäi ëiòåðàòóðè

(�îçäië 1), áóëî ïîêëàäåíî â ñåðåäèíi XX ñòîëiòòÿ [52℄, [109℄. Íàäàëi

Â.Ä. �îðäåâñüêèé â ðîáîòi [28℄, äîòðèìóþ÷èñü iäåé Òàììà i Ìîòò-Ñìiòà,

ââiâ ïîíÿòòÿ áiìîäàëüíîãî ðîçïîäiëó. Ñàìå öÿ iäåÿ i ëåæèòü â îñíîâi äàíî¨

ðîáîòè, à êîíêðåòíî: áóäåìî øóêàòè ÿâíi íàáëèæåíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ

(2.2)�(2.4) ó âèãëÿäi áiìîäàëüíèõ ðîçïîäiëiâ, òîáòî ëiíiéíèõ êîìáiíàöié

äâîõ ìàêñâåëiàíiâ ç ðiçíèìè ãiäðîäèíàìi÷íèìè ïàðàìåòðàìè:

f = '

1

M

1

+ '

2

M

2

; (2.9)
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äå '

i

, i = 1; 2 � äåÿêi íåâiä'¹ìíi ãëàäêi êîå�iöi¹íòíi �óíêöi¨, òîáòî

'

i

= '

i

(t;x) > 0; '

i

2 C

1

�

R

4

�

; i = 1; 2; (2.10)

à ìàêñâåëiàíè M

i

, i = 1; 2 âiäíîñÿòüñÿ äî òå÷ié òèïó "ïðèñêîðåííÿ-

óùiëüíåííÿ" [86℄, [88℄ òà çàäàþòüñÿ �îðìóëàìè

M

i

= �

i

(t;x)

�

�

i

�

�

3=2

e

��

i

(v�
e
v

i

)

2

; i = 1; 2; (2.11)

�

i

(t;x) = �

i

e

�

i

(

e
v

2

i

+2(u

i

;x)

)

; i = 1; 2; (2.12)

e

v

i

= v

i

� u

i

t; i = 1; 2; (2.13)

äå �

i

(t;x) � ãóñòèíà i -¨ òå÷i¨, à �

i

=

1

2T

i

� ¨¨ îáåðíåíà òåìïåðàòóðà,

(T � àáñîëþòíà òåìïåðàòóðà), �

i

= onst ;

e

v

i

=

e

v

i

(t) � ìàñîâà øâèäêiñòü

i -¨ òå÷i¨, u

i

òà v

i

� äîâiëüíi �iêñîâàíi âåêòîðè â R

3

; (v�

e

v

i

)

2

� ñêàëÿðíèé

êâàäðàò âåêòîðà.

ßê âæå áóëî çàçíà÷åíî â îãëÿäi ëiòåðàòóðè, îïèñàíi âèùå òå÷i¨ òèïó

"ïðèñêîðåííÿ-óùiëüíåííÿ" âèãëÿäó (2.11)�(2.13) âïåðøå áóëî âèäiëåíî

â ðîáîòi [88℄. Íàñòóïíà ëåìà ïîêàçó¹, ùî öi âèðàçè äiéñíî ¹ òî÷íèìè

ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà äëÿ ìîäåëi òâåðäèõ êóëü, òîáòî ¹ îäíèì

ç òèïiâ ìàêñâåëiàíiâ.

Ëåìà 2.1. Íåõàé �óíêöiÿ ðîçïîäiëó f(t;x;v) â ðiâíÿííi (2.2)�(2.4)

ìà¹ âèãëÿä (2.5) ïðè âèêîíàííi (2.7) òà (2.8). Òîäi âèêîíó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ

(2.6).

Äîâåäåííÿ. Ïåðø çà âñå ïiäñòàâèìî (2.7) òà (2.8) äî (2.5):

M = �

�

�

�

�

3=2

exp

�

�

�

2(u;x) + 2(v;v)� 2(v;u)t� v

2

�	

: (2.14)

Äàëi, ïiäñòàâèâøè îñòàííié âèðàç (2.14) â (2.3) òà ïðîâiâøè íåîáõiäíi

îá÷èñëåííÿ, ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî ïåðøà ðiâíiñòü ñèñòåìè (2.6) âèêîíó¹òüñÿ.

Îòæå:

D(M) =

�M

�t

+ (v;r

x

M)
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= �

�

�

�

�

3=2

e

�

(

2(u;x)+2(v;v)�2(v;u)t�v

2

)

f�2�(v;u)g

+�

�

�

�

�

3=2

e

�

(

2(u;x)+2(v;v)�2(v;u)t�v

2

)

f2�(v;u)g = 0:

Ïåðåéäåìî òåïåð äî ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ (2.2), à ñàìå äî âèðàçó

(2.4). Çàïèøåìî éîãî â íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

Q(M;M) =

d

2

2

Z

R

3

dv

1

Z

�

d�j(v � v

1

; �)j

�[M(t;x;v

0

1

)M(t;x;v

0

)�M(t;x;v

1

)M(t;x;v)℄:

(2.15)

Âèïèøåìî îêðåìî êâàäðàòíó äóæêó ç (2.15), ïiäñòàâèâøè â íå¨ êîíêðåòíi

âèðàçè äëÿ M âèãëÿäó (2.14):

M(t;x;v

0

1

)M(t;x;v

0

)�M(t;x;v

1

)M(t;x;v)

= �

2

�

�

�

�

3

h

e

�

(

4(u;x)+2(v

0

1

;v)�2(v

0

1

;u)t+2(v

0

;v)�2(v

0

;u)t�2v

2

)

�e

�

(

4(u;x)+2(v

1

;v)�2(v

1

;u)t+2(v;v)�2(v;u)t�2v

2

)

i

:

(2.16)

Äàëi ñêîðèñòà¹ìîñÿ �îðìóëîþ (2.1), ïîêàçíèê ïåðøî¨ åêñïîíåíòè ç (2.16)

íàáóäå âèãëÿäó:

� (4(u;x) + 2(v

1

+ �(v � v

1

; �);v)� 2(v

1

+ �(v � v

1

; �);u)t

+2(v� �(v � v

1

; �);v)� 2(v � �(v � v

1

; �);u)t� 2v

2

�

= �

�

4(u;x) + 2(v

1

;v)� 2(v

1

;u)t+ 2(v;v)� 2(v;u)t� 2v

2

�

:

Ëåãêî áà÷èòè, ùî îñòàííié âèðàç ïîâíiñòþ iäåíòè÷íèé ïîêàçíèêó äðóãî¨

åêñïîíåíòè â (2.16), à òîìó ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (2.16) äîðiâíþþòü íóëþ,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî Q(M;M) = 0 .

Îòæå, îáäâi ðiâíîñòi ñèñòåìè (2.6) âèêîíóþòüñÿ. 2

Äëÿ ïîáóäîâè áiìîäàëüíèõ ðîçïîäiëiâ ç ìîäàìè òèïó "ïðèñêîðåííÿ-

óùiëüíåííÿ" , ÿêi îïèñóþòü âçà¹ìîäiþ ìiæ òå÷iÿìè â ãàçi ç òâåðäèõ êóëü

i çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà ç ÿêèì çàâãîäíî ñòóïåíåì òî÷íîñòi,
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ðîçãëÿäàþòüñÿ ðiçíi íîðìè ðiçíèöi D(f) � Q(f; f) ìiæ ÷àñòèíàìè

ðiâíÿííÿ (2.2)�(2.4), ÿêi ìè ââåäåìî íèæ÷å çà äîïîìîãîþ äåÿêèõ

äîäàòêîâèõ îçíà÷åíü.

Îçíà÷åííÿ 2.1. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç CL

�

R

k

� R

m

�

ïðîñòið �óíêöié

g(y; z); y 2 R

k

; z 2 R

m

, äå k; m > 0 ç íîðìîþ

kgk = sup

y2R

k

Z

R

m

jg(y; z)j dz:

Îçíà÷åííÿ 2.2. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

e

CL

�

R

4

� R

3

�

i

e

C

q

L

�

R

4

� R

3

�

ïðîñòîðè �óíêöié g(t;x;v); t 2 R

1

; x 2 R

3

; v 2 R

3

ç íàñòóïíèìè

íîðìàìè âiäïîâiäíî:

kgk

t

=









g(t;x;v)

1 + jtj









e

CL(R

4

�R

3

)

= sup

(t;x)2R

4

1

1 + jtj

Z

R

3

jg(t;x;v)j dv

i

kgk

q

=









g(t;x;v) � q(x)

1 + jtj









e

C

q

L(R

4

�R

3

)

= sup

(t;x)2R

4

q(x)

1 + jtj

Z

R

3

jg(t;x;v)jdv

ïðè öüîìó �óíêöiÿ q(x) > 0 îáìåæåíà íà R

3

.

Îçíà÷åííÿ 2.3. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç L

1

�

R

4

� R

3

�

ïðîñòið �óíêöié

g(t;x;v); t 2 R

1

; x 2 R

3

; v 2 R

3

ç íàñòóïíîþ íîðìîþ:

kgk

1

=

Z

R

1

dt

Z

R

3

dx

Z

R

3

jg(t;x;v)jdv:

Îçíà÷åííÿ 2.4. Íàçâåìî ðiâíîìiðíî-iíòåãðàëüíèì (" çìiøàíèì" )

âiäõèëîì, çìiøàíèì âiäõèëîì ç "îäíîðiäíîþ âàãîþ " , çìiøàíèì âiäõèëîì

ç "íåîäíîðiäíîþ âàãîþ" òà iíòåãðàëüíèì âiäõèëîì äëÿ ðiâíÿííÿ

Áîëüöìàíà âiäïîâiäíî íàñòóïíi âèðàçè:

�(f) = kD(f)�Q(f; f)k

CL(R

4

�R

3

)

; (2.17)

e

�(f) = kD(f)�Q(f; f)k

e

CL(R

4

�R

3

)

; (2.18)

e

�

q

(f) = kD(f)�Q(f; f)k

e

C

q

L(R

4

�R

3

)

; (2.19)

�

1

(f) = kD(f)�Q(f; f)k

L

1

(R

4

�R

3

)

: (2.20)
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2.2.1. Òî÷íà ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Çíàéòè �óíêöi¨ '

i

(t;x) , i = 1; 2 , ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì (2.10), i

òàêó ïîâåäiíêó âñiõ âõiäíèõ äî ìàêñâåëiàíiâ M

i

; i = 1; 2 ïàðàìåòðiâ, ùîá

ïðè äîñèòü íèçüêèõ òåìïåðàòóðàõ ïîòîêiâ, òîáòî êîëè �

i

! +1; i = 1; 2 ,

âiäõèëè (2.17)�(2.20) áóëè ñêiëüêè çàâãîäíî ìàëèìè.

2.3. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2

Ó äðóãîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòî âèä ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà äëÿ ìîäåëi

òâåðäèõ êóëü, íàâåäåíi ñóïóòíi éîìó ïîíÿòòÿ, à òàêîæ îñíîâíi ïîçíà÷åííÿ

ïîâ'ÿçàíi ç äàíèì ðiâíÿííÿì.

ßê âæå íåîäíîðàçîâî áóëî âiäìi÷åíî: äëÿ îïèñàíî¨ âèùå ìîäåëi

ãàçó ç òâåðäèõ êóëü æîäíîãî òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà

â ÿâíîìó âèãëÿäi, êðiì ìàêñâåëiàíiâ, äîñi íå çíàéäåíî. Ó çâ'ÿçêó ç

öèì îñîáëèâèé iíòåðåñ íàáóâà¹ ïîøóê ÿâíèõ íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ

öüîãî ðiâíÿííÿ, ÿêi, ÿê ïðàâèëî, øóêàþòüñÿ â áiìîäàëüíîìó âèãëÿäi.

Òîìó ñ�îðìóëüîâàíà â äàíîìó ðîçäiëi ïîñòàíîâêà çàäà÷i çàäà¹ íàïðÿì

äîñëiäæåííÿ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè, à ñàìå: áóäóòü ïîáóäîâàíi äåÿêi ç

òàêèõ ìîæëèâèõ ÿâíèõ íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà äëÿ

ìîäåëi òâåðäèõ êóëü ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó (2.9), äå ìàêñâåëiâñüêi ìîäè

M

i

; i = 1; 2 âiäïîâiäàþòü òå÷iÿì òèïó "ïðèñêîðåííÿ-óùiëüíåííÿ" , à

êîå�iöi¹íòíi �óíêöi¨ '

i

(t;x); i = 1; 2 ïiäáèðàþòüñÿ òàêèì ÷èíîì ùîá òå

÷è iíøå âiäõèëåííÿ ìiæ ÷àñòèíàìè ðiâíÿííÿ (2.2)�(2.4), âèçíà÷åíå îäíi¹þ

ç �îðìóë (2.17)�(2.20), áóëî ñêiëüêè çàâãîäíî ìàëå, òîáòî ïðÿìóâàëî äî

íóëÿ.
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�ÎÇÄIË 3

ÂÇÀ�ÌÎÄIß ÌIÆ ÄÂÎÌÀ ÒÅ×IßÌÈ ÒÈÏÓ

"Ï�ÈÑÊÎ�ÅÍÍß-ÓÙIËÜÍÅÍÍß" Â �ÀÇI Ç ÒÂÅ�ÄÈÕ ÊÓËÜ

Ó äàíîìó ðîçäiëi ïîáóäîâàíî áiìîäàëüíèé ðîçïîäië, ÿêèé íàáëèæåíî

îïèñó¹ íèçüêîòåìïåðàòóðíèé ïåðåõiäíèé ðåæèì ìiæ äâîìà ëîêàëüíî-

ìàêñâåëiâñüêèìè òå÷iÿìè òèïó (2.11)�(2.13) â ðîçðiäæåíîìó ãàçi ç òâåðäèõ

êóëü. Äëÿ îïèñó ñòóïåíÿ íàáëèæåíîñòi âçÿòî ðiâíîìiðíî-iíòåãðàëüíèé

âiäõèë (2.17), äëÿ ÿêîãî çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè äîâiëüíî¨ ìàëîñòi.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äàíîãî ðîçäiëó áóëè îïóáëiêîâàíi â ðîáîòàõ [26℄ i [86℄.

3.1. Âèïàäîê ðiâíîìiðíî-iíòåãðàëüíîãî âiäõèëó

Äëÿ ïî÷àòêó çàïèøåìî ðiâíîìiðíî-iíòåãðàëüíèé âiäõèë (2.17) ìiæ

÷àñòèíàìè ðiâíÿííÿ (2.2) â íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

�(f) = � = sup

(t;x)2R

4

Z

R

3

jD(f)�Q(f; f)jdv: (3.1)

Äàëi áóäåìî øóêàòè áóäü-ÿêi ìîæëèâi äîñòàòíi óìîâè äîâiëüíî¨

ìàëîñòi âiäõèëó (3.1) äëÿ ðîçïîäiëó f(t;x;v) , ÿêèé ìà¹ áiìîäàëüíèé

âèãëÿä (2.9), (2.10) ç ìîäàìè M

i

; i = 1; 2 òèïó (2.11)�(2.13) ïðè

ãðàíè÷íîìó ïðèïóùåííi �

i

! +1 , i = 1; 2 .

Íèçüêîòåìïåðàòóðíèé ãðàíè÷íèé ïåðåõiä â óñiõ ðåçóëüòàòàõ

ðîáîòè ¹ íåîáõiäíèì, îñêiëüêè ïðè ïðÿìóâàííi îáåðíåíèõ òåìïåðàòóð

ìàêñâåëiâñüêèõ ïîòîêiâ äî íåñêií÷åíîñòi ñàìi ìàêñâåëiàíè ïîâîäÿòü ñåáå

Æ �ïîäiáíî; ñàìå òàêà ïîâåäiíêà ìàêñâåëiàíiâ äîçâîëÿ¹ âñi øâèäêîñòi

iíäèâiäóàëüíèõ ìîëåêóë ïîòîêiâ ëîêàëiçóâàòè ïîáëèçó çíà÷åíü ¨õ ìàñîâèõ

øâèäêîñòåé, çàâäÿêè öüîìó iíòåãðàëè ïî çìiííié v 2 R

3

îá÷èñëþþòüñÿ,

ùî ñïðîùó¹ ïîäàëüíèé àíàëiç ç ìåòîþ ìiíiìiçàöi¨ âiäõèëó.

Ïåðø íiæ ïåðåéòè áåçïîñåðåäíüî äî âèêëàäó îñíîâíèõ òâåðäæåíü, ÿêi

äàþòü ðiçíi ìîæëèâîñòi äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ïîñòàâëåíî¨ çàäà÷i, ââåäåìî òàêå
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îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 3.1. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç P (R

n

) êëàñ íåâiä'¹ìíèõ �óíêöié

ç C

1

(R

n

) , ÿêi ìàþòü îáìåæåíèé íîñié (êîðîòêî � �iíiòíi �óíêöi¨)

àáî ñïàäàþòü íà íåñêií÷åííîñòi ðàçîì çi ñâî¨ìè ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè

ïåðøîãî ïîðÿäêó øâèäøå íiæ �óíêöiÿ e

�az

2

(a > 0 � äåÿêà êîíñòàíòà, à

z 2 R

n

).

Òåîðåìà 3.1. Íåõàé �óíêöi¨ '

i

; i = 1; 2 â ðîçïîäiëi (2.9) ìàþòü

âèãëÿä:

'

i

(t;x) =

D

i

(1 + t

2

)

l

i

C

i

 

x+ u

i

(v

i

� u

i

t)

2

2u

2

i

!

; i = 1; 2; (3.2)

äå êîíñòàíòè l

i

; D

i

çàäîâîëüíÿþòü óìîâè:

D

i

> 0; l

i

>

1

2

; i = 1; 2; (3.3)

à �óíêöi¨ C

i

(t;x); i = 1; 2 íàëåæàòü P (R

3

) .

Íåõàé, êðiì òîãî, âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

u

i

=

u

oi

�

n

i

i

; i = 1; 2; (3.4)

v

i

=

v

oi

�

k

i

i

; i = 1; 2; (3.5)

äå

n

i

> 1; k

i

>

1

2

; k

i

>

1

2

n

i

; i = 1; 2 (3.6)

i u

oi

;v

oi

2 R

3

� äîâiëüíi �iêñîâàíi âåêòîðè.

Òîäi ìà¹ ìiñöå òâåðäæåííÿ:

8" > 0; 9Æ > 0; 8D

1

; D

2

: 0 < D

1

; D

2

< Æ;

9�

o

> 0; 8�

i

> �

o

(i = 1; 2)

� < ":

(3.7)

Äëÿ äîâåäåííÿ Òåîðåìè 3.1 íàì çíàäîáèòüñÿ íàñòóïíà ëåìà, ÿêà äà¹

äîñòàòíi óìîâè íåïåðåðâíîñòi ñóïðåìóìà ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó �óíêöi¨

áàãàòüîõ çìiííèõ, ÿêèé âçÿòî ïî ÷àñòèíi çìiííèõ.
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Ëåìà 3.1. (äèâèñü [25℄, Ëåìà 1). Íåõàé �óíêöi¨ �(y) , L(z; y)

âèçíà÷åíi ïðè y 2 Y � R

p

; z 2 Z � R

q

i çàäîâîëüíÿþòü óìîâè:

1) �(y) îáìåæåíà íà Y ;

2) 8z 2 Z; L(z; y) îáìåæåíà íà Y ;

3) L(z; y) íåïåðåðâíà ïî z íà Z ðiâíîìiðíî âiäíîñíî y íà Y , òîáòî

8z

0

2 Z; 8" > 0 9Æ > 0 : 8y 2 Y; 8z 2 Z; jz � z

0

j < Æ

) jL(z; y)� L(z

0

; y)j < ":

Òîäi �óíêöiÿ

l(z) = sup

y2Y

j�(y) + L(z; y)j

íåïåðåðâíà íà ìíîæèíi Z .

Äîâåäåííÿ. (Òåîðåìè 3.1) Ïåðø çà âñå ïåðåòâîðèìî ïðàâó ÷àñòèíó

(3.1). Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó ïiäñòàâèìî ðîçïîäië (2.9) â ðiâíÿííÿ (2.2)�(2.4),

âðàõóþ÷è òîé �àêò, ùî ìàêñâåëiàíè M

i

; i = 1; 2 ¹ òî÷íèìè ðîçâ'ÿçêàìè

ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà, à öå çíà÷èòü, ùî

D(M

i

) = Q(M

i

;M

i

) = 0; i = 1; 2: (3.8)

Îòðèìà¹ìî íàñòóïíi âèðàçè äëÿ D(f) i Q(f; f) ç (2.2)�(2.4)

D(f) = D('

1

)M

1

+D(M

1

)'

1

+D('

2

)M

2

+D(M

2

)'

2

= D('

1

)M

1

+D('

2

)M

2

;

Q(f; f) =

d

2

2

Z

R

3

dv

1

Z

�

d�j(v � v

1

; �)j [('

1

M

1

(v

0

1

) + '

2

M

2

(v

0

1

))

� ('

1

M

1

(v

0

) + '

2

M

2

(v

0

))� ('

1

M

1

(v

1

) + '

2

M

2

(v

1

))

� ('

1

M

1

(v) + '

2

M

2

(v))℄ =

d

2

2

Z

R

3

dv

1

Z

�

d�j(v � v

1

; �)j

�

�

'

2

1

(M

1

(v

0

1

)M

1

(v

0

)�M

1

(v

1

)M

1

(v)) + '

2

2

(M

2

(v

0

1

)M

2

(v

0

)

�M

2

(v

1

)M

2

(v)) + '

1

'

2

(M

1

(v

0

1

)M

2

(v

0

)�M

1

(v

1

)M

2

(v)
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+M

2

(v

0

1

)M

1

(v

0

)�M

2

(v

1

)M

1

(v))℄ = '

2

1

Q(M

1

;M

1

) + '

2

2

Q(M

2

;M

2

)

+'

1

'

2

[Q(M

1

;M

2

) +Q(M

2

;M

1

)℄ = '

1

'

2

[Q(M

1

;M

2

) +Q(M

2

;M

1

)℄ :

Òîäi ìîäóëü ðiçíèöi ìiæ ïðàâîþ i ëiâîþ ÷àñòèíàìè ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà

ìîæíà çàïèñàòè â íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

jD(f)�Q(f; f)j

=

�

�

�

�

�

�

2

X

i=1

D('

i

)M

i

� '

1

'

2

2

X

i;j=1;i6=j

Q(M

i

;M

j

)

�

�

�

�

�

�

:

(3.9)

Äàëi ñêîðèñòà¹ìîñÿ âiäîìèì ïðåäñòàâëåííÿì iíòåãðàëó çiòêíåíü Q ó

âèãëÿäi ðîçáèòòÿ íà "ïðèáóòêîâó" òà " çàòðàòíó" ÷àñòèíè G i L [28℄,

[36℄, [58℄, à ñàìå: äëÿ áóäü-ÿêèõ g

1

; g

2

ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ

Q(g

1

; g

2

) = G(g

1

; g

2

)� g

1

L(g

2

); (3.10)

äå

G(g

1

; g

2

) =

d

2

2

Z

R

3

dv

1

Z

�

d�j(v � v

1

; �)jg

1

(t;x;v

0

1

)g

2

(t;x;v

0

);

g

1

L(g

2

) = g

1

(t;x;v)

d

2

2

Z

R

3

dv

1

Z

�

d�j(v � v

1

; �)jg

2

(t;x;v

1

):

Äëÿ ïîäàëüøèõ ïåðåòâîðåíü íàâåäåìî âiäîìèé �àêò [58℄:

Z

R

3

Q(M

i

;M

j

)dv = 0;

çâiäêè çâàæàþ÷è íà (3.10), î÷åâèäíî, ñëiäó¹ ðiâíiñòü

Z

R

3

G(M

i

;M

j

)dv =

Z

R

3

M

i

L(M

j

)dv; i; j = 1; 2; i 6= j: (3.11)

Òåïåð ïîâåðíåìîñÿ äî âèðàçó (3.9) i îöiíåìî éîãî çâåðõó

(âèêîðèñòîâóþ÷è âiäîìó íåðiâíiñòü ja + bj 6 jaj + jbj ),

âðàõîâóþ÷è ïðè öüîìó, ùî G(g

1

; g

2

) > 0 i M

i

> 0 , à

òàêîæ çàìiíþþ÷è Q(M

i

;M

j

) ïðàâîþ ÷àñòèíîþ ðiâíîñòi (3.10)

(çàìiñòü g

1

i g

2

ïiäñòàâèìî ìàêñâåëiàíè M

1

i M

2

âiäïîâiäíî):
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jD(f)�Q(f; f)j = jD('

1

)M

1

+D('

2

)M

2

�'

1

'

2

[G(M

1

;M

2

) + G(M

2

;M

1

)�M

1

L(M

2

)�M

2

L(M

1

)℄j

6

2

X

i;j=1;i6=j

[jD('

i

) + '

1

'

2

L(M

j

)jM

i

+ '

1

'

2

G(M

i

;M

j

)℄ :

(3.12)

Ïðîiíòåãðó¹ìî îòðèìàíó îöiíêó ïî âñüîìó ïðîñòîðó ëiíiéíèõ

øâèäêîñòåé (â ïðèïóùåíi, ùî ïðàâà ÷àñòèíà íåðiâíîñòi (3.12) iíòåãðîâíà

ïî v íà R

3

), i ñêîðèñòà¹ìîñÿ ðiâíiñòþ (3.11):

Z

R

3

jD(f)�Q(f; f)jdv

6

2

X

i;j=1;i6=j

2

4

Z

R

3

jD('

i

) + '

1

'

2

L(M

j

)jM

i

dv + '

1

'

2

Z

R

3

M

i

L(M

j

)dv

3

5

:

(3.13)

Äàëi, òàê ÿê [28℄

L(M

j

) =

�

j

d

2

p

�

Z

R

3

�

�

�

�

�

v �

e

v

j

�

w

p

�

j

�

�

�

�

�

e

�w

2

dw;

òî çâàæàþ÷è íà (2.3) i (2.11) ñóìà â ïðàâié ÷àñòèíi íåðiâíîñòi (3.13) ìîæå

áóòè ïðåäñòàâëåíà ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

2

X

i;j=1;i6=j

2

4

Z

R

3

�

�

�

�

�'

i

�t

+

�

v;

�'

i

�x

�

+ '

1

'

2

�

j

(t;x)

d

2

p

�

�

Z

R

3

�

�

�

�

�

v �

e

v

j

�

w

p

�

j

�

�

�

�

�

e

�w

2

dw

�

�

�

�

�

�

�

i

(t;x)

�

�

i

�

�

3=2

e

��

i

(v�
e
v

i

)

2

dv

+'

1

'

2

�

i

(t;x)�

j

(t;x)

d

2

p

�

�

�

i

�

�

3=2

Z

R

6

�

�

�

�

�

v �

e

v

j

�

w

p

�

j

�

�

�

�

�

e

�w

2

��

i

(v�
e
v

i

)

2

dwdv

3

5

:

Ïiñëÿ çàìiíè çìiííî¨

u =

p

�

i

(v �

e

v

i

)

â óñiõ iíòåãðàëàõ (J = �

�3=2

i

� ÿêîáiàí çàìiíè), îòðèìà¹ìî íàñòóïíå:
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Z

R

3

jD(f)�Q(f; f)jdv

6

2

X

i;j=1;i6=j

2

4

Z

R

3

�

�

�

�

�'

i

�t

+

�

u

p

�

i

+

e

v

i

;

�'

i

�x

�

+ '

1

'

2

�

j

(t;x)

d

2

p

�

Z

R

3

�

�

�

�

�

u

p

�

i

+

e

v

i

�

e

v

j

�

w

p

�

j

�

�

�

�

�

e

�w

2

dw

�

�

�

�

�

�

��

i

(t;x)�

�3=2

e

�u

2

du+ '

1

'

2

�

1

(t;x)�

2

(t;x)

�

2

d

2

�

Z

R

6

�

�

�

�

�

u

p

�

i

+

e

v

i

�

e

v

j

�

w

p

�

j

�

�

�

�

�

e

�w

2

�u

2

dwdu

3

5

:

(3.14)

Çðîáèâøè ïiäñòàíîâêó (2.13) i âçÿâøè ñóïðåìóì âiä îáîõ ÷àñòèí

(3.14), äëÿ âiäõèëó � âèãëÿäó (3.1) îòðèìà¹ìî òàêó îöiíêó çâåðõó, ÿêó

ïîçíà÷èìî ÷åðåç �

0

:

� 6 �

0

= sup

(t;x)2R

4

2

X

i;j=1;i6=j

2

4

Z

R

3

�

�

�

�

�'

i

�t

+

�

u

p

�

i

+ v

i

� u

i

t;

�'

i

�x

�

+ '

1

'

2

�

j

(t;x)

d

2

p

�

Z

R

3

F

ij

e

�w

2

dw

�

�

�

�

�

�

�

i

(t;x)�

�3=2

e

�u

2

du

+ '

1

'

2

�

1

(t;x)�

2

(t;x)

�

2

d

2

Z

R

6

F

ij

e

�w

2

�u

2

dwdu

3

5

;

(3.15)

äå

F

ij

= F

ij

(t;u;w) =

�

�

�

�

�

u

p

�

i

+ v

i

� v

j

+ (u

j

� u

i

)t�

w

p

�

j

�

�

�

�

�

; i 6= j; (3.16)

òà

�

i

(t;x) = �

i

exp

�

�

i

((v

i

� u

i

t)

2

+ 2(u

i

;x))

	

; i = 1; 2 (3.17)

(îòðèìàíî ïiäñòàíîâêîþ (2.13) â (2.12); �

j

(t;x) áóäå iäåíòè÷íî (3.17)

òiëüêè ç iíäåêñîì j çàìiñòü i ).
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Ç'ÿñó¹ìî êîðåêòíiñòü öi¹¨ îöiíêè. Çáiæíiñòü iíòåãðàëiâ â ïðàâié

÷àñòèíi (3.15) î÷åâèäíà (çàâäÿêè ëiíiéíîñòi âèðàçó F

ij

òà íàÿâíîñòi

øâèäêî ñïàäàþ÷èõ ïî u òà w åêñïîíåíò), à äëÿ òîãî, ùîá iñíóâàâ

ñóïðåìóì ïî t; x , äîñòàòíüî ïåðåñâiä÷èòèñü, ùî âåëè÷èíè

'

i

;

�'

i

�t

;

�

�

�

�

�'

i

�x

�

�

�

�

; '

i

t; t

�

u

i

;

�'

i

�x

�

; i = 1; 2 (3.18)

ðàçîì ç ìíîæíèêîì âèãëÿäó (3.17), çà óìîâè, ùî '

i

= '

i

(t;x) ìàþòü

âèãëÿä (3.2), áóäóòü îáìåæåíèìè íà R

4

äëÿ êîæíîãî �iêñîâàíîãî

çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ (çîêðåìà, �

i

; i = 1; 2 ). Ïåðåâiðèìî öå. Ïåðøèé ç

çàçíà÷åíèõ äîáóòêiâ, òîáòî '

i

�

i

(t;x) ïiñëÿ òàêîãî ïåðåïîçíà÷åííÿ

y = x+ u

i

(v

i

� u

i

t)

2

2u

2

i

; (3.19)

íàáóâà¹ âèãëÿäó:

'

i

�

i

(t;x) = �

i

D

i

(1 + t

2

)

l

i

C

i

(y) exp f2�

i

(u

i

;y)g : (3.20)

Àëå çàâäÿêè (3.3) òà �iíiòíîñòi �óíêöié C

i

(y); i = 1; 2 ç (3.20) âèïëèâà¹

îáìåæåíiñòü ïî t; y íà R

4

íå òiëüêè ñàìîãî öüîãî âèðàçó, à ùå é éîãî

äîáóòêó íà t . Àíàëîãi÷íèé âèñíîâîê çàëèøà¹òüñÿ â ñèëi i äëÿ ðåøòè

äîáóòêiâ (3.18) íà (3.17), îñêiëüêè ç (3.2), çíîâ ïåðåõîäÿ÷è äî çìiííî¨

(3.19), ëåãêî ìîæíà çíàéòè, ùî:

�'

i

�t

= �

D

i

(1 + t

2

)

l

i

�

2l

i

t

1 + t

2

C

i

(y) +

(u

i

;v

i

)� tu

2

i

u

2

i

(u

i

;r

y

C

i

(y))

�

(3.21)

�'

i

�x

=

D

i

(1 + t

2

)

l

i

r

x

C

i

(y); i = 1; 2; (3.22)

à òîìó, âèêîðèñòîâóþ÷è òîé �àêò, ùî C

i

(y) 2 P (R

3

); i = 1; 2

(Îçíà÷åííÿ3.1) ðàçîì ç óìîâîþ (3.3), çíîâó æ òàêè îòðèìó¹ìî îáìåæåíi

�óíêöi¨.

Äàëi, ç (3.15) i âëàñòèâîñòåé ñóïðåìóìà, îòðèìà¹ìî:

�

0

6

2

X

i;j=1;i6=j

1

�

3=2

Z

R

3

"

sup

(t;x)2R

4

�

�

�

�

�'

i

�t

�

i

(t;x) +

�

u

p

�

i

+ v

i

� u

i

t;

�'

i

�x

�

�

i

(t;x)
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+ '

1

'

2

�

1

(t;x)�

2

(t;x)

d

2

p

�

Z

R

3

F

ij

e

�w

2

dw

�

�

�

�

�

�

3

5

e

�u

2

du

+

d

2

�

2

Z

R

6

"

sup

(t;x)2R

4

('

1

'

2

�

1

(t;x)�

2

(t;x)(F

12

+ F

21

))

#

e

�w

2

�u

2

dwdu;

äå F

ij

ìà¹ âèãëÿä (3.16), a �

i

(t;x) ç (3.17).

Îñòàííÿ íåðiâíiñòü ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè âèðàçiâ (3.2), (3.4), (3.5), (3.21),

(3.22) i ââåäåííÿ ïîçíà÷åííÿ 

i

=

1

�

i

; i = 1; 2 íàáóäå âèãëÿäó:

�

0
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2
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i;j=1;i6=j
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Z

R

3

"

sup

(t;x)2R
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�

�

D

i

(1 + t

2

)

l
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�
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i

t

1 + t

2
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i
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+
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(u

oi

;v
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)� 

n

i

i

tu

2

oi

u

2

oi

(u

oi

;r

y

C

i

(y))

)

�

i

(t;x)

+

 

p



i

u+ 

k

i

i

v

oi

� 

n

i

i

u

oi

t;

D

i

(1 + t

2

)

l

i

r

x

C

i

(y)

!

�

i

(t;x)

(3.23)

+

D

1

D

2

(1 + t

2

)

l

1

+l

2

C

1

(y)C

2

(y)�

1

(t;x)�

2

(t;x)

d

2

p

�

Z

R

3

F

ij

(t;u;w)e

�w

2

dw

�
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�

�

�
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5

e

�u

2

du

+

d
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�

2

Z

R

6

"

sup

(t;x)2R
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D

1

D

2

(1 + t

2

)

l

1

+l

2

C

1

(y)C

2

(y)�

1

(t;x)�

2

(t;x)

�(F

12

(t;u;w) + F

21

(t;u;w)))℄ e

�w

2

�u

2

dwdu;

äå y; �

i

(t;x); F

ij

(t;u;w) , çàâäÿêè âñå òèì æå ïðèïóùåííÿì (3.4), (3.5),

òåïåð ìàòèìóòü âèãëÿä (

i

=

1

�

i

; i = 1; 2 ):

y = x+ u

oi

�

v

oi



k

i

�

1

2

n

i

i

� u

oi

t

1

2

n

i

i

�

2

2u

2

oi

; i = 1; 2; (3.24)

�

i

(t;x) = �

i

exp

�

�

v

oi



k

i

�

1

2

i

� u

oi

t

n

i

�

1

2

i

�

2

+ 2(u

oi

;x)

n

i

�1

�

; (3.25)

F

ij

(t;u;w)

=

�

�

�

p



i

u+ v

oi



k

i

i

� v

oj



k

j

j

+ (u

oj



n

j

j

� u

oi



n

i

i

)t�

p



j

w

�

�

�

; i 6= j:

(3.26)
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Çàñòîñó¹ìî Ëåìó 3.1 äî êîæíîãî ç ñóïðåìóìiâ, ÿêi âõîäÿòü äî (3.23).

Òóò y = (t;x) , z = (u; ) , âèêîíàííÿ óìîâ 1,2 Ëåìè 3.1 âèïëèâà¹ ç

îáìåæåíîñòi äîáóòêiâ âåëè÷èí (3.18) íà ìíîæíèê âèãëÿäó (3.17) (öåé �àêò

äîâåäåíî âèùå), ïðè öüîìó '

i

òà �

i

(t;x) ìàþòü âèãëÿä (3.2) òà (3.25)

âiäïîâiäíî. Óìîâà 3 Ëåìè 3.1 çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ çàâäÿêè çíîâó æ òàêè

(3.18), ëiíiéíîñòi (3.26) âiäíîñíî çìiííî¨ u , à òàêîæ ðiâíîìiðíié çáiæíîñòi

âíóòðiøíiõ iíòåãðàëiâ â (3.23) ïî u òà  íà áóäü-ÿêîìó êîìïàêòi, à ïî t

i x � íà âñüîìó ïðîñòîði R

4

. Îòæå, êîæåí ç iíòåãðàëiâ â (3.23) áåðåòüñÿ

âiä �óíêöi¨, íåïåðåðâíî¨ ïî u;  , à òàêîæ çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî âiäíîñíî

 íà áóäü-ÿêîìó êîìïàêòi, à çíà÷èòü, âñÿ âåëè÷èíà �

0

íåïåðåðâíà ïî

 . Òîìó â (3.23) ìîæíà ïåðåéòè äî íèçüêîòåìïåðàòóðíî¨ ãðàíèöi ïðè

�

i

! +1 , i = 1; 2 , ùî ðiâíîñèëüíî ïðÿìóâàííþ 

i

, i = 1; 2 äî íóëÿ.

Òàêèì ÷èíîì, çàñòîñóâàííÿ Ëåìè 3.1 òà òåîðåìè ïðî ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïiä

çíàêîì iíòåãðàëó äà¹ íàì çìîãó ïåðåéòè äî ãðàíèöi ïiä çíàêàìè iíòåãðàëiâ,

ùî âõîäÿòü äî (3.23), ïðè öüîìó, îñêiëüêè îáèäâà ñóïðåìóìè â (3.23) ¹

íåïåðåðâíèìè �óíêöiÿìè, òî ¨õ ãðàíèöi ïðè 

i

! 0 , i = 1; 2 äîðiâíþþòü

çíà÷åííÿì öèõ ñóïðåìóìiâ ïðè 

i

= 0 . Çâiäñè, äðóãèé ñóïðåìóì â (3.23)

áóäå äîðiâíþâàòè íóëþ, çâàæàþ÷è íà (3.26) òà (3.6), òàê ñàìî ÿê i äåÿêi

äîäàíêè ïåðøîãî ñóïðåìóìà. Òîìó â (3.23), çãàäóþ÷è (3.24), (3.25) ïðè

âèêîíàííi (3.6), òà âåðòàþ÷èñü äî ïàðàìåòðiâ �

i

(�

i

=

1



i

, i = 1; 2 ), ìà¹ìî:

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

�
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X

i=1

1

�

3=2

Z

R

3

sup

(t;x)2R

4

�

�

�

�

�

�

2D

i

l

i

t

(1 + t

2

)

l

i

+1

C

i

(x+U

i

)�

i

F

i

(x)

�

�

�

�

�

e

�u

2

du;

(3.27)

äå

U

i

=

2

4

0; ÿêùî k

i

>

1

2

n

i

u

oi

v

2

oi

2u

2

oi

; ÿêùî k

i

=

1

2

n

i

; i = 1; 2; (3.28)
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F

i

(x) =

2

6

6

4

1; n

i

> 1; k

i

>

1

2

;

exp f2(u

oi

;x)g ; n

i

= 1; k

i

>

1

2

; i = 1; 2;

exp

�

v

2

oi

+ 2(u

oi

;x)

	

; n

i

= 1; k

i

=

1

2

(3.29)

(âèïàäîê n

i

> 1; k

i

=

1

2

íå âêàçàíî, îñêiëüêè ïðè òàêèõ óìîâàõ F

i

(x)

äîðiâíþ¹ äåÿêié êîíñòàíòi, i íå äà¹ ïðèíöèïîâî íîâèõ ðåçóëüòàòiâ).

Ïiñëÿ òðèâiàëüíîãî iíòåãðóâàííÿ â (3.27) ïî çìiííié u , çäîáóâà¹ìî:

lim

�

i

!+1

(i=1;2)
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0
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i=1

sup

(t;x)2R
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i
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i

jtj

(1 + t

2

)

l

i

+1

C

i

(x+U

i

)�

i

F

i

(x)

6 2max

i=1;2

�

l

i

sup

t2R

jtj

(1 + t

2

)

l

i

+1

�

2

X

i=1

�

i

D

i

sup

x2R

3

fF

i

(x)C

i

(x+U

i

)g;

(3.30)

äå F

i

(x) çàäàíî â (3.29), à U

i

äîðiâíþ¹ àáî 0, àáî (3.28) (â îáîõ âèïàäêàõ

�óíêöiÿ C

i

çàëèøà¹òüñÿ �iíiòíîþ, ùî çàáåçïå÷ó¹ iñíóâàííÿ ñêií÷åííîãî

ñóïðåìóìà ïî x ). Âèðàç (3.30), î÷åâèäíî, ìîæíà çðîáèòè ñêiëüêè çàâãîäíî

ìàëèì ïðè äîñèòü ìàëèõ çíà÷åííÿõ D

1

; D

2

> 0 , à îñêiëüêè âií ¹ ãðàíèöåþ

ïðè �

i

! +1; i = 1; 2 îöiíêè çâåðõó äëÿ âiäõèëó � , òî é ñàìà âåëè÷èíà

� çà òàêèõ óìîâ ñòà¹ äîâiëüíî ìàëîþ (öå âèäíî ç (3.15)), ùî é ìîæíà

çàïèñàòè ó âèãëÿäi òâåðäæåííÿ (3.7). Òåîðåìó äîâåäåíî. 2

Çàóâàæåííÿ 3.1. Öÿ òåîðåìà äà¹ äîñòàòíþ óìîâó äîâiëüíî¨

ìàëîñòi âiäõèëó � , àëå òâåðäæåííÿ (3.7) ìîæíà òðàêòóâàòè ëèøå ÿê

iñíóâàííÿ i ðiâíiñòü íóëþ äåÿêî¨ ïîâòîðíî¨ ãðàíèöi â ïðîñòîði òèõ

ïàðàìåòðiâ, ÿêi äî íüîãî âõîäÿòü. Òîáòî òâåðæäåííÿ (3.7) ïîçíà÷à¹ òîé

�àêò, ùî

lim

D

1

;D

2

!0

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

� = 0:

Ïðè öüîìó ïîêàæåìî, ÿê ïðè áóäü-ÿêîìó " > 0 çíàéòè òàêå Æ(") > 0 ,

ùî lim

�

i

!+1

(i=1;2)

� < " ïðè áóäü-ÿêèõ 0 < D

i

< Æ(") (i=1,2).



46

Äiéñíî, ÿêùî ïðèéíÿòè äî óâàãè êîðåêòíî âèçíà÷åíó îöiíêó çâåðõó

�

0

äëÿ âiäõèëó � , à ñàìå âèðàç (3.15), à òàêîæ âðàõóâàòè òîé �àêò, ùî

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

� 6 lim

�

i

!+1

(i=1;2)

�

0

, à çíà÷èòü

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

� 6 2max

i=1;2

�

l

i

sup

t2R

1

jtj

(1 + t

2

)

l

i

+1

�

2

X

i=1

�

i

D

i

sup

x2R

3

fF

i

(x)C

i

(x+U

i

)g:

(ñêîðèñòàëèñÿ âèðàçîì (3.30) ïðè çáåðåæåííi (3.28) òà (3.29)). Îòæå,

2max

i=1;2

�

l

i

sup

t2R

1

jtj

(1 + t

2

)

l

i

+1

�

2

X

i=1

�

i

D

i

sup

x2R

3

fF

i

(x)C

i

(x+U

i

)g < ":

Íåâàæêî áà÷èòè, ùî max

i=1;2

�

l

i

sup

t2R

1

jtj

(1+t

2

)

l

i

+1

�

� öå äåÿêà êîíñòàíòà, ÿêà

çàëåæèòü ëèøå âiä l

i

, ïðè öüîìó óìîâà (3.3) ( l

i

>

1

2

) çàáåçïå÷ó¹ iñíóâàííÿ

ñêií÷åííîãî ñóïðåìóìà ïî t .

Çíà÷èòü

2

X

i=1

�

i

D

i

sup

x2R

3

fF

i

(x)C

i

(x+U

i

)g <

"

2max

i=1;2

�

l

i

sup

t2R

1

jtj

(1+t

2

)

l

i

+1

�

:

Âðàõîâóþ÷è iñíóâàííÿ ñêií÷åííîãî ñóïðåìóìà ïî x (öåé �àêò äîâåäåíî â

Òåîðåìi 3.1), ëiâó ÷àñòèíó îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi ìîæíà îöiíèòè íàñòóïíèì

÷èíîì

max

i=1;2

�

sup

x2R

3

fF

i

(x)C

i

(x+U

i

)g

�

2

X

i=1

�

i

D

i

<

"

2max

i=1;2

�

l

i

sup

t2R

1

jtj

(1+t

2

)

l

i

+1

�

çâiäêè

2

X

i=1

�

i

D

i

<

"

2max

i=1;2

�

l

i

sup

t2R

1

jtj

(1+t

2

)

l

i

+1

�

max

i=1;2

�

sup

x2R

3

fF

i

(x)C

i

(x+U

i

)g

�

:

Äàëi, íåõàé

2

X

i=1

�

i

D

i

6 max

i=1;2

(�

i

)

2

X

i=1

D

i

= max

i=1;2

�

i

(D

1

+D

2

) ;
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òîäi

D

1

+D

2

<

"

2max

i=1;2

�

l

i

sup

t2R

1

jtj

(1+t

2

)

l

i

+1

�

max

i=1;2

�

sup

x2R

3

fF

i

(x)C

i

(x+U

i

)g

�

max

i=1;2

�

i

:

ßêùî ïîçíà÷èòè çíàìåííèê ïðàâî¨ ÷àñòèíè îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi,

íàïðèêëàä, ÷åðåç W , äå W ÿê ìîæíà áà÷èòè áóäå äåÿêà êîíñòàíòà, òî

ìîæíà ñêàçàòè, ùî äîñòàòíüî âçÿòè Æ =

"

2W

.

Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ âñiõ ðåçóëüòàòiâ �îçäiëó 3, àíàëîãi÷íèõ

òâåðäæåííþ (3.7), òàê ñàìî áóäå äîñòàòíüî âçÿòè Æ =

"

2W

òiëüêè êîíñòàíòà

W áóäå ìàòè äåùî iíàêøèé âèãëÿä.

Äàëi ðîçãëÿíåìî ðåçóëüòàò íà îñíîâi äåÿêèõ iíøèõ ïðèïóùåíü, ÿêi

äàþòü çìîãó êîìïåíñóâàòè çáiëüøåííÿ �

i

(t;x) ïðè �

i

! +1; i = 1; 2:

Òåîðåìà 3.2. Íåõàé êîå�iöi¹íòíi �óíêöi¨ â ðîçïîäiëi (2.9) ìàþòü

âèãëÿä:

'

i

(t;x) =  

i

(t;x) exp

�

��

i

((v

i

� u

i

t)

2

+ 2(u

i

;x))

	

; i = 1; 2; (3.31)

äå �óíêöi¨  

i

(t;x) > 0 ãëàäêi i òàêi, ùî âåëè÷èíè

 

i

;

� 

i

�t

;

�

�

�

�

� 

i

�x

�

�

�

�

;  

i

t; t

�

u

i

;

� 

i

�x

�

; i = 1; 2 (3.32)

îáìåæåíi ïî t; x íà R

4

, êðiì òîãî, íåõàé âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (3.4), à ñàìå

u

i

=

u

oi

�

n

i

i

; i = 1; 2;

äå

n

i

>

1

2

: (3.33)

Òîäi âiäõèë � âèãëÿäó (3.1) êîðåêòíî âèçíà÷åíèé, é iñíó¹ òàêà

âåëè÷èíà �

0

, ùî

� 6 �

0

; (3.34)

ïðè÷îìó äëÿ n

i

>

1

2
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lim

�

i

!+1

(i=1;2)

�

0

=

2

X

i;j=1;i6=j

�

i

sup

(t;x)2R

4

�

�

�

�

� 

i

�t

+

�

v

i

;

� 

i

�x

�

+ 

1

(t;x) 

2

(t;x)�d

2

�

j

jv

1

� v

2

j

�

�

+2�d

2

�

1

�

2

jv

1

� v

2

j sup

(t;x)2R

4

( 

1

(t;x) 

2

(t;x)) = L;

(3.35)

à äëÿ n

i

=

1

2

äîäàòêîâî â (3.35) âèíèêà¹ íîâèé äîäàíîê

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

�

0

= L+

4

p

�

2

X

i=1

�

i

ju

oi

j sup

(t;x)2R

4

 

i

(t;x): (3.36)

Äîâåäåííÿ. Äëÿ �óíêöié (3.31) çàìiñòü (3.21) òà (3.22) ìè

îòðèìà¹ìî:

�'

i

�t

= exp

�

��

i

((v

i

� u

i

t)

2

+ 2(u

i

;x))

	

�

�

� 

i

�t

+ 2�

i

 

i

((v

i

;u

i

)� tu

2

i

)

�

;

(3.37)

�'

i

�x

= exp

�

��

i

((v

i

� u

i

t)

2

+ 2(u

i

;x))

	

�

�

� 

i

�x

� 2�

i

 

i

u

i

�

; i = 1; 2:

(3.38)

Âèðàçè (3.16) é (3.17), î÷åâèäíî, çàëèøàþòüñÿ â ñèëi. Òàêèì ÷èíîì,

ïiäñòàíîâêà (3.17), (3.31), (3.37), (3.38) â (3.15) äà¹ íàñòóïíèé âèðàç:

�

0

= sup

(t;x)2R

4

2

X

i;j=1;i6=j

2

4

Z

R

3

�

�

�

�

�

� 

i

�t

+ 2�

i

 

i

((v

i

;u

i

)� tu

2

i

)

+

�

u

p

�

i

+ v

i

� u

i

t;

� 

i

�x

� 2�

i

 

i

u

i

��

e

��

i

((v

i

�u

i

t)

2

+2(u

i

;x))

+ 

1

 

2

�

j

d

2

p

�

e

��

1

((v

1

�u

1

t)

2

+2(u

1

;x))��

2

((v

2

�u

2

t)

2

+2(u

2

;x))

e

�

j

((v

j

�u

j

t)

2

+2(u

j

;x))

�

Z

R

3

F

ij

e

�w

2

dw

�

�

�

�

�

�

�

i

e

�

i

((v

i

�u

i

t)

2

+2(u

i

;x))

�

�3=2

e

�u

2

du

+ 

1

 

2

�

1

�

2

d

2

�

2

e

��

1

((v

1

�u

1

t)

2

+2(u

1

;x))��

2

((v

2

�u

2

t)

2

+2(u

2

;x))
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�e

�

1

((v

1

�u

1

t)

2

+2(u

1

;x))+�

2

((v

2

�u

2

t)

2

+2(u

2

;x))

Z

R

6

F

ij

e

�w

2

�u

2

dwdu

3

5

;

ÿêèé ïiñëÿ ñïðîùåííÿ ïðèâîäèòü äî îñòàòî÷íîãî âèãëÿäó �

0

ç (3.34) çi

çáåðåæåííÿì (3.16). Îòæå,

�

0

= sup

(t;x)2R

4

2

X

i;j=1;i6=j

2

4

Z

R

3

�

�

�

�

� 

i

�t

+ 2�

i

 

i

((v

i

;u

i

)� tu

2

i

)

+

�

u

p

�

i

+ v

i

� u

i

t;

� 

i

�x

� 2�

i

 

i

u

i

�

+ 

1

 

2

�

j

d

2

p

�

Z

R

3

F

ij

e

�w

2

dw

�

�

�

�

�

�

�

i

�

�3=2

e

�u

2

du

+ 

1

 

2

�

1

�

2

d

2

�

2

Z

R

6

F

ij

e

�w

2

�u

2

dwdu

3

5

(iñíóâàííÿ çíà÷åíü � i �

0

ñëiäó¹ ç óìîâ Òåîðåìè 3.2). Äàëi, ïiñëÿ äåÿêèõ

ñïðîùåíü, à ñàìå ïiñëÿ ðîçêðèòòÿ äóæîê ïiä çíàêîì ìîäóëÿ òà ïðèâåäåííÿ

ïîäiáíèõ, îòðèìà¹ìî íàñòóïíå:

�

0

= sup

(t;x)2R

4

2

X

i;j=1;i6=j

2

4

Z

R

3

�

�

�

�

� 

i

�t

+

�

u

p

�

i

+ v

i

� u

i

t;

� 

i

�x

�

� 2 

i

p

�

i

(u;u

i

)

+ 

1

 

2

�

j

d

2

p

�

Z

R

3

F

ij

e

�w

2

dw

�

�

�

�

�

�

�

i

�

�3=2

e

�u

2

du

+ 

1

 

2

�

1

�

2

d

2

�

2

Z

R

6

F

ij

e

�w

2

�u

2

dwdu

3

5

;

ùî çàâäÿêè ïåðåïîçíà÷åííÿì çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

�

0

= �

�3=2

sup

(t;x)2R

4

2

X

i;j=1;i6=j

�

i

Z

R

3

�

�

�

�

�

� 

i

�t

+A

ij

+ B

i

�

�

�

�

+ A

ij

�

e

�u

2

du; (3.39)

äå

A

ij

= A

ij

(t;x;u;w) =  

1

 

2

�

j

d

2

p

�

Z

R

3

F

ij

e

�w

2

dw; i; j = 1; 2; i 6= j; (3.40)
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B

i

= B

i

(t;x;u) =

�

u

p

�

i

+ v

i

� u

i

t;

� 

i

�x

�

�2 

i

p

�

i

(u;u

i

); i = 1; 2: (3.41)

Ïåðåõiä äî ãðàíèöi ïðè �

i

! +1; i = 1; 2 â (3.39) ìîæå áóòè

çðîáëåíèé òàêèì æå ÷èíîì, ÿê ïðè äîâåäåííi Òåîðåìè 3.1 (çàâäÿêè

ãëàäêîñòi �óíêöié  

i

(t;x); i = 1; 2 ç óðàõóâàííÿì ïðèïóùåíü

Òåîðåìè 3.2, à òàêîæ çàñòîñîâóþ÷è Ëåìó 3.1 òà òåõíiêó ðîçâèâåíó ïðè

äîâåäåííi Òåîðåìè 3.1), àëå ðåçóëüòàò áóäå iíøèé. Äiéñíî, ÿêùî âðàõóâàòè,

ùî ðiâíîìiðíî íà êîæíîìó êîìïàêòi ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà ðiâíiñòü (âèïëèâà¹

ç (3.16) òà (3.4) ïðè óìîâi (3.33)):

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

F

ij

= jv

i

� v

j

j; i; j = 1; 2; i 6= j; (3.42)

òî ïåðåõiä äî íèçüêîòåìïåðàòóðíî¨ ãðàíèöi â (3.40) òà ïîäàëüøå

iíòåãðóâàííÿ ïî çìiííié w , äà¹ íàñòóïíèé ðåçóëüòàò:

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

A

ij

=  

1

 

2

�d

2

�

j

jv

i

� v

j

j; i; j = 1; 2; i 6= j: (3.43)

�ðàíèöÿ B

i

çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðà n

i

(óìîâè (3.4) i (3.33)):

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

B

i

=

�

v

i

;

� 

i

�x

�

+ 2 

i

H

i

; i = 1; 2; (3.44)

äå

H

i

=

2

4

0; n

i

>

1

2

�(u;u

oi

); n

i

=

1

2

:

(3.45)

Îòæå, îñòàòî÷íî, ïåðåõiä äî ãðàíèöi ïðè íèçüêèõ çíà÷åííÿõ

òåìïåðàòóð ó âèðàçi (3.39), ç âèêîðèñòàííÿì (3.43)�(3.44) áóäå âèãëÿäàòè

íàñòóïíèì ÷èíîì:

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

�

0

= �

�3=2

sup

(t;x)2R

4

2

X

i;j=1;i6=j

�

i

Z

R

3

�

�

�

�

�

� 

i

�t

+

�

v

i

;

� 

i

�x

�

+ 

1

 

2

�d

2

�

j

jv

1

� v

2

j+ 2 

i

H

i

�

�

+  

1

 

2

�d

2

�

j

jv

1

� v

2

j

�

e

�u

2

du

= �

�3=2

2

X

i;j=1;i6=j

�

i

sup

(t;x)2R

4

Z

R

3

�

�

�

�

� 

i

�t

+

�

v

i

;

� 

i

�x

�

+ 

1

 

2

�d

2

�

j

jv

1

� v

2

j+ 2 

i

H

i

�

�

e

�u

2

du

(3.46)
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+�

�1=2

2

X

i;j=1;i6=j

d

2

�

i

�

j

jv

1

� v

2

j sup

(t;x)2R

4

Z

R

3

 

1

 

2

e

�u

2

du;

äå H

i

ç (3.45).

Äëÿ âèïàäêó H

i

= 0 ãðàíèöÿ (3.46) ïåðåïèøåòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

�

0

= �

�3=2

2

X

i;j=1;i6=j

�

i

sup

(t;x)2R

4

Z

R

3

�

�

�

�

� 

i

�t

+

�

v

i

;

� 

i

�x

�

+ 

1

 

2

�d

2

�

j

jv

1

� v

2

j

�

�

e

�u

2

du

+�

�1=2

2

X

i;j=1;i6=j

d

2

�

i

�

j

jv

1

� v

2

j sup

(t;x)2R

4

Z

R

3

 

1

 

2

e

�u

2

du;

(3.47)

ùî ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ ïî u ïðèâîäèòü äî (3.35).

Ó âèïàäêó H

i

= �(u;u

oi

) â (3.47) ç'ÿâëÿ¹òüñÿ äîäàòêîâèé äîäàíîê

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

�

0

= �

�3=2

2

X

i;j=1;i6=j

�

i

sup

(t;x)2R

4

Z

R

3

�

�

�

�

� 

i

�t

+

�

v

i

;

� 

i

�x

�

+ 

1

 

2

�d

2

�

j

jv

1

� v

2

j � 2 

i

(u;u

oi

)

�

�

e

�u

2

du

+�

�1=2

2

X

i;j=1;i6=j

d

2

�

i

�

j

jv

1

� v

2

j sup

(t;x)2R

4

Z

R

3

 

1

 

2

e

�u

2

du

=

2

X

i;j=1;i6=j

�

i

sup

(t;x)2R

4

�

�

�

�

� 

i

�t

+

�

v

i

;

� 

i

�x

�

+  

1

 

2

�d

2

�

j

jv

1

� v

2

j

�

�

�

�

+2�d

2

�

1

�

2

jv

1

� v

2

j sup

(t;x)2R

4

( 

1

 

2

)

+�

�3=2

2

X

i=1

�

i

sup

(t;x)2R

4

Z

R

3

2 

i

j(u;u

oi

)j e

�u

2

du:

(3.48)

�îçãëÿíåìî îñòàííié äîäàíîê â (3.48) äåòàëüíiøå. Iñíóâàííÿ ñóïðåìóìà

â íüîìó, î÷åâèäíî, âèïëèâà¹ ç îáìåæåíîñòi �óíêöi¨, ÿêà ïiä íèì ñòî¨òü, à

ñàìå çàâäÿêè ãëàäêîñòi é îáìåæåíîñòi �óíêöi¨  

i

=  

i

(t;x); i = 1; 2 . Äàëi,

áåçïîåðåäíiì iíòåãðóâàííÿì â ñ�åðè÷íié ñèñòåìi êîîðäèíàò, îòðèìà¹ìî:

Z

R

3

j(u;u

oi

)j e

�u

2

du = 2�ju

oi

j:
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Òàêèì ÷èíîì, ïðè n

i

>

1

2

ìè îòðèìó¹ìî çíà÷åííÿ ãðàíèöi (3.36).

Îòæå, iñòèííiñòü âñiõ òâåðäæåíü òåîðåìè äîâåäåíà. 2

Íàñëiäîê 3.1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ âèìîãè Òåîðåìè 3.2, à ñàìå

(3.31), (3.4) é (3.33), i �óíêöi¨  

i

=  

i

(t;x) ìàþòü âèãëÿä

 

i

= D

i

C

i

(t); i = 1; 2; (3.49)

äå D

i

> 0 ; à ãëàäêi, íåâiä'¹ìíi �óíêöi¨ C

i

(t); i = 1; 2 , òàêi, ùî âèðàçè

tC

i

(t) é C

0

i

(t) îáìåæåíi íà R

1

.

Òîäi:

à) äëÿ C

1

, C

2

, v

1

, v

2

, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíi óìîâè

supp C

1

\ supp C

2

= � (3.50)

àáî

v

1

= v

2

; (3.51)

ñïðàâåäëèâå òâåðäæåííÿ (3.7);

á) äëÿ äîâiëüíèõ C

1

, C

2

, v

1

, v

2

äiéñíî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ:

8" > 0; 9Æ > 0; 8D

1

; D

2

; d : 0 < D

1

; D

2

; d < Æ;

9�

o

> 0; 8�

1

; �

2

> �

o

� < ":

(3.52)

Äîâåäåííÿ. Âèìîãà (3.49) ðàçîì ç óìîâàìè, ÿêi áóëè íàêëàäåíi

íà �óíêöi¨ C

i

(t); i = 1; 2 â äàíîìó íàñëiäêó, çàáåçïå÷óþòü âèêîíàííÿ

ïðèïóùåíü Òåîðåìè 3.2. Îòæå, âèðàçè (3.35) i (3.36), âðàõîâóþ÷è òîé �àêò,

ùî �óíêöi¨  

i

; i = 1; 2 òåïåð áóäóòü ìàòè âèãëÿä (3.49), ïåðåòâîðþþòüñÿ:

äëÿ n

i

>

1

2

íà

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

�

0

=

2

X

i;j=1;i6=j

�

i

sup

t2R

1

�

�

D

i

C

0

i

(t) +D

1

D

2

C

1

(t)C

2

(t)�d

2

�

j

jv

1

� v

2

j

�

�

+2�d

2

D

1

D

2

�

1

�

2

jv

1

� v

2

j sup

t2R

1

(C

1

(t)C

2

(t)) = L

1

;

(3.53)
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à äëÿ n

i

=

1

2

� íà

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

�

0

= L

1

+

4

p

�

2

X

i=1

D

i

�

i

ju

oi

j sup

t2R

1

C

i

(t): (3.54)

Äàëi, çàâäÿêè ïðèïóùåííÿì (3.50) àáî (3.51), àáî ïðè d! 0 (îñòàííÿ

óìîâà � ¹äèíèé íîâèé ÷èííèê â (3.52) ó ïîðiâíÿííi ç (3.7)), íåíóëüîâèìè

äîäàíêàìè â (3.53) é (3.54) áóäóòü òiëüêè

D

i

sup

t2R

1

jC

0

i

(t)j; D

i

sup

t2R

1

jC

i

(t)j; i = 1; 2:

Îáèäâà öi ñóïðåìóìè, çàâäÿêè ãëàäêîñòi �óíêöié C

i

(t) , ñêií÷åííi. Òàêèì

÷èíîì, ìè îòðèìó¹ìî òâåðäæåííÿ (3.7) i (3.52) äëÿ ñèòóàöié à) i á) äàíîãî

íàñëiäêó âiäïîâiäíî. 2

Iñíóþòü òàêîæ ùå äâà ìîæëèâèõ âàðiàíòè, êîëè ïîêàçíèê ñòóïåíÿ

â (3.31) ìiñòèòü â ñîái íå îáèäâà äîäàíêè, à òiëüêè ÿêèéñü îäèí ç íèõ.

Ïåðøèé ç òàêèõ âàðiàíòiâ îïèñó¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.3. Íåõàé â áiìîäàëüíîìó ðîçïîäiëi (2.9) êîå�iöi¹íòíi

�óíêöi¨ ìàþòü âèãëÿä:

'

i

(t;x) =  

i

(t;x) exp

�

��

i

(v

i

� u

i

t)

2

	

; i = 1; 2; (3.55)

äå �óíêöi¨  

i

(t;x) > 0 , i = 1; 2 ãëàäêi i òàêi, ùî äîáóòêè âåëè÷èí (3.32)

íà ìíîæíèêè exp f2�

i

(u

i

;x)g , i = 1; 2 îáìåæåíi ïî t; x íà R

4

.

Êðiì òîãî, íåõàé âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (3.4)

u

i

=

u

oi

�

n

i

i

; i = 1; 2

äå

n

i

> 1: (3.56)

Òîäi ñïðàâåäëèâèì ¹ òâåðäæåííÿ (3.34), òîáòî � 6 �

0

, ïðè÷îìó äëÿ

n

i

> 1
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lim

�

i

!+1

(i=1;2)

�

0

=

2

X

i;j=1;i6=j

�

i

sup

(t;x)2R

4

�

�

�

�

�

i

(x)

�

� 

i

�t

+

�

v

i

;

� 

i

�x

��

+ 

1

(t;x) 

2

(t;x)�

1

(x)�

2

(x)�d

2

�

j

jv

1

� v

2

j

�

�

+ 2�d

2

�

1

�

2

jv

1

� v

2

j

� sup

(t;x)2R

4

[�

1

(x)�

2

(x) 

1

(t;x) 

2

(t;x)℄ = 
;

(3.57)

à äëÿ n

i

= 1

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

�

0

= 
+ 2

2

X

i=1

�

i

j(u

oi

;v

i

)j sup

(t;x)2R

4

f�

i

(x) 

i

(t;x)g; (3.58)

äå

�

i

(x) =

2

4

1; ÿêùî n

i

> 1;

exp f2(u

oi

;x)g ; ÿêùî n

i

= 1;

i = 1; 2: (3.59)

Äîâåäåííÿ. Ïðîäè�åðåíöiþ¹ìî �óíêöiþ '

i

(t;x) ç (3.55) ïî

çìiííèì t i x :

�'

i

�t

=

�

� 

i

�t

+ 2�

i

 

i

�

(v

i

;u

i

)� tu

2

i

�

�

exp

�

��

i

(v

i

� u

i

t)

2

	

; (3.60)

�'

i

�x

=

� 

i

�x

exp

�

��

i

(v

i

� u

i

t)

2

	

: (3.61)

Äàëi, ñêîðèñòà¹ìîñÿ îöiíêîþ (3.15), ïiäñòàâèâèøè çàìiñòü �óíêöi¨ '

i

òà ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ

�'

i

�t

i

�'

i

�x

âèðàçè (3.55), (3.60) i (3.61) âiäïîâiäíî,

íå çàáóâøè ïðè öüîìó ñêîðèñòàòèñÿ �îðìóëîþ (3.17), òîäi

�

0

= sup

(t;x)2R

4

2

X

i;j=1;i6=j

2

4

Z

R

3

�

�

�

�

e

��

i

(v

i

�u

i

t)

2

�

� 

i

�t

+ 2�

i

 

i

�

(u

i

;v

i

)� tu

2

i

�

�

+

�

u

p

�

i

+ v

i

� u

i

t;

� 

i

�x

�

e

��

i

(v

i

�u

i

t)

2

+ 

1

 

2

e

��

1

(v

1

�u

1

t)

2

e

��

2

(v

2

�u

2

t)

2

�

j

e

�

j

((v

j

�u

j

t)

2

+2(u

j

;x))

d

2

p

�

Z

R

3

F

ij

e

�w

2

dw

�

�

�

�

�

�

��

i

e

�

i

((v

i

�u

i

t)

2

+2(u

i

;x))

�

�3=2

e

�u

2

du+  

1

 

2

e

��

1

(v

1

�u

1

t)

2

e

��

2

(v

2

�u

2

t)

2

�

�

d

�

�

2

�

1

�

2

e

�

1

((v

1

�u

1

t)

2

+2(u

1

;x))

e

�

2

((v

2

�u

2

t)

2

+2(u

2

;x))

Z

R

6

F

ij

e

�w

2

�u

2

dwdu

3

5

;
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à âiäòàê

�

0

= sup

(t;x)2R

4

2

X

i;j=1;i6=j

2

4

Z

R

3

�

�

�

�

� 

i

�t

+ 2�

i

 

i

�

(u

i

;v

i

)� tu

2

i

�

+

�

u

p

�

i

+ v

i

� u

i

t;

� 

i

�x

�

+ 

1

 

2

�

j

e

2�

j

(u

j

;x)

d

2

p

�

Z

R

3

F

ij

e

�w

2

dw

�

�

�

�

�

�

�

i

e

2�

i

(u

i

;x)

�

�3=2

e

�u

2

du

+ 

1

 

2

�

d

�

�

2

�

1

�

2

e

2(x;�

1

u

1

+�

2

u

2

)

Z

R

6

F

ij

e

�w

2

�u

2

dwdu

3

5

;

(3.62)

äå F

ij

çíîâó ìàþòü âèãëÿä (3.16). Îòðèìàíà îöiíêà �

0

äëÿ (3.34)

áóäå êîðåêòíî âèçíà÷åíà çàâäÿêè óìîâàì Òåîðåìè 3.3 òà çáiæíîñòi âñiõ

iíòåãðàëiâ, ÿêi äî íå¨ âõîäÿòü. Òàê ñàìî ÿê i ïðè äîâåäåííi Òåîðåìè 3.2,

àíàëîãi÷íî âèðàçó (3.39), ïðîâåäåìî ïåðåïîçíà÷åííÿ â (3.62) (àëå çàðàç ÿê

ñàì âèðàç (3.39) òàê i âèðàçè (3.40), (3.41) áóäóòü äåùî ñêëàäíiøi):

�

0

= �

�3=2

sup

(t;x)2R

4

2

X

i=1

�

i

e

2�

i

(u

i

;x)

Z

R

3

�

�

�

�

�

� 

i

�t

+A

ij

+ B

i

�

�

�

�

+ A

ij

�

e

�u

2

du; (3.63)

A

ij

= A

ij

(t;x;u;w) =  

1

 

2

d

2

p

�

�

j

e

2�

j

(u

j

;x)

Z

R

3

F

ij

e

�w

2

dw; i 6= j; (3.64)

B

i

= B

i

(t;x;u) =

�

u

p

�

i

+ v

i

� u

i

t;

� 

i

�x

�

+ 2�

i

 

i

�

(u

i

;v

i

)� tu

2

i

�

(3.65)

Ïåðåéäåìî â îòðèìàíèõ âèðàçàõ äî ãðàíèöi ïðè �

i

! +1; i = 1; 2

àíàëîãiíî òîìó, ÿê öå áóëî çðîáëåíî â äîâåäåííi Òåîðåìè 3.2 (âðàõîâóþ÷è

óìîâè (3.4) i (3.56)), à ïîòiì ïðîiíòåãðó¹ìî ¨õ ïî çìiííié w , ïðè öüîìó

ëåãêî áà÷èòè, ùî (3.42) íå çìiíèòüñÿ. Îòæå,

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

A

ij

=  

1

 

2

�d

2

�

j

�

j

(x)jv

i

� v

j

j; i; j = 1; 2; i 6= j; (3.66)

äå �

j

(x) ìà¹ âèãëÿä (3.59) òiëüêè ç iíäåêñîì j ;

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

B

i

=

�

v

i

;

� 

i

�x

�

+ 2 

i

H

0

i

; i = 1; 2; (3.67)
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äå

H

0

i

=

2

4

0; n

i

> 1;

(u

oi

;v

i

); n

i

= 1:

(3.68)

Âiäòàê ãðàíè÷íèé ïåðåõiä â (3.63) (éîãî îá ðóíòóâàííÿ ïðîâîäèòüñÿ

àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê öå áóëî çðîáëåíî â äîâåäåííÿõ Òåîðåìè 3.1 òà

Òåîðåìè 3.2), áåðó÷è äî óâàãè (3.66)�(3.68), òà ïîäàëüøå iíòåãðóâàííÿ ïî

çìiííié u ïðèâåäå äî âèðàçiâ (3.57) òà (3.58), ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè. 2

Íàñëiäîê 3.2. Íåõàé âèêîíàíi óìîâè Òåîðåìè 3.3, i �óíêöi¨

 

i

(t;x); i = 1; 2 ìàþòü âèãëÿä:

 

i

(t;x) =

D

i

(1 + t

2

)

l

i

C

i

([x� v

i

℄) ; i = 1; 2; (3.69)

ÿêùî

(v

i

;u

i

) = 0; i = 1; 2; (3.70)

òà

 

i

(t;x) =

D

i

(1 + t

2

)

l

i

C

i

(x) ; i = 1; 2 (3.71)

äëÿ äîâiëüíèõ v

1

; v

2

, äå âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (3.3) (D

i

> 0 , l

i

>

1

2

,

i = 1; 2 ), é �óíêöi¨ C

i

; i = 1; 2 íàëåæàòü P (R

3

) . Òîäi îáèäâà òâåðäæåííÿ

Íàñëiäêó 3.1 çàëèøàþòüñÿ âiðíèìè.

Äîâåäåííÿ. Ïåðåâiðèìî, ÷è áóäå âèðàç (3.69) ïðè âêàçàíié â äàíîìó

íàñëiäêó óìîâi (3.70) óçãîäæóâàòèñÿ ç âèìîãàìè Òåîðåìè 3.3. �îçêëàäåìî

äîâiëüíèé âåêòîð x 2 R

3

ïî îðòîãîíàëüíîìó áàçèñó (çâàæàþ÷è íà (3.70))

u

i

;v

i

; [u

i

� v

i

℄; òîáòî x = x

1

u

i

+ x

2

v

i

+ x

3

[u

i

� v

i

℄;

òîäi

 

i

e

2�

i

(u

i

;x)

=

D

i

(1 + t

2

)

l

i

C

i

([x� v

i

℄)e

2�

i

(u

i

;x)

=

D

i

(1 + t

2

)

l

i

C

i

(x

1

[u

i

� v

i

℄� x

3

[v

i

� [u

i

� v

i

℄℄)e

2�

i

x

1

u

2

i

=

D

i

(1 + t

2

)

l

i

C

i

(x

1

[u

i

� v

i

℄� x

3

u

i

v

2

i

)e

2�

i

x

1

u

2

i

;

(3.72)
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îäíàê çi çðîñòàííÿì x

1

, êîëè åêñïîíåíòà â (3.72) òàêîæ çðîñòà¹, àðãóìåíò

�óíêöi¨ C

i

âíå çàëåæíîñòi âiä ïîâåäiíêè x

3

, î÷åâèäíî, òåæ çáiëüøó¹òüñÿ

(x

2

â (3.72) âiäñóòí¹ çàâäÿêè ïåðïåíäèêóëÿðíîñòi êîìïîíåíòiâ öüîãî

àðãóìåíòó). Òàêèì ÷èíîì, �óíêöiÿ C

i

àáî çíèêíå (ÿêùî âîíà �iíiòíà),

àáî áóäå ïðèãíi÷óâàòè ðiñò åêñïîíåíòè ç óðàõóâàííÿì ïðèïóùåííÿ ïðî

¨¨ øâèäêå ñïàäàííÿ. Îòæå, âèðàç (3.72) â öiëîìó áóäå îáìåæåíèé ïðè

x

3

!1 . Äîáóòîê (3.72) íà t òàêîæ îáìåæåíèé çàâäÿêè (3.3). Ïîõiäíà

� 

i

�t

âåäå ñåáå àáñîëþòíî òàê ñàìî (âèðàç

2D

i

l

i

jtj

(1+t

2

)

l

i

+1

áóäå îáìåæåíèé ç îãëÿäó íà

(3.3)). Êðiì òîãî, ç (3.69) ìè çíàõîäèìî:

� 

i

�x

=

D

i

(1 + t

2

)

l

i

[v

i

�r

x

C

i

([x� v

i

℄)℄ ; i = 1; 2; (3.73)

òîáòî âèðàçè

�

�

�

�

� 

i

�x

�

�

�

�

e

2�

i

(u

i

;x)

; t

�

u

i

;

� 

i

�x

�

e

2�

i

(u

i

;x)

îáìåæåíi ç òèõ æå ïðè÷èí, ùî i (3.72), îñêiëüêè r

x

C

i

([x� v

i

℄) �iíiòíèé

àáî øâèäêî ñïàäíèé (Îçíà÷åííÿ 3.1).

Î÷åâèäíî, ùî âèðàç (3.71), ïðè âêàçàíèõ ó äàíîìó íàñëiäêó óìîâàõ,

òàêîæ óçãîäæó¹òüñÿ ç âèìîãàìè Òåîðåìè 3.3 çàâäÿêè àíàëîãi÷íèì

ìiðêóâàííÿì òà Îçíà÷åíþ 3.1 äëÿ �óíêöi¨ C

i

(x); i = 1; 2 .

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ îáîõ âèðàçiâ (3.69), (3.71) âñi óìîâè Òåîðåìè 3.3

âèêîíóþòüñÿ. Îòæå, òâåðäæåííÿ (3.57) àáî (3.58) âiðíi. Ïðè öüîìó, ÿêùî

âèêîíó¹òüñÿ (3.70), òî äðóãèé äîäàíîê â (3.58) çíèêà¹, òîáòî öå âàæëèâî

òiëüêè, êîëè n

i

= 1 i âèêîíó¹òüñÿ (3.69).

Äàëi, â îáîõ âèïàäêàõ à), á) Íàñëiäêó 3.1 ¹äèíèì íåíóëüîâèì âèðàçîì

â (3.57) çàëèøà¹òüñÿ

�

i

(x)

�

� 

i

�t

+

�

v

i

;

� i

�x

��

:

Àëå â (3.58) äîäàòêîâèé äîäàíîê äî 
 ìîæå çàëèøèòèñÿ ó âèïàäêó (3.71).

Îäíàêî, ÿê âèäíî ç (3.73), ïðè âèêîíàííi (3.69), ìè ìà¹ìî

�

v

i

;

� 

i

�x

�

= 0; i = 1; 2;
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òà äëÿ (3.71)

�

v

i

;

� 

i

�x

�

=

D

i

(1 + t

2

)

l

i

(v

i

;r

x

C

i

(x)) ; i = 1; 2;

òàê, äëÿ âñiõ ìîæëèâèõ âèïàäêiâ, òâåðäæåííÿ (3.57), (3.58) ïðè

ïîñòiéíèõ ÷èííèêàõ ñêîðîòÿòüñÿ äî çíà÷åíü òèïó (3.30), äå âèçíà÷åíi

àáî áåçïîñåðåäíüî �óíêöi¨ C

i

; i = 1; 2 , àáî ¨õ ãðàäi¹íòè. Öåé �àêò,

î÷åâèäíî, ïðèçâîäèòü äî (3.7) i (3.52) òàê ñàìî, ÿê i â äîâåäåíi

ïîïåðåäíüîãî íàñëiäêó. 2

Çàóâàæåííÿ 3.2. Âèðàçè (3.69) i (3.71) ñõîæi, àëå âîíè íå

çàìiíþþòü îäèí îäíîãî. Äiéñíî, C

i

([x � v

i

℄) îïèñó¹ �óíêöiþ âiä x ,

ÿêà ¹ ïîñòiéíîþ óçäîâæ âåêòîðà v

i

, òîáòî (çàâäÿêè (3.70)) â íàïðÿìêó

ïåðïåíäèêóëÿðíîìó íàïðÿìêó ïðèñêîðåííÿ i óùiëüíåííÿ i -ãî ïîòîêó, i

�iíiòíà àáî øâèäêî ñïàäíà, çîêðåìà, óçäîâæ âåêòîðà u

i

, òîáòî â íàïðÿìêó

ðîñòó ìíîæíèêà �

i

(x) ("öèëiíäð" ). Òèì íå ìåíø, (3.71) âiäïîâiäà¹

äåÿêîìó " çãóñòêó" ãàçó, çîñåðåäæåíîìó íà îáìåæåíîìó â R

3

íîñi¨, à

÷èííèêè çàëåæíi âiä t , ÿêi âõîäÿòü äî (3.69) òà (3.71), îçíà÷àþòü, ùî

âçà¹ìîäiÿ ìiæ äâîìà òå÷iÿìè ñëàáøà¹ ïðè t ! �1 , àëå íå çàíàäòî

øâèäêî.

Òåîðåìà 3.4. Íåõàé �óíêöi¨ '

i

= '

i

(t;x); i = 1; 2 â áiìîäàëüíîìó

ðîçïîäiëi (2.9) ìàþòü âèãëÿä:

'

i

(t;x) =  

i

(t;x) expf�2�

i

(u

i

;x)g ; i = 1; 2; (3.74)

i âèìîãè

u

i

=

u

oi

�

n

i

i

; v

i

=

v

oi

�

k

i

i

; i = 1; 2 (3.75)

ñïðàâåäëèâi ïðè

n

i

>

1

2

; k

i

>

1

2

; i = 1; 2; (3.76)

äå u

oi

;v

oi

2 R

3

� äîâiëüíi �iêñîâàíi âåêòîðè.
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Êðiì òîãî, íåõàé ãëàäêi, íåâiä'¹ìíi �óíêöi¨  

i

(t;x); i = 1; 2

ãàðàíòóþò îáìåæåíiñòü íà R

4

äîáóòêiâ âåëè÷èí

 

i

;

� 

i

�t

;

�

�

�

�

� 

i

�x

�

�

�

�

;  

i

t; t

�

u

i

;

� 

i

�x

�

; i = 1; 2

íà ìíîæíèêè âèãëÿäó exp

�

�

i

(v

i

� u

i

t)

2

	

.

Òîäi îöiíêà (3.34) çàëèøà¹òüñÿ âiðíîþ, ïðè öüîìó:

1. ßêùî n

i

>

1

2

; k

i

>

1

2

, òî

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

�

0

=

2

X

i=1

�

i

sup

(t;x)2R

4

�

�

�

�

� 

i

�t

�

�

�

�

: (3.77)

2. ßêùî n

i

>

1

2

; k

i

=

1

2

, òî

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

�

0

=

2

X

i=1

�

i

e

v

2

oi

sup

(t;x)2R

4

�

�

�

�

� 

i

�t

�

�

�

�

: (3.78)

3. ßêùî n

i

=

1

2

; k

i

>

1

2

, òî

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

�

0

=

2

X

i=1

�

i

sup

(t;x)2R

4

�

e

t

2

u

2

oi

�

�

�

�

� 

i

�t

+ 2 

i

(t;x)tu

2

oi

�

�

�

�

�

+

4

p

�

2

X

i=1

�

i

ju

oi

j sup

(t;x)2R

4

n

e

t

2

u

2

oi

 

i

(t;x)

o

:

(3.79)

4. ßêùî n

i

= k

i

=

1

2

, òî

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

�

0

=

2

X

i=1

�

i

sup

(t;x)2R

4

�

e

(v

oi

�u

oi

t)

2

�

�

�

�

� 

i

�t

+ 2 

i

(t;x)tu

2

oi

�

�

�

�

�

+2

2

X

i=1

�

i

�

2ju

oi

j

p

�

+ j(u

oi

;v

oi

)j

�

sup

(t;x)2R

4

n

e

(v

oi

�u

oi

t)

2

 

i

(t;x)

o

:

(3.80)

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî äëÿ �óíêöié âèãëÿäó (3.74) àíàëîãè

�îðìóë (3.60)�(3.62) áóäóòü íàñòóïíèìè:

�'

i

�t

=

� 

i

�t

exp f�2�

i

(u

i

;x)g ;

�'

i

�x

=

�

� 

i

�x

� 2�

i

 

i

u

i

�

exp f�2�

i

(u

i

;x)g ;
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�

0

= sup

(t;x)2R

4

2

X

i;j=1;i6=j

2

4

Z

R

3

�

�

�

�

� 

i

�t

+

�

u

p

�

i

+ v

i

� u

i

t;

� 

i

�x

�

�2

�

u

p

�

i

+ v

i

� u

i

t; �

i

 

i

u

i

�

+  

1

 

2

�

j

e

�

j

(v

j

�u

j

t)

2

d

2

p

�

Z

R

3

F

ij

e

�w

2

dw

�

�

�

�

�

�

��

i

e

�

i

(v

i

�u

i

t)

2

�

�3=2

e

�u

2

du

+ 

1

 

2

�

d

�

�

2

�

1

�

2

e

�

1

(v

1

�u

1

t)

2

+�

2

(v

2

�u

2

t)

2

Z

R

6

F

ij

e

�w

2

�u

2

dwdu

3

5

:

Òàêèì ÷èíîì, çàìiñòü (3.63)�(3.65) ìè îòðèìà¹ìî:

�

0

= �

�3=2

sup

(t;x)2R

4

2

X

i=1

�

i

e

�

i

(v

i

�u

i

t)

2

�

Z

R

3

�

�

�

�

�

� 

i

�t

+ A

ij

+B

i

�

�

�

�

+ A

ij

�

e

�u

2

du;

(3.81)

A

ij

= A

ij

(t;x;u;w) =  

1

 

2

d

2

p

�

�

j

e

�

j

(v

j

�u

j

t)

2

Z

R

3

F

ij

e

�w

2

dw; i 6= j; (3.82)

B

i

= B

i

(t;x;u) =

�

u

p

�

i

+ v

i

� u

i

t;

� 

i

�x

�

+2�

i

 

i

�

�

1

p

�

i

(u;u

i

)� (u

i

;v

i

) + tu

2

i

�

:

(3.83)

Äàëi, çàñòîñîâóþ÷è Ëåìó 3.1 òà òåõíiêó ðîçâèâåíó ïðè äîâåäåííi

Òåîðåìè 3.1, ãðàíèöÿ åêñïîíåíò, ÿêi âõîäÿòü äî �

0

ç (3.81), çàëåæèòü âiä

çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ n

i

, k

i

, i = 1; 2 íàñòóïíèì ÷èíîì:

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

e

�

i

(v

i

�u

i

t)

2

= �

i

(t) =

2

6

6

6

6

6

4

1; ÿêùî n

i

>

1

2

; k

i

>

1

2

e

v

2

oi

; ÿêùî n

i

>

1

2

; k

i

=

1

2

e

t

2

u

2

oi

; ÿêùî n

i

=

1

2

; k

i

>

1

2

e

(v

oi

�u

oi

t)

2

; ÿêùî n

i

= k

i

=

1

2

:

(3.84)

Òîìó, ïiñëÿ ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó, àíàëîãi÷íà åêñïîíåíòà â (3.82) (ç

iíäåêñîì j 6= i ) çàâæäè ìà¹ ñêií÷åííó ãðàíèöþ �

j

(t) , òîáòî A

ij

â

öiëîìó ïðÿìó¹ äî íóëÿ çàâäÿêè óìîâàì (3.75), (3.76), çâàæàþ÷è íà (3.26).
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Íàðåøòi, çàâäÿêè âñå òèì æå óìîâàì (3.75), (3.76) â (3.83) çàëèøèòüñÿ

òiëüêè äðóãèé äîäàíîê:

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

B

i

= 2 

i

H

00

i

(t); i = 1; 2; (3.85)

äå

H

00

i

(t) =

2

6

6

4

0; ÿêùî n

i

>

1

2

; k

i

>

1

2

tu

2

oi

� (u;u

oi

); ÿêùî n

i

=

1

2

; k

i

>

1

2

tu

2

oi

� (u;u

oi

)� (u

oi

;v

oi

); ÿêùî n

i

= k

i

=

1

2

:

(3.86)

Ïðèéìàþ÷è äî óâàãè (3.82)�(3.86), òà òîé �àêò, ùî

íèçüêîòåìïåðàòóðíà ãðàíèöÿ âèðàçó (3.82) äîðiâíþ¹ íóëþ, ãðàíè÷íèé

ïåðåõiä â (3.81) ïðèâîäèòü äî (3.77)�(3.80), ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè. 2

Íàñëiäîê 3.3. Íåõàé çáåðiãàþòüñÿ âñi óìîâè Òåîðåìè 3.4. Òîäi

òâåðäæåííÿ (3.7) ñïðàâåäëèâå, ÿêùî �óíêöi¨  

i

(t;x); i = 1; 2 ìàþòü

âèãëÿä

 

i

(t;x) = D

i

C

i

(t)E

i

(x); i = 1; 2; (3.87)

äå D

i

> 0 ; C

i

(t) 2 P (R

1

) i E

i

(x) > 0 � ãëàäêi òà îáìåæåíi ðàçîì ç

r

x

E

i

(x) �óíêöi¨ âiä x 2 R

3

.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî �óíêöi¨ (3.87) ç óðàõóâàííÿì óìîâ, ÿêi

íàêëàäàþòüñÿ â äàíîìó íàñëiäêó, çàáåçïå÷óþòü îáìåæåíiñòü âñiõ çãàäàíèõ

â Òåîðåìi 3.4 âèðàçiâ. Êðiì òîãî, áåçïîñåðåäíüî ç (3.77)�(3.80) âèäíî, ùî âñi

ñóïðåìóìè, ùî âõîäÿòü â öi �îðìóëè, ñêií÷åííi äëÿ áóäü-ÿêèõ ìîæëèâèõ

çíà÷åíü ïîñòiéíèõ n

i

; k

i

ç (3.76), ùî, ç óðàõóâàííÿì íàÿâíîñòi â (3.87)

ìíîæíèêà D

i

; i = 1; 2 , ïðèâîäèò äî (3.7). 2

Çàóâàæåííÿ 3.3. Ìîæëèâî áóëî á öiêàâî ìiíiìiçóâàòè âèðàçè

(3.79), (3.80) ðîçâ'ÿçóþ÷è íàñòóïíå äè�åðåíöiéíå ðiâíÿííÿ (äëÿ êîæíîãî

i = 1; 2 ):

� 

i

�t

+ 2 

i

(t;x)tu

2

oi

= 0:
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Îäíàê, ìîæíà ëåãêî áà÷èòè, ùî éîãî ðîçâ'ÿçêè

 

i

(t;x) = e

�t

2

u

2

oi

E

i

(x)

ç E

i

(x) òàêèìè æ, ÿê â Íàñëiäêó 3.3, íåçâàæàþ÷è íà ãàðàíòîâàíå

iñíóâàííÿ îáîõ ñóïðåìóìiâ â (3.79) i ïðè äîäàòêîâié óìîâi (3.70) òàêîæ

â (3.80), íå çàäîâîëüíÿþòü óìîâè Òåîðåìè 3.4, òàê ÿê öå íå ìîæå

ãàðàíòóâàòè îáìåæåíiñòü çàçíà÷åíèõ ó íié âèðàçiâ ïåðåä ãðàíè÷íèì

ïåðåõîäîì ïðè �

i

! +1; i = 1; 2 .

Çàóâàæåííÿ 3.4. Äàíèé ðîçäië, ÿê i âñi íàñòóïíi, ïðèñâÿ÷åíèé

ìàêñâåëiàíàì òàêîãî òèïó, ÿêi çàäàþòüñÿ �îðìóëàìè (2.5), (2.7)�(2.8).

Ëåãêî áà÷èòè, ùî òåìïåðàòóðà âiäïîâiäíî¨ òå÷i¨ (òîáòî ïàðàìåòð � ) òóò

¹ ñòàëîþ, à îáåðòàííÿ âiäñóòí¹, çàòî ìàñîâà øâèäêiñòü (2.8) çàëåæèòü âiä

÷àñó t , à ãóñòèíà (2.7) � ùå é âiä êîîðäèíàòè x . Ñàìå õàðàêòåð òàêî¨

çàëåæíîñòi i äîçâîëÿ¹ ãîâîðèòè ïðî òå, ùî òàêi ïîòîêè ïðèñêîðþþòüñÿ

i óùiëüíþþòüñÿ (çáiëüøåííÿ

e

v i � ïðè t ! +1 ). Äîâåäåíà â äàíîìó

ðîçäiëi Òåîðåìà 3.1, ÿê âèäíî ç (3.2), ñòîñó¹òüñÿ ëèøå âèïàäêó, êîëè

êîå�iöi¹íòíi �óíêöi¨ '

1

, '

2

ÿâíî íå çàëåæàòü âiä òåìïåðàòóð ïîòîêiâ

(òîáòî �

1

, �

2

). Îäíàê â ïîäàëüøîìó, à ñàìå â Òåîðåìi 3.2, Òåîðåìi 3.3 òà

Òåîðåìi 3.4 òàêà çàëåæíiñòü ç'ÿâëÿ¹òüñÿ i ñàìå âîíà äîçâîëÿ¹ çíàéòè íîâi

äîñòàòíi óìîâè äîâiëüíî¨ ìàëîñòi âiäõèëó (3.1).

3.2. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3

Â ðåçóëüòàòi äîñëiäæåíü ïðîâåäåíèõ ó �îçäiëi 3 áóëî ïîáóäîâàíî

ðÿä íîâèõ ÿâíèõ íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà äëÿ ìîäåëi

òâåðäèõ êóëü, ÿêi ìàþòü âèãëÿä áiìîäàëüíèõ ðîçïîäiëiâ âèãëÿäó (2.9),

(2.10) ç ìîäàìè òèïó "ïðèñêîðåííÿ-óùiëüíåííÿ" (2.11)�(2.13) i ðiçíèìè

êîå�iöi¹íòíèìè �óíêöiÿìè '

i

; i = 1; 2 . Çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè

äîâiëüíî¨ ìàëîñòi âiäõèëó (3.1), âçÿòîãî â ÿêîñòi íîðìè ðiçíèöi ìiæ

÷àñòèíàìè ðiâíÿííÿ (2.2)�(2.4).
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�ÎÇÄIË 4

ÌIÍIÌIÇÀÖIß ÍÎ�Ì �IÇÍÈÖI ÌIÆ ×ÀÑÒÈÍÀÌÈ �IÂÍßÍÍß

ÁÎËÜÖÌÀÍÀ Â Ï�ÎÑÒÎ�ÀÕ Ç ÂÀ�ÎÞ

Ó äàíîìó ðîçäiëi ïîáóäîâàíi íàáëèæåíi ðîçâ'ÿçêè êiíåòè÷íîãî

ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà äëÿ ìîäåëi òâåðäèõ êóëü ó âèãëÿäi áiìîäàëüíîãî

ðîçïîäiëó, òîáòî ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ íåñòàöiîíàðíèõ íåîäíîðiäíèõ

ìàêñâåëiàíiâ òèïó "ïðèñêîðåííÿ-óùiëüíåííÿ" . Ïðè öüîìó äëÿ îöiíêè

âåëè÷èíè "âiäõèëó" , òîáòî ðîçáiæíîñòi ìiæ ëiâîþ i ïðàâîþ ÷àñòèíàìè

ðiâíÿííÿ (2.2), âèêîðèñòîâóþòüñÿ äâi ðiçíi íîðìè ðiçíèöi ìiæ íèìè

âèãëÿäó (2.18) òà (2.19). Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîçäiëó áóëè îïóáëiêîâàíi â

ðîáîòàõ [27℄ i [105℄.

4.1. Âèïàäîê çìiøàíîãî âiäõèëó ç îäíîðiäíîþ âàãîþ

Áóäåìî øóêàòè ðîçïîäië f ó âèãëÿäi (2.9), (2.10), äå ìàêñâåëiàíè

M

i

; i = 1; 2 âiäïîâiäàþòü òå÷iÿì òèïó "ïðèñêîðåííÿ-óùiëüíåííÿ" (2.11)�

(2.13). Òðåáà çíàéòè êîå�iöi¹íòíi �óíêöi¨ '

i

; i = 1; 2 òà òàêó ïîâåäiíêó

âñiõ ïàðàìåòðiâ, ùî çàáåçïå÷óþòü äîâiëüíó ìàëiñòü âiäõèëó (2.18), ÿêèé

ìè çàïèøåìî ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

e

�(f) =

e

� = sup

(t;x)2R

4

1

1 + jtj

Z

R

3

jD(f)�Q(f; f)jdv: (4.1)

Äàëi íàâåäåìî äåêiëüêà ðåçóëüòàòiâ, ÿêi äàþòü ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i.

Òåîðåìà 4.1. Íåõàé êîå�iöi¹íòíi �óíêöi¨ â ðîçïîäiëi (2.9) ìàþòü

âèãëÿä:

'

i

(t;x) = C

i

 

x+ u

i

(v

i

� u

i

t)

2

2u

2

i

!

; i = 1; 2; (4.2)

äå C

i

> 0 � äîâiëüíi �iíiòíi àáî äîñèòü øâèäêî ñïàäíi íà íåñêií÷åííîñòi

ãëàäêi �óíêöi¨ (C

i

2 P (R

3

)). Íåõàé, êðiì òîãî,

u

i

= u

oi

�

�n

i

i

; i = 1; 2; (4.3)



64

v

i

= v

oi

�

�k

i

i

; i = 1; 2; (4.4)

äå u

oi

;v

oi

2 R

3

� äîâiëüíi òà �iêñîâàíi, à ÷èñëà n

i

, k

i

òàêi, ùî

n

i

> 1; k

i

>

1

2

; k

i

>

1

2

n

i

; i = 1; 2: (4.5)

Òîäi ìà¹ ìiñöå òâåðäæåííÿ

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

e

� = 0: (4.6)

Äîâåäåííÿ. Ç âèêîðèñòàííÿì òåõíiêè ðîçâèíåíî¨ ïðè äîâåäåííi

Òåîðåìè 3.1 òà ç óðàõóâàííÿì (2.11)�(2.13), (4.2) ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî

âåëè÷èíè

t'

i

�

i

(t;x);

�'

i

�t

�

i

(t;x);

�

�

�

�

�'

i

�x

�

�

�

�

�

i

(t;x); t

�

u

i

;

�'

i

�x

�

�

i

(t;x); i = 1; 2

îáìåæåíi íà R

4

ïiñëÿ ìíîæåííÿ íà

1

1+jtj

. Çâiäñè, â ñèëó ïðèïóùåííÿ ïðî

ãëàäêiñòü �óíêöié '

i

(t;x) , âèïëèâà¹, ùî òàêà æ "îáìåæåíiñòü ç âàãîþ"

ìà¹ ìiñöå é äëÿ âåëè÷èí

p

jtj'

i

�

i

(t;x); i = 1; 2 , îòæå, i äëÿ ¨õ äîáóòêó

jtj'

1

'

2

�

1

(t;x)�

2

(t;x) , ùî çíîâó, âíàñëiäîê ãëàäêîñòi, ãàðàíòó¹ òå æ ñàìå é

áåç ìíîæíèêà jtj . Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî êîðåêòíî âèçíà÷åíà îöiíêà çâåðõó

e

�

0

äëÿ âiäõèëó (4.1):

e

� 6

e

�

0

(4.7)

íàñòóïíîãî âèãëÿäó (âîíà çäîáóâà¹òüñÿ ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè â ðiâíÿííÿ

(2.2)�(2.4) �îðìóë (2.1), à òàêîæ (2.9), (2.11)�(2.13) ç óðàõóâàííÿì (3.8)

òà ñïèðàþ÷èñü íà âèêëàäêè çðîáëåíi â äîâåäåííi Òåîðåìè 3.1, îòæå

òåõíiêà âèâåäåííÿ îöiíêè

e

�

0

àíàëîãi÷íà òåõíiöi, ÿêà âèêîðèñòîâóâàëàñü

äëÿ âèâåäåííÿ îöiíêè �

0

â äîâåäåííi Òåîðåìè 3.1):

e

�

0

= sup

(t;x)2R

4

1

1 + jtj

2

X

i;j=1;i6=j

2

4

Z

R

3

�

�

�

�

�'

i

�t

+

�

u

p

�

i

+ v

i

� u

i

t;

�'

i

�x

�

+ '

1

'

2

�

j

(t;x)

d

2

p

�

Z

R

3

F

ij

e

�w

2

dw

�

�

�

�

�

�

�

i

(t;x)�

�3=2

e

�u

2

du

(4.8)
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+ '

1

'

2

�

1

(t;x)�

2

(t;x)

�

2

d

2

Z

R

6

F

ij

e

�w

2

�u

2

dwdu

3

5

;

äå F

ij

; i; j = 1; 2; i 6= j ïîâíiñòþ iäåíòè÷íî (3.16), à �

i

(t;x) , i = 1; 2

ñïiâïàäà¹ ç (3.17), à ñàìå:

F

ij

= F

ij

(t;u;w) =

�

�

�

�

�

u

p

�

i

+ v

i

� v

j

+ (u

j

� u

i

)t�

w

p

�

j

�

�

�

�

�

; i 6= j; (4.9)

�

i

(t;x) = �

i

exp

�

�

i

((v

i

� u

i

t)

2

+ 2(u

i

;x))

	

; i = 1; 2 (4.10)

(�

j

(t;x) áóäå iäåíòè÷íî (4.10) òiëüêè ç iíäåêñîì j çàìiñòü i ).

Ïåðåõîäÿ÷è òåïåð â (4.9), (4.10), (4.2), (4.8) äî íèçüêîòåìïåðàòóðíî¨

ãðàíèöi (�

i

! +1; i = 1; 2 ) ç óðàõóâàííÿì óìîâ (4.3)�(4.5) (ìîæëèâiñòü

òàêîãî ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó îá ðóíòîâó¹òüñÿ àíàëîãi÷íî òîìó ÿê öå

áóëî çðîáëåíî â äîâåäåííi Òåîðåìè 3.1: çà äîïîìîãîþ Ëåìè 3.1 òà

ñòàíäàðòíèõ òåîðåì ïðî ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïiä çíàêîì iíòåãðàëó � óìîâè

âñiõ öèõ òâåðäæåíü ëåãêî ïåðåâiðÿþòüñÿ çàâäÿêè ñòðóêòóði âèðàçiâ (4.8)

òà (4.9), ãëàäêîñòi �óíêöié, ùî äî íèõ âõîäÿòü, òà õîðîøié çáiæíîñòi âñiõ

iíòåãðàëiâ), çäîáóäåìî (ðiâíîìiðíî íà êîæíîìó êîìïàêòi):

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

F

ij

= 0; i 6= j;

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

�

i

(t;x) = �

i

F

i

(x); i = 1; 2; (4.11)

äå F

i

ìà¹ âèãëÿä (3.29);

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

'

i

= C

i

(x+U

i

) ; (4.12)

äå U

i

òàêå æ ÿê â ðiâíîñòi (3.28).

Äàëi îá÷èñëèìî ãðàíèöi ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ �óíêöi¨ (4.2) ïî çìiííèì

t i x çíîâó æ òàêè âðàõîâóþ÷è (4.3)�(4.5). Ìà¹ìî (â òîìó æ ñåíñi, ùî i

âèùå):

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

�'

i

�t

= lim

�

i

!+1

(i=1;2)

tu

2

i

� (u

i

;v

i

)

u

2

i

(u

i

;r

y

C

i

(y)) = 0;

(4.13)
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äå y ìà¹ âèãëÿä (3.19), òîáòî y = x+ u

i

(v

i

�u

i

t)

2

2u

2

i

;

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

�'

i

�x

= r

x

C

i

(x+U

i

) : (4.14)

Îòæå, îñòàòî÷íèé ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ó âèðàçi (4.8), äà¹ íàñòóïíèé

ðåçóëüòàò:

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

e

�

0

= 0; (4.15)

ùî ç óðàõóâàííÿì (4.7) òÿãíå çà ñîáîþ (4.6), ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè. 2

Çàóâàæåííÿ 4.1. Óìîâè, ùî íàêëàäàþòüñÿ íà �óíêöi¨ C

i

,

i = 1; 2 ìîæíà áóëî á äåùî ïîëåãøèòè, áî, ÿê âèäíî ç (4.10)�(4.14),

ìíîæíèêè ïðè öèõ �óíêöiÿõ çðîñòàþòü íå çà âñiìà íàïðÿìêàìè â R

3

,

à ëèøå âçäîâæ âåêòîðà u

i

.

Òåîðåìà 4.2. Íåõàé �óíêöi¨ '

i

â ðîçïîäiëi (2.9) ìàþòü âèãëÿä:

'

i

(t;x) =  

i

(t;x) exp

�

��

i

((v

i

� u

i

t)

2

+ 2(u

i

;x))

	

; i = 1; 2 (4.16)

äå ãëàäêi �óíêöi¨  

i

(t;x) > 0 òàêi, ùî âèðàçè

t 

1

 

2

;

� 

i

�t

; t 

i

;

�

�

�

�

� 

i

�x

�

�

�

�

; t

�

u

i

;

� 

i

�x

�

; i = 1; 2; (4.17)

îáìåæåíi íà R

4

ïiñëÿ ìíîæåííÿ íà

1

1+jtj

. Íåõàé äî òîãî æ âèêîíó¹òüñÿ

(4.3), òîáòî u

i

= u

oi

�

�n

i

i

; i = 1; 2 ïðè

n

i

>

1

2

: (4.18)

Òîäi ñïðàâåäëèâà îöiíêà (4.7), ïðè÷îìó iñíó¹ ñêií÷åííà ãðàíèöÿ:

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

e

�

0

=

2

X

i;j=1;i6=j

�

i

sup

(t;x)2R

4

1

1 + jtj

�

�

�

�

� 

i

�t

+

�

v

i

;

� 

i

�x

�

+ 

1

(t;x) 

2

(t;x)�d

2

�

j

jv

1

� v

2

j

�

�

+2�d

2

�

1

�

2

jv

1

� v

2

j sup

(t;x)2R

4

1

1 + jtj

( 

1

(t;x) 

2

(t;x)):

(4.19)
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Äîâåäåííÿ. Ç óðàõóâàííÿì (4.10), (4.16) ìà¹ìî:

�'

i

�t

= �

i

[�

i

(t;x)℄

�1

�

� 

i

�t

+ 2�

i

 

i

�

(v

i

;u

i

)� tu

2

i

�

�

; (4.20)

�'

i

�x

= �

i

[�

i

(t;x)℄

�1

�

� 

i

�x

� 2�

i

 

i

u

i

�

; (4.21)

òîìó çàìiñòü (4.8) çäîáóäåìî (iñíóâàííÿ âiäïîâiäíèõ ñóïðåìóìiâ âèïëèâà¹

ç óìîâè (4.17) äàíî¨ òåîðåìè):

e

�

0

= �

�3=2

sup

(t;x)2R

4

1

1 + jtj

2

X

i=1

�

i

Z

R

3

�

�

�

�

�

� 

i

�t

+A

ij

+ B

i

�

�

�

�

+ A

ij

�

e

�u

2

du; (4.22)

äå

A

ij

= A

ij

(t;x;u;w) =  

1

 

2

d

2

p

�

�

j

Z

R

3

F

ij

e

�w

2

dw; i 6= j; i = 1; 2; (4.23)

B

i

= B

i

(t;x;u) =

�

u

p

�

i

+ v

i

� u

i

t;

� 

i

�x

�

� 2 

i

p

�

i

(u;u

i

); i = 1; 2 (4.24)

ïðè çáåðåæåííi (4.9). Çíà÷èòü, ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïðè �

i

! +1 ,

i = 1; 2 çàâäÿêè (4.3), (4.18) (éîãî îá ðóíòóâàííÿ òàêå æ, ÿê ïðè äîâåäåííi

Òåîðåìè 4.1) òà ïîäàëüøå iíòåãðóâàííÿ ó âèðàçi A

ij

ïî çìiííié w òåïåð

äà¹:

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

F

ij

= jv

1

� v

2

j ; (4.25)

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

A

ij

=  

1

 

2

�d

2

�

j

jv

1

� v

2

j ; i 6= j; (4.26)

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

B

i

=

�

v

i

;

� 

i

�x

�

: (4.27)

Âñå öå ïiñëÿ ïåðåõîäó äî ãðàíèöi â (4.22) òà ïîäàëüøîãî iíòåãðóâàííÿ ïî

çìiííié u ïðèâîäèòü äî (4.19). Òåîðåìó äîâåäåíî. 2

Ëåãêî òåïåð ñ�îðìóëþâàòè íàñëiäîê ç öi¹¨ òåîðåìè, ÿêèé äà¹ îäíó ç

ìîæëèâèõ äîñòàòíiõ óìîâ äîâiëüíî¨ ìàëîñòi âiäõèëó (4.1).
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Íàñëiäîê 4.1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ âñi óìîâè Òåîðåìè 4.2, i �óíêöi¨

 

i

(t;x) ìàþòü âèãëÿä:

 

i

= C

i

(x� v

i

t) ; i = 1; 2; (4.28)

àáî

 

i

= C

i

([x� v

i

℄) ; i = 1; 2; (4.29)

äå C

i

> 0 � �iíiòíi ãëàäêi �óíêöi¨.

Òîäi:

1) ÿêùî C

1

, C

2

, v

1

, v

2

çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíi óìîâè:

supp C

1

\ supp C

2

= � (4.30)

àáî

v

1

= v

2

; (4.31)

òî ìà¹ ìiñöå òâåðäæåííÿ (4.6);

2) ïðè äîâiëüíèõ C

1

, C

2

, v

1

, v

2

ìà¹ìî:

lim

d!0

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

e

� = 0: (4.32)

Äîâåäåííÿ. Ïåðø çà âñå, ëåãêî áà÷èòè, ùî �óíêöi¨ âèãëÿäó (4.28)

àáî (4.29), çà íàêëàäåíèõ òóò óìîâ, çàäîâîëüíÿþòü âèìîãè Òåîðåìè 4.2.

Äiéñíî, äëÿ (4.28) âèêîíó¹òüñÿ:

� 

i

�t

= � (v

i

;r

e
y

C

i

(

e

y)) ; (4.33)

� 

i

�x

= r

x

C

i

(

e

y); (4.34)

äå

e

y = x� v

i

t ; à ó âèïàäêó (4.29) áóäå:

� 

i

�t

= 0; (4.35)

� 

i

�x

= [v

i

�r

x

C

i

([x� v

i

℄)℄ : (4.36)
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Çíà÷èòü, ñïðàâåäëèâå (4.19), i, êðiì òîãî, â îáîõ âèïàäêàõ

� 

i

�t

+

�

v

i

;

� 

i

�x

�

= 0; i = 1; 2: (4.37)

Îñòàííÿ ðiâíiñòü ðàçîì ç (4.30) àáî (4.31), ÿê âèäíî ç (4.19) äà¹: ó âèïàäêó

1) äàíîãî íàñëiäêó ïðîñòî (4.15), ó âèïàäêó 2) � ïðÿìóâàííÿ âèðàçó (4.19)

äî íóëÿ ïðè d ! 0 . Çâiäñè, çàâäÿêè (4.7), çäîáóäåìî (4.6) àáî (4.32).

Íàñëiäîê äîâåäåíî. 2

Çàóâàæåííÿ 4.2. Íàñëiäîê 4.1 äà¹ äîñòàòíþ óìîâó ïðÿìóâàííÿ

âiäõèëó

e

� äî íóëÿ. Ïîêàæåìî, ÿê ó âèïàäêó 2) öüîãî íàñëiäêó ïðè áóäü-

ÿêîìó " > 0 çíàéòè òàêå Æ(") > 0 , ùî lim

�

i

!+1

(i=1;2)

e

� < " ïðè áóäü-ÿêîìó

0 < d < Æ(") .

Ïðèéìåìî äî óâàãè êîðåêòíî âèçíà÷åíó îöiíêó çâåðõó

e

�

0

äëÿ âiäõèëó

e

� , à ñàìå âèðàç (4.7), òîäi lim

�

i

!+1

(i=1;2)

e

� 6 lim

�

i

!+1

(i=1;2)

e

�

0

. Ïðè âèêîíàííi óìîâ

Íàñëiäêó 4.1, i çâàæàþ÷è íà (4.28) àáî (4.29), òîáòî íà âèãëÿä �óíêöié

 

i

, äå çà óìîâîþ äðóãîãî âèïàäêó C

1

, C

2

, v

1

, v

2

� äîâiëüíi, âèðàç (4.19)

áóäå ìàòè âèãëÿä:

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

e

�

0

=

2

X

i;j=1;i6=j

�

i

sup

(t;x)2R

4

1

1 + jtj

�

�

C

1

C

2

�d

2

�

j

jv

1

� v

2

j

�

�

+2�d

2

�

1

�

2

jv

1

� v

2

j sup

(t;x)2R

4

1

1 + jtj

(C

1

C

2

):

Òàêîæ äëÿ îòðèìàííÿ îñòàííüî¨ ðiâíîñòi áóëî âèêîðèñòàíî òîé �àêò, ùî

äëÿ îáîõ âèïàäêiâ �óíêöié âèãëÿäó (4.28) òà (4.29) âèêîíó¹òüñÿ (4.37).

Äàëi, ÿêùî ïåðøèé äîäàíîê â ïðàâié ÷àñòèíi îñòàííüîãî âèðàçó

ðîçêëàñòè, òî ìè îòðèìà¹ìî íàñòóïíå:

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

e

�

0

= 4�d

2

�

1

�

2

jv

1

� v

2

j sup

(t;x)2R

4

1

1 + jtj

(C

1

C

2

):

Îòæå,

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

e

� 6 4�d

2

�

1

�

2

jv

1

� v

2

j sup

(t;x)2R

4

1

1 + jtj

(C

1

C

2

) < ":
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Çâiäñè,

d

2

<

"

4��

1

�

2

jv

1

� v

2

j sup

(t;x)2R

4

1

1+jtj

(C

1

C

2

)

;

0 < d <

p

"

2

r

��

1

�

2

jv

1

� v

2

j sup

(t;x)2R

4

1

1+jtj

(C

1

C

2

)

:

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî ïîçíà÷èòè çíàìåííèê ïðàâî¨ ÷àñòèíè îñòàííüî¨

íåðiâíîñòi, íàïðèêëàä, ÷åðåç W

1

, äå W

1

ÿê ìîæíà áà÷èòè áóäå äåÿêà

êîíñòàíòà, òî ìîæíà ñêàçàòè, ùî äîñòàòíüî âçÿòè Æ =

p

"

W

1

.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê äåÿêå "ïðîìiæêîâå"

ìiæ Òåîðåìîþ 4.1 i Òåîðåìîþ 4.2, îñêiëüêè ïîêàçíèê åêñïîíåíòè â (4.16)

çàìiíþ¹òüñÿ òåïåð ëèøå îäíèì ç ïðèñóòíiõ òàì äîäàíêiâ.

Òåîðåìà 4.3. Íåõàé â ðîçïîäiëi (2.9) �óíêöi¨ '

i

ìàþòü âèãëÿä:

'

i

(t;x) =  

i

(t;x) exp

�

��

i

(v

i

� u

i

t)

2

	

; i = 1; 2; (4.38)

ïðè÷îìó âèðàçè

t 

1

 

2

exp f2�

1

(u

1

;x) + 2�

2

(u

2

;x)g ;

� 

i

�t

exp f2�

i

(u

i

;x)g ;

t 

i

exp f2�

i

(u

i

;x)g ;

�

�

�

�

� 

i

�x

�

�

�

�

exp f2�

i

(u

i

;x)g ;

t

�

u

i

;

� 

i

�x

�

exp f2�

i

(u

i

;x)g ; i = 1; 2

(4.39)

îáìåæåíi ç âàãîþ

1

1+jtj

, à ïðèïóùåííÿ u

i

= u

oi

�

�n

i

i

; i = 1; 2 âèêîíó¹òüñÿ

äëÿ n

i

> 1; i = 1; 2 .

Òîäi ñïðàâåäëèâå (4.7), ïðè÷îìó iñíó¹ ñêií÷åííà ãðàíèöÿ âåëè÷èíè

e

�

0

, ÿêà äîðiâíþ¹ âèðàçó (4.19) ïðè n

i

> 1 , à ïðè n

i

= 1

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

e

�

0

=

2

X

i;j=1;i6=j

�

i

sup

(t;x)2R

4

1

1 + jtj

�

�

�

�

�

i

(x)

�

� 

i

�t

+

�

v

i

;

� 

i

�x

��

+ 

1

(t;x) 

2

(t;x)�

1

(x)�

2

(x)�d

2

�

j

jv

1

� v

2

j

�

�

+2�d

2

�

1

�

2

jv

1

� v

2

j sup

(t;x)2R

4

1

1 + jtj

[�

1

(x)�

2

(x) 

1

(t;x) 

2

(t;x)℄+

(4.40)



71

+2

2

X

i=1

�

i

j(u

oi

;v

i

)j sup

(t;x)2R

4

1

1 + jtj

f�

i

(x) 

i

(t;x)g;

äå

�

i

(x) = exp f2(u

oi

;x)g ; i = 1; 2: (4.41)

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ äàíî¨ òåîðåìè àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ

Òåîðåìè 4.2, àëå çàðàç çàâäÿêè (4.38) çàìiñòü (4.20), (4.21) áóäåìî

ìàòè:

�'

i

�t

=

�

� 

i

�t

+ 2�

i

 

i

�

(u

i

;v

i

)� tu

2

i

�

�

exp

�

��

i

(v

i

� u

i

t)

2

	

;

�'

i

�x

=

� 

i

�x

exp

�

��

i

(v

i

� u

i

t)

2

	

:

Òîìó âèðàçè (4.22), (4.23), (4.24) çìiíÿòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

e

�

0

= �

�3=2

sup

(t;x)2R

4

1

1 + jtj

�

2

X

i=1

�

i

e

2�

i

(u

i

;x)

Z

R

3

�

�

�

�

�

� 

i

�t

+ A

ij

+ B

i

�

�

�

�

+A

ij

�

e

�u

2

du;

(4.42)

äå

A

ij

= A

ij

(t;x;u;w) =  

1

 

2

d

2

p

�

�

j

e

2�

j

(u

j

;x)

Z

R

3

F

ij

e

�w

2

dw; i 6= j; (4.43)

B

i

= B

i

(t;x;u) =

�

u

p

�

i

+ v

i

� u

i

t;

� 

i

�x

�

+ 2�

i

 

i

�

(u

i

;v

i

)� tu

2

i

�

(4.44)

ïðè çáåðåæåííi (4.9).

Òîäi ïðè ãðàíè÷íîìó ïåðåõîäi â (4.42)�(4.44), êîëè �

i

! +1; i = 1; 2 ,

ðiâíiñòü (4.25) âçàãàëi íå çìiíèòüñÿ, àëå âèðàçè (4.26) òà (4.27) áóäóòü äåùî

iíàêøi (îá ðóíòóâàííÿ ìîæëèâîñòi òàêîãî ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó àíàëîãi÷íå

îá ðóíòóâàííþ íèçüêîòåìïåðàòóðíèõ ãðàíè÷íèõ ïåðåõîäiâ ïðîâåäåíèõ â

äîâåäåííÿõ ïîïåðåäíiõ òåîðåì):

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

A

ij

=  

1

 

2

�d

2

�

j

�

j

(x)jv

1

� v

2

j; i 6= j; i; j = 1; 2; (4.45)
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äå

�

j

(x) =

2

4

1; n

j

> 1

e

2(u

oj

;x)

; n

j

= 1;

j = 1; 2: (4.46)

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

B

i

=

�

v

i

;

� 

i

�x

�

+ 2 

i

H

0

i

; i = 1; 2; (4.47)

äå

H

0

i

=

2

4

0; n

i

> 1

(u

oi

;v

i

); n

i

= 1:

(4.48)

Ç (4.45)�(4.48) âèäíî, ùî íèçüêîòåìïåðàòóðíà ãðàíèöÿ âèðàçó (4.42)

ïðè n

i

> 1 áóäå äîðiâíþâàòè âèðàçó (4.19), îñêiëüêè, î÷åâèäíî, ùî â

öüîìó âèïàäêó ãðàíèöÿ âåëè÷èí exp f2�

i

(u

i

;x)g ; i = 1; 2 , ïðè âèêîíàííi

ïðèïóùåííÿ äàíî¨ òåîðåìè ïðî âèãëÿä âåêòîðà u

i

äëÿ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ

n

i

> 1; i = 1; 2 , äîðiâíþ¹ ïðîñòî 1. Àëå ïðè n

i

= 1 ãðàíèöÿ âåëè÷èí

exp f2�

i

(u

i

;x)g ; i = 1; 2 çáiãà¹òüñÿ ç (4.41), òîìó ñàìå â öüîìó (äðóãîìó)

âèïàäêó â ãðàíè÷íîìó âèðàçi äëÿ

e

�

0

íå òiëüêè âèíèêàþòü ìíîæíèêè

�

i

(x) , i = 1; 2 , àëå ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ùå é äîäàòêîâà ñóìà (äèâ. (4.47), (4.48)),

ÿêà íå çóñòði÷àëàñÿ ðàíiøå, òîáòî â ïîïåðåäíiõ òåîðåìàõ öüîãî ðîçäiëó,

ùî é òÿãíå çà ñîáîþ (4.40). Òåîðåìó äîâåäåíî. 2

Íàñëiäîê 4.2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè Òåîðåìè 4.3, i êðiì òîãî,

âèêîíó¹òüñÿ äîäàòêîâà óìîâà:

u

i

?v

i

; i = 1; 2; (4.49)

à òàêîæ çáåðiãàþòüñÿ ïðèïóùåííÿ ùîäî âèãëÿäó �óíêöié  

i

(t;x) ç

Íàñëiäêó 4.1, à ñàìå:

 

i

= C

i

(x� v

i

t) ; i = 1; 2;

àáî

 

i

= C

i

([x� v

i

℄) ; i = 1; 2;

äå C

i

> 0 � �iíiòíi ãëàäêi �óíêöi¨.

Òîäi îáèäâà òâåðäæåííÿ Íàñëiäêó 4.1 çàëèøàþòüñÿ â ñèëi.
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Äîâåäåííÿ. Ïåðø çà âñå ïåðåâiðèìî òîé �àêò, ùî �óíêöi¨ âèãëÿäó

(4.28) òà (4.29), ïðè âèêîíàííi óìîâ äàíîãî íàñëiäêó, çàäîâîëüíÿþòü

âèìîãè Òåîðåìè 4.3.

Íåõàé ñïî÷àòêó âèêîíàíå (4.28), òîäi ïåðøèé ç âèðàçiâ (4.39) çà

ïðèïóùåííÿì (4.30) ïðîñòî äîðiâíþ¹ íóëþ òîòîæíî, à ó âèïàäêó (4.31)

ïiñëÿ çàìiíè

e

y = x� v

i

t ç óðàõóâàííÿì (4.49) íàáóâà¹ âèãëÿäó:

tC

1

(

e

y)C

2

(

e

y)e

2(�

1

(u

1

;
e
y)+�

2

(u

2

;
e
y))

: (4.50)

Îñêiëüêè C

1

(

e

y) òà C

2

(

e

y) �iíiòíi, òî ïiñëÿ ìíîæåííÿ íà

1

1+jtj

âèðàç (4.50),

î÷åâèäíî, ¹ îáìåæåíèì.

ßêùî æ âçÿòè  

i

ó âèãëÿäi (4.29) i çíîâó ðîçãëÿíóòè ñèòóàöiþ (4.31),

òî ïiñëÿ ðîçêëàäåííÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà x ïî îðòîãîíàëüíîìó (âíàñëiäîê

(4.49)) áàçèñó:

u

i

;v

i

; [u

i

� v

i

℄; i = 1; 2;

çàâäÿêè ñïåöè�iöi àðãóìåíòiâ â (4.29) âèÿâèòüñÿ, ùî �óíêöi¨ C

i

" çàíóëÿþòüñÿ" ñàìå çà òèìè íàïðÿìêàìè â R

3

, çà ÿêèìè âiäïîâiäíi

åêñïîíåíòè â (4.39) çäàòíi çðîñòàòè (ìíîæíèê t ç îãëÿäó íà íàÿâíiñòü

âàãè ¹ íåñóòò¹âèì).

�åøòà âèðàçiâ, ùî âõîäÿòü äî (4.39), îöiíþþòüñÿ öiëêîì àíàëîãi÷íî ç

âèêîðèñòàííÿì �îðìóë (4.33) òà (4.34), àáî (4.35) òà (4.36).

Îòæå, ìè ìîæåìî ñêîðèñòàòèñÿ òâåðäæåííÿì Òåîðåìè 4.3, òîáòî

�îðìóëîþ (4.19) ïðè n

i

> 1 àáî �îðìóëàìè (4.40), (4.41) ïðè n

i

= 1 . Àëå

âñi äîäàíêè, ÿêi â íèõ âõîäÿòü, àáî ïðîñòî äîðiâíþþòü íóëþ (âíàñëiäîê

(4.37) òà (4.49) çà óìîâè (4.30) ÷è (4.31)), àáî ïðÿìóþòü äî íóëÿ ïðè d! 0 .

Çâiäñè, çàâäÿêè (4.7), çäîáóäåìî (4.6) àáî (4.32). Íàñëiäîê äîâåäåíî. 2

4.2. Âèïàäîê çìiøàíîãî âiäõèëó ç íåîäíîðiäíîþ âàãîþ

Â äàíîìó ïiäðîçäiëi âèâ÷à¹òüñÿ ïîâåäiíêà çìiøàíîãî âiäõèëó ç

"íåîäíîðiäíîþ âàãîþ"

e

�

q

(f) ç (2.19) äëÿ âæå ðîçãëÿíóòèõ áiìîäàëüíèõ
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ðîçïîäiëiâ, ÿêi îïèñóþòü âçàiìîäiþ ìiæ äâîìà ìàêñâåëiâñüêèìè òå÷iÿìè ç

òâåðäèõ êóëü òèïó "ïðèñêîðåííÿ-óùiëüíåííÿ" òà ìàþòü íåñòàöiîíàðíi

ãóñòèíè; ùî äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè äåùî iíøi ðåçóëüòàòè, âiäìiííi âiä

îòðèìàíèõ â ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi 4.1.

Òàêèì ÷èíîì, ìè çíîâó áóäåìî øóêàòè òàêi �óíêöi¨ '

i

; i = 1; 2

ç ðîçïîäiëó (2.9)�(2.10) i òàêó ïîâåäiíêó âñiõ íàÿâíèõ ïàðàìåòðiâ, ùîá

çìiøàíèé âiäõèë ç "íåîäíîðiäíîþ âàãîþ" âèãëÿäó

e

�

q

(f) =

e

�

q

= sup

(t;x)2R

4

q(x)

1 + jtj

Z

R

3

jD(f)�Q(f; f)jdv (4.51)

áóâ ñêiëüêè çàâãîäíî ìàëèé. Òóò q(x) � íåâiä'¹ìíà îáìåæåíà íà R

3

�óíêöiÿ.

Äàëi íàâåäåíî äåêiëüêà ìîæëèâèõ ðåçóëüòàòiâ ðîçâ'ÿçàííÿ âêàçàíî¨

çàäà÷i.

Òåîðåìà 4.4. Íåõàé â áiìîäàëüíîìó ðîçïîäiëi (2.9) ç ìîäàìè

M

i

; i = 1; 2 âèäó (2.11)�(2.13) �óíêöi¨ '

i

; i = 1; 2 íå çàëåæàòü âiä

�

i

; i = 1; 2 i ìàþòü âèãëÿä:

'

i

(t;x) = C

i

 

x+ u

i

(v

i

� u

i

t)

2

2u

2

i

!

; i = 1; 2; (4.52)

äå ãëàäêi �óíêöi¨ C

i

> 0 îáìåæåíi íà R

3

ðàçîì çi ñâî¨ìè ïîõiäíèìè.

Íåõàé, êðiì òîãî,

u

i

= u

oi

�

�n

i

i

; i = 1; 2; (4.53)

v

i

= v

oi

�

�k

i

i

; i = 1; 2; (4.54)

äå u

oi

;v

oi

2 R

3

� äîâiëüíi �iêñîâàíi âåêòîðè, ïðè÷îìó ÷èñëà n

i

, k

i

òàêi,

ùî

n

i

> 1; k

i

>

1

2

; k

i

>

n

i

2

; i = 1; 2: (4.55)

Ïðèïóñòèìî òàêîæ íàñòóïíå: íåõàé �óíêöiÿ q(x) ¹ òàêîþ, ùî

âåëè÷èíà q(x)e

2(u

oi

;x)

îáìåæåíà íà R

3

.
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Òîäi ñïðàâåäëèâå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ:

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

e

�

q

= 0: (4.56)

Äîâåäåííÿ. Ïiäñòàíîâêà (2.9) â (2.3) i (2.4), à ïîòiì â (4.51), ç

óðàõóâàííÿì (2.11)�(2.13), à òàêîæ âèêîðèñòàííÿ òåõíiêè ðîçâèíåíî¨ ïðè

äîâåäåíi Òåîðåìè 3.1, ïðèâîäèòü äî íàñòóïíî¨ îöiíêè çâåðõó

e

�

0

q

äëÿ

âiäõèëó

e

�

q

:

e

�

q

6

e

�

0

q

= sup

(t;x)2R

4

q(x)

1 + jtj

2

X

i;j=1;i6=j

2

4

Z

R

3

�

�

�

�

�'

i

�t

+

�

u

p

�

i

+ v

i

� u

i

t;

�'

i

�x

�

+'

1

'

2

�

j

(t;x)

d

2

p

�

Z

R

3

F

ij

e

�w

2

dw

�

�

�

�

�

�

�

i

(t;x)�

�3=2

e

�u

2

du (4.57)

+'

1

'

2

�

1

(t;x)�

2

(t;x)

�

2

d

2

Z

R

6

F

ij

e

�w

2

�u

2

dwdu

3

5

;

äå

F

ij

=

�

�

�

�

�

u

p

�

i

+ v

i

� v

j

+ (u

j

� u

i

)t�

w

p

�

j

�

�

�

�

�

; i; j = 1; 2; i 6= j (4.58)

òà

�

i

(t;x) = �

i

exp

�

�

i

�

(v

i

� u

i

t)

2

+ 2(u

i

;x)

�	

; i = 1; 2: (4.59)

Êîðåêòíiñòü öi¹¨ îöiíêè îáóìîâëåíà òèì �àêòîì, ùî, ç óðàõóâàííÿì

(4.52) òà (4.59), âåëè÷èíè

t'

i

�

i

(t;x);

�'

i

�t

�

i

(t;x);

�

�

�

�

�'

i

�x

�

�

�

�

�

i

(t;x); t

�

u

i

;

�'

i

�x

�

�

i

(t;x); i = 1; 2

îáìåæåíi íà R

4

ïiñëÿ ìíîæåííÿ íà

q(x)

1+jtj

.

À òàêîæ, çâàæàþ÷è íà òå, ùî �óíêöi¨ '

i

(t;x) ãëàäêi, âåëè÷èíè

p

jtj'

i

�

i

(t;x) , i = 1; 2 i jtj'

1

'

2

�

1

(t;x)�

2

(t;x) áóäóòü îáìåæåíi ÿê ç

ìíîæíèêîì jtj òàê i áåç íüîãî.

Ïåðåõiä äî íèçüêîòåìïåðàòóðíî¨ ãðàíèöi â (4.52), (4.57)�(4.59) ïðè

�

i

! +1 , i = 1; 2 , ÿêùî ïðèéíÿòè äî óâàãè (4.53)�(4.55), àíàëîãi÷íèé äî
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ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó â äîâåäåííi Òåîðåìè 4.1 òà äà¹ òîé ñàìèé ðåçóëüòàò

(ìîæëèâiñòü òàêîãî ïåðåõîäó ïiä çíàêàìè ñóïðåìóìiâ òà iíòåãðàëiâ

îá ðóíòîâó¹òüñÿ òàê ñàìî, ÿê â Òåîðåìi 3.1 ç âèêîðèñòàííÿì Ëåìè 3.1 òà

òåîðåìè ïðî ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïiä çíàêîì iíòåãðàëó, ïiñëÿ ÷îãî iíòåãðàëè

ïî w i u ëåãêî îá÷èñëþþòüñÿ):

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

�

i

(t;x) = �

i

F

i

(x)

=

2

6

6

4

�

i

; n

i

> 1; k

i

>

1

2

;

�

i

e

2(u

oi

;x)

; n

i

= 1; k

i

>

1

2

;

�

i

e

v

2

oi

+2(u

oi

;x)

; n

i

= 1; k

i

=

1

2

;

i = 1; 2;

(4.60)

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

'

i

= C

i

(x+U

i

) =

2

4

C

i

(x); k

i

>

1

2

n

i

;

C

i

�

x+

u

oi

v

2

oi

2u

2

oi

�

; k

i

=

1

2

n

i

;

i = 1; 2; (4.61)

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

�'

i

�t

= 0;

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

�'

i

�x

= r

x

C

i

(x+U

i

) ;

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

F

ij

= 0; i 6= j;

(4.62)

äå U

i

ç (3.28).

Âiäòàê,

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

e

�

0

q

= 0:

Çâiäêè, â ñèëó ñïiââiäíîøåííÿ (4.57), îòðèìó¹ìî (4.56). Òåîðåìó

äîâåäåíî. 2

Çàóâàæåííÿ 4.3. ßê âèäíî ç (4.59), (4.60)�(4.62), ìíîæíèêè ïðè

�óíêöiÿõ C

i

; i = 1; 2 â (4.57) çðîñòàþòü òiëüêè âçäîâæ âåêòîðà u

i

, òîìó

óìîâó (íàêëàäåíó â òåîðåìàõ ïiäðîçäiëó 4.1) �iíiòíîñòi àáî øâèäêîãî

ñïàäàííÿ äëÿ �óíêöié C

i

, çàâäÿêè îáìåæåíîñòi �óíêöi¨ q(x) , â äàíié

òåîðåìi áóëî ïîñëàáëåíî, ïðè öüîìó q(x) ìîæå áóòè íå òiëüêè îáìåæåíîþ,
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àëå é �iíiòíîþ îáà øâèäêî ñïàäíîþ, õî÷à á çà íàïðÿìêàìè ïàðàëåëüíèìè

âåêòîðó u

oi

.

Òåîðåìà 4.5. Íåõàé �óíêöi¨ '

i

â ðîçïîäiëi (2.9) ìàþòü âèãëÿä:

'

i

(t;x) =  

i

(t;x) exp

�

��

i

((v

i

� u

i

t)

2

+ 2(u

i

;x))

	

; i = 1; 2 (4.63)

ïðè÷îìó äîáóòêè ìíîæíèêà

q(x)

1+jtj

íà âåëè÷èíè

t 

1

 

2

;

� 

i

�t

; t 

i

;

�

�

�

�

� 

i

�x

�

�

�

�

; t

�

u

i

;

� 

i

�x

�

; i = 1; 2 (4.64)

îáìåæåíi ïî t i x íà R

4

. Íåõàé, êðiì òîãî, óìîâà (4.53), à ñàìå:

u

i

= u

oi

�

�n

i

i

; i = 1; 2 âèêîíó¹òüñÿ äëÿ

n

i

>

1

2

; i = 1; 2: (4.65)

Òîäi iñíó¹ âåëè÷èíà

e

�

0

q

òàêà, ùî

e

�

q

6

e

�

0

q

; (4.66)

i

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

e

�

0

q

= sup

(t;x)2R

4

q(x)

1 + jtj

2

X

i;j=1;i6=j

�

i

�

�

�

�

� 

i

�t

+

�

v

i

;

� 

i

�x

�

+ 

1

(t;x) 

2

(t;x)�d

2

�

j

jv

1

� v

2

j

�

�

+2�d

2

�

1

�

2

jv

1

� v

2

j sup

(t;x)2R

4

q(x)

1 + jtj

( 

1

(t;x) 

2

(t;x)):

(4.67)

Äîâåäåííÿ. Ïîõiäíi �óíêöié '

i

(t;x) , ç óðàõóâàííÿì (4.59) òà

(4.63) áóäóòü ìàòè íàñòóïíèé âèãëÿä:

�'

i

�t

= �

i

[�

i

(t;x)℄

�1

�

� 

i

�t

+ 2�

i

 

i

�

(v

i

;u

i

)� tu

2

i

�

�

;

�'

i

�x

= �

i

[�

i

(t;x)℄

�1

�

� 

i

�x

� 2�

i

 

i

u

i

�

:

Óìîâà (4.64) ãàðàíòó¹ iñíóâàííÿ âiäïîâiäíèõ ñóïðåìóìiâ ïî t i x ,

òîìó ç îãëÿäó íà (4.63) çàìiñòü (4.57) îòðèìà¹ìî íàñòóïíèé âèðàç:

e

�

0

q

= �

�3=2

sup

(t;x)2R

4

q(x)

1 + jtj

2

X

i=1

�

i

Z

R

3

�

�

�

�

�

� 

i

�t

+ A

ij

+ B

i

�

�

�

�

+A

ij

�

e

�u

2

du; (4.68)
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äå

A

ij

= A

ij

(t;x;u;w) =  

1

 

2

d

2

p

�

�

j

Z

R

3

F

ij

e

�w

2

dw; i 6= j; i; j = 1; 2; (4.69)

B

i

= B

i

(t;x;u) =

�

u

p

�

i

+ v

i

� u

i

t;

� 

i

�x

�

� 2 

i

p

�

i

(u;u

i

); i = 1; 2 (4.70)

ïðè çáåðåæåííi (4.58).

Çàâäÿêè óìîâàì (4.53) i (4.65), ïiñëÿ íèçüêîòåìïåðàòóðíîãî

ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó â (4.69), (4.70) i (4.58) òà çäiéñíèâøè ïîäàëüøó îöiíêó

çâåðõó äëÿ (4.68), îòðèìà¹ìî:

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

e

�

0

q

= �

�3=2

sup

(t;x)2R

4

q(x)

1 + jtj

2

X

i;j=1;i6=j

�

i

Z

R

3

�

�

�

�

�

� 

i

�t

+ 

1

 

2

�d

2

�

j

jv

1

� v

2

j+

�

v

i

;

� 

i

�x

�

�

�

�

�

+  

1

 

2

�d

2

�

j

jv

1

� v

2

j

�

e

�u

2

du;

ùî ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ ïî çìiííié u i ïðèçâîäèòü äî (4.67). Òåîðåìó

äîâåäåíî. 2

Îäíà ç ìîæëèâèõ äîñòàòíiõ óìîâ äîâiëüíî¨ ìàëîñòi âiäõèëó (4.51)

ïðèâîäèòüñÿ â íàñòóïíîìó íàñëiäêó.

Íàñëiäîê 4.3. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ âñi óìîâè Òåîðåìè 4.5, i �óíêöi¨

 

i

(t;x) ìàþòü âèãëÿä:

 

i

= C

i

(x� v

i

t) ; i = 1; 2 (4.71)

àáî

 

i

= C

i

([x� v

i

℄) ; i = 1; 2: (4.72)

Òîäi òâåðäæåííÿ (4.56) ñïðàâåäëèâå, ÿêùî ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi

óìîâè:

1) C

i

> 0; i = 1; 2 � îáìåæåíi ãëàäêi �óíêöi¨,

2) äîáóòêè q(x)C

i

, q(x)r

x

C

i

i q(x)r

e
y

C

i

(

e

y) îáìåæåíi,
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3)

v

1

= v

2

: (4.73)

Äîâåäåííÿ. Çíàéäåìî ïîõiäíi îáîõ �óíêöié ïî t i x .

Äëÿ âèïàäêó (4.71) îòðèìà¹ìî:

� 

i

�x

= r

x

C

i

(

e

y);

� 

i

�t

= � (v

i

;r

e
y

C

i

(

e

y)) ; i = 1; 2; (4.74)

äå

e

y = x� v

i

t ;

à ó âèïàäêó (4.72) áóäå:

� 

i

�x

= [v

i

�r

x

C

i

([x� v

i

℄)℄ ;

� 

i

�t

= 0; i = 1; 2; (4.75)

çâiäêè âèäíî, ùî â îáîõ âèïàäêàõ

� 

i

�t

+

�

v

i

;

� 

i

�x

�

= 0; i = 1; 2: (4.76)

Òâåðäæåííÿ (4.67) ñïðàâåäëèâå, òàê ÿê �óíêöi¨ âèãëÿäó (4.71) i (4.72),

ç óðàõóâàííÿì âèêîíàííÿ óìîâ äàíîãî íàñëiäêó, çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

Òåîðåìè 4.5.

Îòæå, ïðè âèêîíàííi óìîâè (4.73), lim

�

i

!+1

(i=1;2)

e

�

0

q

= 0 . Çâiäêè, ç îãëÿäó íà

(4.66), îòðèìó¹ìî (4.56). 2

Òåîðåìà 4.6. Íåõàé â áiìîäàëüíîìó ðîçïîäiëi (2.9) �óíêöi¨ '

i

ìàþòü âèãëÿä:

'

i

(t;x) =  

i

(t;x) exp

�

��

i

(v

i

� u

i

t)

2

	

; i = 1; 2; (4.77)

äå êîæåí ç äîáóòêiâ ìíîæíèêà exp f2�

i

(u

i

;x)g íà �óíêöi¨ âèäó (4.64),

òîáòî

t 

1

 

2

;

� 

i

�t

; t 

i

;

�

�

�

�

� 

i

�x

�

�

�

�

; t

�

u

i

;

� 

i

�x

�

; i = 1; 2

îáìåæåíèé ç âàãîþ

q(x)

1+jtj

.

Íåõàé, êðiì òîãî, óìîâà (4.53) (u

i

= u

oi

�

�n

i

i

) âèêîíó¹òüñÿ ïðè n

i

> 1 ,

i = 1; 2 .

Òîäi iñíó¹ ñêií÷åííà ãðàíèöÿ âåëè÷èíè

e

�

0

q

i âiðíà íåðiâíiñòü (4.66),

òîáòî

e

�

q

6

e

�

0

q

, ïðè÷îìó:
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1) ÿêùî n

i

> 1 , òî îöiíêà çâåðõó

e

�

0

q

äëÿ âiäõèëó

e

�

q

äîðiâíþ¹ âèðàçó

(4.67);

2) ÿêùî n

i

= 1 , òî

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

e

�

0

q

=

2

X

i;j=1;i6=j

�

i

sup

(t;x)2R

4

q(x)

1 + jtj

�

�

�

�

e

2(u

oi

;x)

�

� 

i

�t

+

�

v

i

;

� 

i

�x

��

+ 

1

 

2

e

2(u

o1

;x)

e

2(u

o2

;x)

�d

2

�

j

jv

1

� v

2

j

�

�

�

+ 2�d

2

�

1

�

2

jv

1

� v

2

j

� sup

(t;x)2R

4

q(x)

1 + jtj

h

e

2(u

o1

;x)

e

2(u

o2

;x)

 

1

(t;x) 

2

(t;x)

i

+2

2

X

i=1

�

i

j(u

oi

;v

i

)j sup

(t;x)2R

4

q(x)

1 + jtj

n

e

2(u

oi

;x)

 

i

(t;x)

o

:

(4.78)

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ äàíî¨ òåîðåìè ïðîâîäèòüñÿ ïî òié æå ñõåìi,

ùî i äîâåäåííÿ Òåîðåìè 4.3. Çäiéñíèâøè àíàëîãi÷íi ïåðåòâîðåííÿ, àëå âæå

äëÿ âiäõèëó (4.51), îòðèìà¹ìî îöiíêó çâåðõó

e

�

0

q

äëÿ âiäõèëó

e

�

q

ïîâíiñòþ

iäåíòè÷íó (4.68)�(4.70). Ïåðåéøîâøè äî íèçüêîòåìïåðàòóðíî¨ ãðàíèöi ó

âèðàçàõ (4.69) i (4.70) ïðè �

i

! +1; i = 1; 2 , çíàéäåìî:

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

A

ij

=

2

4

 

1

 

2

�d

2

�

j

jv

1

� v

2

j ; n

i

> 1;

e

2(u

oi

;x)

 

1

 

2

�d

2

�

j

jv

1

� v

2

j ; n

i

= 1;

i 6= j; i; j = 1; 2;

(4.79)

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

B

i

=

2

4

�

v

i

;

� 

i

�x

�

; n

i

> 1;

�

v

i

;

� 

i

�x

�

+ 2 

i

(u

oi

;v

i

) ; n

i

= 1;

i = 1; 2:

(4.80)

Äàëi, âðàõîâóþ÷è (4.79) òà (4.80), ïiñëÿ ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó â (4.68)

(éîãî îá ðóíòóâàííÿ òàêå æ ÿê â äîâåäåííi Òåîðåìè 4.4), îòðèìà¹ìî:

1) ïðè n

i

> 1 , lim

�

i

!+1

(i=1;2)

e

�

0

q

ñïiâïàäà¹ ç (4.67) (îñêiëüêè ãðàíèöÿ âåëè÷èíè



81

e

2�

i

(u

i

;x)

â öüîìó âèïàäêó äîðiâíþ¹ 1);

2) ïðè n

i

= 1 , lim

�

i

!+1

(i=1;2)

e

�

0

q

ìà¹ âèãëÿä (4.78) (òóò lim

�

i

!+1

(i=1;2)

e

2�

i

(u

i

;x)

= e

2(u

oi

;x)

;

ùî i îáóìîâëþ¹ ïîÿâó äîäàòêîâîãî ìíîæíèêà i ñóìè ïðè ãðàíè÷íîìó

ïåðåõîäi äëÿ

e

�

0

q

).

Òåîðåìó äîâåäåíî. 2

Äàëi íàâåäåíî íàñëiäêè ç öi¹¨ òåîðåìè.

Íàñëiäîê 4.4. Íåõàé â ïðèïóùåííi (4.53) ïàðàìåòðè n

i

; i = 1; 2

çàäîâîëüíÿþòü óìîâó n

i

> 1 . Êðiì òîãî, íåõàé �óíêöi¨  

i

(t;x) ìàþòü

âèãëÿä (4.71) àáî (4.72) i ïðè öüîìó âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

1)

supp C

1

\ supp C

2

= � (4.81)

àáî

v

1

= v

2

; (4.82)

äå C

i

, r

x

C

i

i r

e
y

C

i

(ey) (

e

y = x� v

i

t ) � îáìåæåíi �óíêöi¨;

2) �óíêöiÿ q(x) � �iíiòíà àáî øâèäêî ñïàäíà íà íåñêií÷åííîñòi (øâèäøå

íiæ �óíêöiÿ e

�x

2

, x 2 R

3

).

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ u

i

; v

i

i �óíêöié '

i

(t;x); i = 1; 2 âèãëÿäó (4.77)

âiðíî (4.56).

Äîâåäåííÿ. Ïåðø çà âñå ïåðåâiðèìî, ùî �óíêöi¨ âèäó (4.71) i (4.72),

ç óðàõóâàííÿì óìîâ äàíîãî íàñëiäêó, çàäîâîëüíÿþòü óìîâè Òåîðåìè 4.6.

Äëÿ ïî÷àòêó ïåðåêîíà¹ìîñü â îáìåæåíîñòi íàñòóïíèõ âèðàçiâ:

q(x)

1 + jtj

t 

1

 

2

exp f2�

1

(u

1

;x) + 2�

2

(u

2

;x)g ; i = 1; 2; (4.83)

q(x)

1 + jtj

� 

i

�t

exp f2�

i

(u

i

;x)g ; i = 1; 2; (4.84)

q(x)

1 + jtj

t 

i

exp f2�

i

(u

i

;x)g ; i = 1; 2; (4.85)



82

q(x)

1 + jtj

�

�

�

�

� 

i

�x

�

�

�

�

exp f2�

i

(u

i

;x)g ; i = 1; 2; (4.86)

q(x)

1 + jtj

t

�

u

i

;

� 

i

�x

�

exp f2�

i

(u

i

;x)g ; i = 1; 2: (4.87)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ îáîõ �óíêöié âèäó (4.71) i (4.72) âèðàç (4.83)

áóäå îäíèì i òèì æå

q(x)

1+jtj

tC

1

C

2

exp f2�

1

(u

1

;x) + 2�

2

(u

2

;x)g , i ç îãëÿäó íà

óìîâó (4.81) áóäå òîòîæíî äîðiâíþâàòè íóëþ. Çà óìîâè (4.82), öåé âèðàç

áóäå îáìåæåíèé â ñèëó îáìåæåíîñòi �óíêöié C

i

i �iíiòíîñòi àáî øâèäêîãî

ñïàäàííÿ �óíêöi¨ q(x) , íåçàëåæíî âiä ñòðóêòóðè àðãóìåíòó (î÷åâèäíî,

ùî êîæåí iç ìíîæíèêiâ

t

1+jtj

; C

1

C

2

; q(x) exp f2�

1

(u

1

;x) + 2�

2

(u

2

;x)g

îáìåæåíèé).

Òàêîæ íå âàæêî ïîìiòèòè, ùî äëÿ �óíêöi¨ (4.72) âèðàç (4.84) äîðiâíþ¹

íóëþ, à äëÿ �óíêöi¨ (4.71) îáìåæåíèé çàâäÿêè óìîâàì 1) òà 2) äàíîãî

íàñëiäêó.

�åøòà âèðàçiâ (4.85)�(4.87) îöiíþþòüñÿ àíàëîãi÷íèì ÷èíîì ç

âèêîðèñòàííÿì �îðìóë (4.74) i (4.75). Îòæå, ìè ìîæåìî ñêîðèñòàòèñÿ

òâåðäæííÿì Òåîðåìè 4.6 äëÿ n

i

> 1 , òîáòî �îðìóëîþ (4.67). Â òî é æå

÷àñ, áåðó÷è äî óâàãè óìîâè äàíîãî íàñëiäêó (4.81) i (4.82) òà ðiâíiñòü (4.76),

îòðèìó¹ìî, ùî lim

�

i

!+1

(i=1;2)

e

�

0

q

= 0: Òàêèì ÷èíîì, çàâäÿêè êîðåêòíî âèçíà÷åíié

îöiíöi (4.66) äëÿ âiäõèëó (4.51), ìè ïðèõîäèìî äî (4.56). 2

Íàñëiäîê 4.5. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ âñi óìîâè Íàñëiäêó 4.4, çà

âèêëþ÷åííÿì òîãî, ùî â äàíîìó âèïàäêó n

i

= 1; i = 1; 2 . Êðiì öüîãî,

ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ äîäàòêîâà óìîâà

(u

i

;v

i

) = 0; i = 1; 2: (4.88)

Òîäi òâåðäæåííÿ Íàñëiäêó 4.4 çàëèøà¹òüñÿ âiðíèì.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè �óíêöi¨ âèäó (4.71) i (4.72) çàäîâîëüíÿþòü

óìîâè Òåîðåìè 4.6 (äîâåäåííÿ öüîãî �àêòó áóëî ïðîâåäåíî â äîâåäåííi
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Íàñëiäêó 4.4), ìè â ïðàâi ñêîðèñòàòèñÿ äðóãèì òâåðäæåííÿì öi¹¨ òåîðåìè,

òîáòî �îðìóëîþ (4.78).

Ôiíiòíiñòü àáî äîñòàòíüî øâèäêå ñïàäàííÿ �óíêöi¨ q(x) çàáåçïå÷ó¹

îáìåæåíiñòü âñiõ âèðàçiâ, ÿêi âõîäÿòü äî (4.78) i ïðèãíi÷ó¹ çðîñòàííÿ

ìíîæíèêà e

2(u

oi

;x)

; i = 1; 2 . Òîáòî îöiíêà

e

�

0

q

êîðåêòíî âèçíà÷åíà.

Â ðåçóëüòàòi, âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâè (4.81), (4.82), à òàêîæ (4.88),

îòðèìó¹ìî òîé �àêò, ùî âñi äîäàíêè â (4.78) " çàíóëÿþòüñÿ" , îòæå, ìè

çíîâó îòðèìó¹ìî (4.56). 2

Çàóâàæåííÿ 4.4. Ëåãêî áà÷èòè, ùî êîå�iöi¹íòíi �óíêöi¨ (4.2) íå

ìiñòÿòü íå òiëüêè îêðåìîãî ìíîæíèêà, ñïàäàþ÷îãî ç ÷àñîì íà �1 , à é

ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ êîíñòàíòè, áåç äîâiëüíî¨ ìàëîñòi ÿêî¨ â �îçäiëi 3 íå

âäà¹òüñÿ çäîáóòè ðåçóëüòàò àíàëîãi÷íèé (4.6), à ëèøå çíà÷íî ñëàáêiøå

òâåðäæåííÿ, äå â ïðàâié ÷àñòèíi âiäïîâiäíî¨ ðiâíîñòi çàìiñòü íóëÿ �iãóðó¹

äåÿêà âåëè÷èíà, ÿêà ïîòðåáó¹ ïîäàëüøî¨ ìiíiìiçàöi¨ çà ðàõóíîê iíøèõ

ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëó. Òå æ ñàìå ñòîñó¹òüñÿ i àíàëîãiâ Íàñëiäêiâ 4.1, 4.2,

äå çàâäÿêè íîâîìó âiäõèëó âäà¹òüñÿ ñóòò¹âî ðîçøèðèòè êëàñè çíàéäåíèõ

ðîçâ'ÿçêiâ, à ñàìå, âèãëÿäó (4.28) àáî (4.29).

Ùî æ ñòîñó¹òüñÿ âiäõèëó

e

�

q

(f) ðîçãëÿíóòîãî â ïiäðîçäiëi 4.2, òî

íà âiäìiíó âiä âiäõèëó

e

�(f) , âií ìiñòèòü äîäàòêîâèé ìíîæíèê q(x) ,

çà äîïîìîãîþ ÿêîãî âäàëîñÿ ïîñëàáèòè óìîâè, ÿêi íàêëàäàþòüñÿ íà

�óíêöi¨ C

i

(ìiðêóâàííÿ Çàóâàæåííÿ 4.3), ùî ç òî÷êè çîðó �içè÷íîãî

ñåíñó äà¹ ìîæëèâiñòü ðîçãëÿäàòè íå òiëüêè " çãóñòêè" , ÿêi îïèñóþòüñÿ

ñïiââiäíîøåííÿì (4.71), i "öèëiíäðè" âèãëÿäó (4.72), àëå é äåÿêi ïîòîêè

ó âñüîìó ïðîñòîði, òèì ñàìèì ðîçøèðèâøè êëàñ îòðèìàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

Òàêîæ �óíêöiÿ q(x) â Íàñëiäêó 4.3 äîïóñêà¹ çðîñòàííÿ ÿê ñàìèõ

�óíêöié C

i

òàê i ¨õ ïîõiäíèõ çà ðàõóíîê äîñòàòíüî øâèäêîãî ñïàäàííÿ

õî÷à á óçäîâæ âåêòîðà u

oi

. Ïðè öüîìó íåìà¹ íåîáõiäíîñòi ïîäàëüøî¨

ìiíiìiçàöi¨ âiäõèëó ïðè d ! 0 äëÿ áóäü-ÿêèõ v

i

, ÿêà âèêîðèñòîâóâàëàñÿ

â Íàñëiäêó 4.1.
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Â òîé æå ÷àñ, çàâäÿêè âèêîðèñòàííþ âiäõèëó

e

�

q

(f) , âäà¹òüñÿ

âèêëþ÷èòè óìîâó ïåðïåíäèêóëÿðíîñòi âåêòîðiâ u

i

i v

i

, ÿêà

âèêîðèñòîâóâàëàñÿ â Íàñëiäêó 4.2 (äëÿ çàíóëåííÿ �óíêöié C

i

çà òèìè

íàïðÿìêàìè â R

3

, çà ÿêèìè åêñïîíåíòè â (4.83)�(4.87) çðîñòàþòü) õî÷à á

äëÿ çíà÷åíü ïàðàìåòðà n

i

> 1 , ùî äà¹ ìîæëèâiñòü óçàãàëüíèòè îòðèìàíi

ðåçóëüòàòè äëÿ ïàðàìåòðiâ áiëüø çàãàëüíîãî âèãëÿäó íiæ (4.53), (4.54).

4.3. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 4

Â äàíîìó ðîçäiëi äîñëiäæåíî ìîäè�iêîâàíi âiäõèëè ç ðiçíîþ âàãîþ

e

�(f) i

e

�

q

(f) âèãëÿäó (4.1) òà (4.51), ùî äîçâîëèëî çäîáóòè íèçêó íîâèõ

ÿâíèõ íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà äëÿ ìîäåëi òâåðäèõ

êóëü, ÿêi îïèñóþòü ïåðåõiäíèé ðåæèì ìiæ òå÷iÿìè òèïó "ïðèñêîðåííÿ-

óùiëüíåííÿ" òà ñóòò¹âî âiäðiçíÿþòüñÿ âiä ðîçâ'ÿçêiâ, ïîáóäîâàíèõ â

�îçäiëi 3 çà äîïîìîãîþ " çâè÷àéíîãî" ðiâíîìiðíî-iíòåãðàëüíîãî âiäõèëó

�(f) .
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�ÎÇÄIË 5

ÁIÌÎÄÀËÜÍI ÍÀÁËÈÆÅÍI �ÎÇÂ'ßÇÊÈ Â Ï�ÎÑÒÎ�I L

1

Â äàíîìó ðîçäiëi ïîáóäîâàíî áiìîäàëüíi ðîçïîäiëè âèãëÿäó (2.9)�

(2.10), ÿêi îïèñóþòü ïðîöåñ âçà¹ìîäi¨ ìiæ äâîìà ìàêñâåëiâñüêèìè òå÷iÿìè

òèïó "ïðèñêîðåííÿ-óùiëüíåííÿ" â ãàçi ç òâåðäèõ êóëü i çàäîâîëüíÿþòü

ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà (2.2)�(2.4) ç ÿêèì çàâãîäíî ñòóïåíåì òî÷íîñòi.

Çíàéäåíî ãðàíè÷íi âèïàäêè, â ÿêèõ öåé ðîçïîäië ìiíiìiçó¹ iíòåãðàëüíèé

âiäõèë âèãëÿäó (2.20) ìiæ ÷àñòèíàìè âêàçàíîãî ðiâíÿííÿ. Îñíîâíi

ðåçóëüòàòè ðîçäiëó áóëè îïóáëiêîâàíi â ðîáîòi [24℄.

5.1. Âèïàäîê iíòåãðàëüíîãî âiäõèëó

�îçãëÿäà¹òüñÿ íåîäíîðiäíà, íåñòàöiîíàðíà, ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ

äâîõ ìàêñâåëiàíiâ âèäó (2.9)�(2.13). Ïîòðiáíî çíàéòè òàêèé âèãëÿä

�óíêöié (2.10) i òàêó ïîâåäiíêó âñiõ íàÿâíèõ ïàðàìåòðiâ, ùîá ïðè

íèçüêîòåìïåðàòóðíîìó ãðàíè÷íîìó ïåðåõîäi (�

i

! +1; i = 1; 2 )

iíòåãðàëüíèé âiäõèë

�

1

(f) = �

1

=

Z

R

1

dt

Z

R

3

dx

Z

R

3

jD(f)�Q(f; f)jdv (5.1)

áóâ ÿê çàâãîäíî ìàëèì, òîáòî íàáëèæàâñÿ äî íóëÿ.

Äàëi îòðèìàíî äåêiëüêà ðåçóëüòàòiâ, ÿêi äàþòü ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i,

à ñàìå çíàéäåíi äåÿêi óìîâè, äîñòàòíi äëÿ ìiíiìiçàöi¨ âiäõèëó �

1

.

Ïåðø íiæ ïåðåéòè äî âèâ÷åííÿ âiäõèëó �

1

ïðè ïàðàìåòðàõ �

i

,

i = 1; 2 , ïðÿìóþ÷èõ äî +1 , ïðîâåäåìî êiëüêà ïîïåðåäíiõ ïåðåòâîðåíü

ïðàâî¨ ÷àñòèíè âèðàçó (5.1).

Ïiäñòàâèâøè ðîçïîäië (2.9) â ðiâíÿííÿ (2.2)�(2.4), âðàõîâóþ÷è

ðiâíiñòü (3.8), ìè îòðìà¹ìî:

D(f) =M

1

D('

1

) +M

2

D('

2

);

Q(f; f) = '

1

'

2

[Q(M

1

;M

2

) +Q(M

2

;M

1

)℄ ;
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à çíà÷èòü, iíòåãðàë ïî çìiííié v ç (5.1) ìîæíà ïåðåïèñàòè â íàñòóïíîìó

âèãëÿäi:

Z

R

3

jD(f)�Q(f; f)jdv

=

Z

R

3

�

�

�

�

�

�

2

X

i=1

M

i

D('

i

)� '

1

'

2

2

X

i;j=1;i6=j

Q(M

i

;M

j

)

�

�

�

�

�

�

dv:

(5.2)

Âèêîðèñòà¹ìî ïðåäñòàâëåííÿ iíòåãðàëó çiòêíåíü ó âèãëÿäi ðîçáèòòÿ

íà "ïðèáóòêîâó" i " çàòðàòíó" ÷àñòèíè G i L (àíàëîãi÷íî òîìó ÿê öå

áóëî çðîáëåíî ïðè äîâåäåííi Òåîðåìè 3.1), òîáòî �îðìóëó (3.10), äå

G(g

1

; g

2

) =

d

2

2

Z

R

3

dv

1

Z

�

d�j(v � v

1

; �)jg

1

(t;x;v

0

1

)g

2

(t;x;v

0

);

g

1

L(g

2

) = g

1

(t;x;v)

d

2

2

Z

R

3

dv

1

Z

�

d�j(v � v

1

; �)jg

2

(t;x;v

1

):

Ïiäñòàâëÿþ÷è çàìiñòü �óíêöié g

1

i g

2

âiäïîâiäíî ìàêñâåëiàíè M

1

, M

2

, i

âðàõîâóþ÷è, ùî G > 0 i M

i

> 0 , îòðèìà¹ìî íàñòóïíó îöiíêó çâåðõó äëÿ

âèðàçó (5.2):

Z

R

3

jD(f)�Q(f; f)jdv =

Z

R

3

jM

1

D('

1

) +M

2

D('

2

)

�'

1

'

2

[G(M

1

;M

2

) + G(M

2

;M

1

)�M

1

L(M

2

)�M

2

L(M

1

)℄j dv

6

Z

R

3

[M

1

jD('

1

)j+M

2

jD('

2

)j+ '

1

'

2

(G(M

1

;M

2

) + G(M

2

;M

1

))

+'

1

'

2

(M

1

jL(M

2

)j+M

2

jL(M

1

)j)℄ dv:

(5.3)

Äàëi, ìàþ÷è íà óâàçi òîé �àêò, ùî G(M

1

;M

2

) = G(M

2

;M

1

) ,

ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi ðiâíîñòi [36℄, [58℄:

Z

R

3

G(M

1

;M

2

)dv =

Z

R

3

M

1

L(M

2

)dv =

Z

R

3

G(M

2

;M

1

)dv =

Z

R

3

M

2

L(M

1

)dv:

Îòæå, âèðàç (5.3) ìîæíà ïðåäñòàâèòè íàñòóïíèì ÷èíîì:
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Z

R

3

jD(f)�Q(f; f)jdv

6

Z

R

3

[M

1

jD('

1

)j+M

2

jD('

2

)j℄ dv + 4'

1

'

2

Z

R

3

M

1

jL(M

2

)j dv:

(5.4)

Òàê ÿê [28℄

L(M

i

) =

�

i

d

2

p

�

Z

R

3

�

�

�

�

v �

e

v

i

�

w

p

�

i

�

�

�

�

e

�w

2

dw;

òî, ç îãëÿäó íà (2.3) i (2.11), ñóìà iíòåãðàëiâ â (5.4) íàáóäå âèãëÿäó:

2

X

i=1

Z

R

3

�

i

(t;x)

�

�

i

�

�

3=2

e

��

i

(v�
e
v

i

)

2

�

�

�

�

�'

i

�t

+

�

v;

�'

i

�x

�

�

�

�

�

dv

+4'

1

'

2

�

1

(t;x)�

2

(t;x)

�

2

d

2

Z

R

6

�

3=2

1

e

��

1

(v�
e
v

1

)

2

�

�

�

�

v �

e

v

2

�

w

p

�

2

�

�

�

�

e

�w

2

dwdv:

Çâiäêè, ïiñëÿ çàìiíè u =

p

�

i

(v �

e

v

i

) , ç óðàõóâàííÿì (2.13),

îòðèìà¹ìî îñíîâíèé âèãëÿä îöiíêè çâåðõó äëÿ (5.2):

Z

R

3

jD(f)�Q(f; f)jdv

6

2

X

i=1

Z

R

3

�

�

�

�

�'

i

�t

+

�

u

p

�

i

+ v

i

� u

i

t;

�'

i

�x

�

�

�

�

�

�

i

(t;x)�

�3=2

e

�u

2

du

+4'

1

'

2

�

1

(t;x)�

2

(t;x)

�

2

d

2

Z

R

6

F

12

e

�w

2

�u

2

dwdu;

(5.5)

äå

F

12

= F

12

(t;u;w) =

�

�

�

�

u

p

�

1

�

w

p

�

2

+ v

1

� v

2

+ (u

2

� u

1

)t

�

�

�

�

; (5.6)

�

i

(t;x) = �

i

exp

�

�

i

((v

i

� u

i

t)

2

+ 2(u

i

;x))

	

; i = 1; 2: (5.7)

Äëÿ ïîâíîòè âèêëàäåííÿ ïîäàëüøèõ ðåçóëüòàòiâ íàâåäåìî äåêiëüêà

îçíà÷åíü, ÿêi áóëè ââåäåíi â ðîáîòi [91℄.
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Îçíà÷åííÿ 5.1. Íåõàé G � òàêà îáìåæåíà îáëàñòü â R

n

, ùî ÷èñëî

êîìïîíåíò çâ'ÿçíîñòè ïåðåòèíó G ç áóäü-ÿêîþ ïðÿìîþ, ïàðàëëåëüíîþ

ÿêié-íåáóäü ç êîîðäèíàòíèõ îñåé, ñêií÷åííî. Äëÿ áóäü-ÿêîãî Æ > 0

ïîçíà÷èìî ÷åðåç G

Æ

ìíîæèíó òî÷îê ç R

n

, ÿêi âiäñòîÿòü âiä G íå áiëüøå

íiæ íà Æ .

ßêùî n = 4 i êîîðäèíàòè ïîçíà÷àþòüñÿ ÿê t; x

k

(k = 1; 2; 3) , òî

÷åðåç G

x

� ïîçíà÷èìî ïðîåêöiþ G íà ãiïåðïëîùèíó t = 0 , à ÷åðåç G

k

�

ïðîåêöiþ G íà ãiïåðïëîùèíó x

k

= 0 (k = 1; 2; 3) .

Ïîçíà÷èìî îá'¹ìè (ìiðè) âiäïîâiäíî¨ ðîçìiðíîñòi áóêâîþ m .

Îçíà÷åííÿ 5.2. Ôiíiòíèì " Æ �ïëàòî" íàä îáëàñòþ G � R

4

, Æ > 0

íàçèâà¹òüñÿ òàêà �óíêöiÿ '

Æ

(G; t;x) 2 C

1

(R

4

) , ùî

'

Æ

(G; t;x) =

2

6

6

4

1; (t;x) 2 G;

0; (t;x) 2 R

4

n G

Æ

;

0 6 '

Æ

6 1; (t;x) 2 G

Æ

n G;

(5.8)

i, êðiì öüîãî, íà áóäü-ÿêié ïðÿìié, ïàðàëåëüíié îäíié ç êîîðäèíàòíèõ îñåé,

�óíêöiÿ '

Æ

ìà¹ íå áiëüøå íiæ ñêií÷åííó êiëüêiñòü ñòðîãèõ åêñòðåìóìiâ.

Òåïåð ïîâåðíåìîñÿ áåçïîñåðåäíüî äî ïîñòàâëåíî¨ çàäà÷i i ðîçãëÿíåìî

êiëüêà âàðiàíòiâ ¨¨ ðîçâ'ÿçàííÿ, ÿêi äàþòü ðiçíi äîñòàòíi óìîâè ïðÿìóâàííÿ

âiäõèëó (5.1) äî íóëÿ ïðè ïåâíîìó âèáîði �óíêöié '

i

, i = 1; 2 i âiäïîâiäíié

ïîâåäiíöi ãiäðîäèíàìi÷íèõ ïàðàìåòðiâ.

Òåîðåìà 5.1. Íåõàé G

1

;G

2

� R

4

� îáìåæåíi îáëàñòi ç

Îçíà÷åííÿ 5.1, i Æ

1

; Æ

2

> 0 òàêi, ùî G

1;Æ

1

\ G

2;Æ

2

= � . Íåõàé �óíêöi¨

'

i

, i = 1; 2 ç ðîçïîäiëó (2.9) ìàþòü âèãëÿä " Æ �ïëàòî" (5.8), ïðè÷îìó

'

Æ

1

(G

1

; t;x) i '

Æ

2

(G

2

; t;x) òàêi, ùî çàãàëüíà êiëüêiñòü ¨õ åêñòðåìóìiâ ç

Îçíà÷åííÿ 5.2, îáìåæåíà ðiâíîìiðíî âiäíîñíî âñiõ àðãóìåíòiâ êîíñòàíòîþ

K > 0 ïðè Æ

1

; Æ

2

! 0 .

Êðiì òîãî, íåõàé âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

u

i

=

u

oi

�

n

i

i

; i = 1; 2; (5.9)
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v

i

=

v

oi

�

k

i

i

; i = 1; 2; (5.10)

äå u

oi

, v

oi

2 R

3

� äîâiëüíi �iêñîâàíi âåêòîðè, à ÷èñëà n

i

, k

i

çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòÿì

n

i

> 1; k

i

>

1

2

; i = 1; 2:

Òîäi iñíó¹ òàêå �

0

1

, äëÿ ÿêîãî âiðíî

�

1

6 �

0

1

: (5.11)

Ïðè÷îìó ïðè áóäü-ÿêîìó �iêñîâàíîìó d > 0

lim

m(G

x

i

)!0

(i=1;2)

lim

Æ

1

!0

Æ

2

!0

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

�

0

1

= 0; (5.12)

äå m(G

x

i

) , i = 1; 2 � îá'¹ì (ìiðà) ïðîåêöi¨ ìíîæèíè G

i

íà ïiäïðîñòið

t = 0 .

Äîâåäåííÿ. Ïðîiíòåãðó¹ìî âèðàç (5.5) ïî t i x , çâiäêè îòðèìà¹ìî

íàñòóïíèé âèãëÿä îöiíêè äëÿ âiäõèëó (5.1):

�

1

6 �

0

1

=

Z

R

1

dt

Z

R

3

dx

2

X

i=1

Z

R

3

�

�

�

�

�'

i

�t

+

�

u

p

�

i

+ v

i

� u

i

t;

�'

i

�x

�

�

�

�

�

�

i

(t;x)�

�3=2

e

�u

2

du

+4

d

2

�

2

Z

R

1

dt

Z

R

3

'

1

'

2

�

1

(t;x)�

2

(t;x)dx

Z

R

6

F

12

e

�w

2

�u

2

dwdu;

(5.13)

äå F

12

ìà¹ âèãëÿä (5.6).

Öÿ îöiíêà êîðåêòíî âèçíà÷åíà, òàê ÿê âåëè÷èíè

�'

i

�t

;

�

u

i

;

�'

i

�x

�

t ;

�

�

�

�'

i

�x

�

�

�

; '

i

; '

i

t ; '

1

'

2

, ïiñëÿ ìíîæåííÿ íà �

i

(t;x) âèãëÿäó (5.7), íàëåæàòü

ïðîñòîðó L

1

(R

4

) ïðè âñiõ �

i

> 0; i = 1; 2 çàâäÿêè �iíiòíîñòi �óíêöié '

i

,

i = 1; 2 .

Ç óìîâ êîðåêòíîñòi îöiíêè, îïèñàíèõ âèùå, �iíiòíîñòi �óíêöié '

i

, à

òàêîæ çàâäÿêè òîìó, ùî �óíêöi¨ e

�w

2

i e

�u

2

� øâèäêîñïàäíi, âèïëèâà¹
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ðiâíîìiðíà çáiæíiñòü âñiõ iíòåãðàëiâ, ÿêi âõîäÿòü äî ïðàâî¨ ÷àñòèíè

íåðiâíîñòi (5.13), âiäíîñíî çìiííî¨ 

i

, äå 

i

=

1

�

i

; i = 1; 2 , à çíà÷èòü

âåëè÷èíà �

0

1

íåïåðåðâíà ïî 

i

, ùî äîçâîëÿ¹ ïåðåéòè â öüîìó âèðàçi äî

ãðàíèöi ïðè 

i

! 0 (�

i

! +1 ).

Òàêèì ÷èíîì, ïðè ïåðåõîäi äî íèçüêîòåìïåðàòóðíî¨ ãðàíèöi â (5.13),

âðàõîâóþ÷è óìîâè (5.9), (5.10), ãðàíèöi "�ðàãìåíòiâ" âèãëÿäó (5.6) òà

(5.7) áóäóòü, î÷åâèäíî, òàêèìè:

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

�

i

(t;x) = �

i

F

i

(x); i = 1; 2;

äå

F

i

(x) =

2

6

6

4

1; n

i

> 1; k

i

>

1

2

;

e

2(u

oi

;x)

; n

i

= 1; k

i

>

1

2

;

e

v

2

oi

+2(u

oi

;x)

; n

i

= 1; k

i

=

1

2

;

i = 1; 2; (5.14)

òà

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

F

12

= 0:

Çíà÷èòü,

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

�

0

1

=

Z

R

4

2

4

2

X

i=1

Z

R

3

�

�

�

�

�'

i

�t

�

�

�

�

�

i

F

i

(x)�

�3=2

e

�u

2

du

3

5

dtdx;

çâiäêè, ïiñëÿ îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëó ïî çìiííié u , ìà¹ìî:

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

�

0

1

=

Z

R

4

"

2

X

i=1

�

�

�

�

�'

i

�t

�

�

�

�

�

i

F

i

(x)

#

dtdx: (5.15)

Âåðòàþ÷èñü áåçïîñåðåäíüî äî âèãëÿäó �óíêöié '

i

, i = 1; 2 , òîáòî äî

âèðàçó (5.8), ç îãëÿäó íà (5.14), ìè îòðèìà¹ìî íàñòóïíi ðåçóëüòàòè.

1) ßêùî F

i

(x) = 1 , òî ãðàíèöÿ (5.15) íàáóäå âèãëÿäó:

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

�

0

1

= �

1

Z

R

4

�

�

�

�

�'

1

�t

�

�

�

�

dtdx+ �

2

Z

R

4

�

�

�

�

�'

2

�t

�

�

�

�

dtdx: (5.16)

Ñïèðàþ÷èñü íà óìîâè äàíî¨ òåîðåìè, ðîçãëÿíåìî ïåðøèé iíòåãðàë ç

(5.16) (ïîçíà÷èìî D

1

= G

1;Æ

1

nG

1

) i îá÷èñëèìî éîãî (áåç âðàõóâàííÿ
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êîíñòàíòè �

1

):

Z

R

4

�

�

�

�

�'

1

�t

�

�

�

�

dtdx =

Z

G

1

�

�

�

�

�1

�t

�

�

�

�

dtdx+

Z

R

4

nG

1;Æ

1

�

�

�

�

�0

�t

�

�

�

�

dtdx

+

Z

G

1;Æ

1

nG

1

�

�

�

�

�'

Æ

1

�t

�

�

�

�

dtdx =

Z

D

1

�

�

�

�

�'

1

�t

�

�

�

�

dtdx =

Z

D

x

1

dx

+1

Z

�1

�

�

�

�

�'

1

�t

�

�

�

�

dt

=

Z

D

x

1

dx

N (x;Æ

1

)

X

s=1

a

s+1

Z

a

s

�

�

�

�

�'

1

�t

�

�

�

�

dt =

Z

D

x

1

dx

N (x;Æ

1

)

X

s=1

�

�

�

�

�

�

a

s+1

Z

a

s

�'

1

�t

dt

�

�

�

�

�

�

=

Z

D

x

1

2

4

N (x;Æ

1

)

X

s=1

j'

1

(a

s+1

;x)� '

1

(a

s

;x)j

3

5

dx

6 2

Z

D

x

1

N (x; Æ

1

)dx 6 2Km(D

x

1

);

(5.17)

äå a

s

; s = 1; :::;N (x; Æ

1

) � ñòðîãi åêñòðåìóìè �óíêöi¨ '

1

, ÿêi

íàëåæàòü ïðÿìèì ïàðàëåëüíèì âiñi t , äëÿ äåÿêèõ �iêñîâàíèõ x i Æ

1

;

K � êîíñòàíòà ç óìîâè äàíî¨ òåîðåìè; îöiíêà '

1

âèïëèâà¹ ç (5.8).

Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì îöiíþ¹òüñÿ äðóãèé iíòåãðàë ç (5.16), äå

D

2

= G

2;Æ

2

nG

2

:

Z

R

4

�

�

�

�

�'

2

�t

�

�

�

�

dtdx =

Z

D

x

2

dx

+1

Z

�1

�

�

�

�

�'

2

�t

�

�

�

�

dt 6 2Km(D

x

2

): (5.18)

Çãàäóþ÷è ïîçíà÷åííÿ äëÿ D

x

1

i D

x

2

, ìè ìîæåìî çðîáèòè âèñíîâîê, ùî

lim

Æ

1

!0

m(D

x

1

) = m(G

x

1

); (5.19)

lim

Æ

2

!0

m(D

x

2

) = m(G

x

2

): (5.20)

Òàêèì ÷èíîì, ç (5.16)�(5.20), ìè îòðèìà¹ìî:

lim

Æ

1

!0

Æ

2

!0

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

�

0

1

6 2�

1

Km(G

x

1

) + 2�

2

Km(G

x

2

) = 2K

2

X

i=1

�

i

m(G

x

i

);

çâiäêè âèïëèâà¹ (5.12).
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2) ßêùî F

i

(x) = e

2(u

oi

;x)

(ç (5.14)), òî âèðàç (5.15) íàáóäå âèãëÿäó:

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

�

0

1

= �

1

Z

R

4

�

�

�

�

�'

1

�t

�

�

�

�

e

2(u

o1

;x)

dtdx+ �

2

Z

R

4

�

�

�

�

�'

2

�t

�

�

�

�

e

2(u

o2

;x)

dtdx: (5.21)

Ïåðåòâîðèìî iíòåãðàëè â (5.21) àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê öå áóëî çðîáëåíî

ó âèïàäêó 1), ç óðàõóâàííÿì òîãî, ùî â ñèëó îáìåæåíîñòi ìíîæèí D

x

1

,

D

x

2

iñíó¹ êîíñòàíòà � > 0 òàêà, ùî jxj 6 � , çíà÷èòü e

2(u

oi

;x)

6 e

2ju

oi

j�

.

Îòæå, ìà¹ìî:

Z

R

4

�

�

�

�

�'

1

�t

�

�

�

�

e

2(u

o1

;x)

dtdx =

Z

D

x

1

e

2(u

o1

;x)

dx

+1

Z

�1

�

�

�

�

�'

1

�t

�

�

�

�

dt

6 e

2ju

o1

j�

Z

D

x

1

dx

+1

Z

�1

�

�

�

�

�'

1

�t

�

�

�

�

dt 6 2Km(D

x

1

)e

2ju

o1

j�

;

Z

R

4

�

�

�

�

�'

2

�t

�

�

�

�

e

2(u

o2

;x)

dtdx 6 2Km(D

x

2

)e

2ju

o2

j�

:

Òîìó, âðàõîâóþ÷è (5.19) òà (5.20), îòðèìó¹ìî:

lim

Æ

1

!0

Æ

2

!0

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

�

0

1

6 2K

2

X

i=1

�

i

e

2ju

oi

j�

m(G

x

i

);

çâiäêè âèïëèâà¹ íåîáõiäíå òâåðäæåííÿ (5.12).

3) ßêùî ç (5.14) âçÿòè F

i

(x) = e

v

2

oi

+2(u

oi

;x)

, òî, âèêîðèñòîâóþ÷è

âèêëàäêè, îòðèìàíi ó âèïàäêàõ 1) i 2), ìà¹ìî:

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

�

0

1

6 2K

2

X

i=1

�

i

e

v

2

oi

+2ju

oi

j�

m(D

x

i

):

Ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi ïðè Æ

1

! 0 i Æ

2

! 0 â îñòàííié íåðiâíîñòi, ìè

îòðèìà¹ìî:

lim

Æ

1

!0

Æ

2

!0

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

�

0

1

6 2K

2

X

i=1

�

i

e

v

2

oi

+2ju

oi

j�

m(G

x

i

);

ùî â ïîäàëüøîìó ïðèâîäèòü íàñ äî íåîáõiäíîãî ðåçóëüòàòó, òîáòî

çíîâó äî òâåðäæåííÿ (5.12).
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Òàêèì ÷èíîì ïðè áóäü-ÿêèõ F

i

(x) ç (5.14) ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

(5.12), ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè. 2

Òåîðåìà 5.2. Íåõàé �óíêöi¨ '

i

â ðîçïîäiëi (2.9) ìàþòü âèãëÿä:

'

i

(t;x) =  

i

(t;x)e

��

i

((v

i

�u

i

t)

2

+2(u

i

;x))

; i = 1; 2; (5.22)

äå �óíêöi¨  

i

(t;x) òàêi, ùî âèðàçè

� 

i

�t

;

�

�

�

�

� 

i

�x

�

�

�

�

;  

1

 

2

;  

i

;  

i

t; t

�

u

i

;

� 

i

�x

�

; i = 1; 2 (5.23)

íàëåæàòü ïðîñòîðó L

1

(R

4

) .

Êðiì òîãî, íåõàé âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (5.9) (u

i

=

u

oi

�

n

i

i

) ïðè n

i

>

1

2

.

Òîäi ñïðàâåäëèâà îöiíêà (5.11), ïðè÷îìó iñíó¹ òàêà ñêií÷åííà ãðàíèöÿ:

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

�

0

1

=

2

X

i=1

�

i

Z

R

4

�

�

�

�

� 

i

�t

+

�

v

i

;

� 

i

�x

�

�

�

�

�

dtdx

+4�d

2

�

1

�

2

jv

1

� v

2

j

Z

R

4

 

1

(t;x) 

2

(t;x)dtdx:

(5.24)

Äîâåäåííÿ. Áóäåìî ñïèðàòèñÿ íà âèãëÿä îöiíêè (5.11), à ñàìå íà

�îðìóëó (5.13), îòðèìàíó ïðè äîâåäåííi Òåîðåìè 5.1. Îá÷èñëèìî ïîõiäíi

�óíêöié '

i

(t;x); i = 1; 2 , âèãëÿäó (5.22):

�'

i

�x

=

�

� 

i

�x

� 2�

i

 

i

u

i

�

e

��

i

((v

i

�u

i

t)

2

+2(u

i

;x))

; (5.25)

�'

i

�t

=

�

� 

i

�t

+ 2�

i

 

i

((v

i

;u

i

)� u

2

i

t)

�

e

��

i

((v

i

�u

i

t)

2

+2(u

i

;x))

: (5.26)

Ïiäñòàâèâèøè îòðèìàíi âèðàçè ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ �óíêöié '

i

; i = 1; 2 ,

òîáòî (5.25) i (5.26) â (5.13) (çáiæíiñòü âiäïîâiäíèõ iíòåãðàëiâ âèïëèâà¹ ç

óìîâè (5.23)), ìè ïðèõîäèìî äî íàñòóïíî¨ îöiíêè �

0

1

:

�

0

1

=

Z

R

4

dtdx

2

X

i=1

Z

R

3

�

�

�

�

� 

i

�t

+

�

v

i

� u

i

t;

� 

i

�x

�

+

�

u

p

�

i

;

� 

i

�x

�

� 2

�

u;

p

�

i

 

i

u

i

�

�

�

�

�

�

i

�

�3=2

e

�u

2

du

+4

d

2

�

2

�

1

�

2

Z

R

4

 

1

 

2

dtdx

Z

R

6

F

12

e

�w

2

�u

2

dwdu

(5.27)



94

ïðè çáåðåæåííi (5.6).

Â ðåçóëüòàòi ïåðåõîäó äî íèçüêîòåìïåðàòóðíî¨ ãðàíèöi ïðè

�

i

! +1; i = 1; 2 ó âèðàçi (5.27), çàâäÿêè (5.9) (ìîæëèâiñòü çäiéñíåííÿ

òàêîãî ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó îá ðóíòîâó¹òüñÿ òàê ñàìî ÿê ïðè äîâåäåííi

Òåîðåìè 5.1), îòðèìà¹ìî:

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

�

0

1

=

Z

R

4

dtdx

2

X

i=1

Z

R

3

�

i

�

�

�

�

� 

i

�t

+

�

v

i

;

� 

i

�x

�

�

�

�

�

�

�3=2

e

�u

2

du

+4

d

2

�

2

�

1

�

2

Z

R

4

 

1

 

2

dtdx

Z

R

6

jv

1

� v

2

je

�w

2

�u

2

dwdu

(5.28)

Ïîäàëüøå òðèâiàëüíå iíòåãðóâàííÿ â (5.28) ïî çìiííèì u i w ïðèçâîäèòü

äî (5.24). Òåîðåìó äîâåäåíî. 2

Íàñëiäîê 5.1. Íåõàé ìàþòü ìiñöå âñi ïðèïóùåííÿ Òåîðåìè 5.2,

à �óíêöi¨  

i

(t;x); i = 1; 2 ìàþòü âèãëÿä " Æ �ïëàòî" (5.8), ïðè÷îìó

 

Æ

1

(G

1

; t;x) i  

Æ

2

(G

2

; t;x) òàêi, ùî çàãàëüíà êiëüêiñòü ¨õ åêñòðåìóìiâ ç

Îçíà÷åííÿ 5.2, îáìåæåíà ðiâíîìiðíî âiäíîñíî âñiõ àðãóìåíòiâ êîíñòàíòîþ

K

1

> 0 ïðè Æ

1

; Æ

2

! 0 .

Òîäi ñïiââiäíîøåííÿ

�

1

! 0 (5.29)

ñïðàâåäëèâå â ïðèïóùåííÿõ àíàëîãi÷íèõ (5.12), à ñàìå:

lim

m(G

x

i

)!0

m(G

k

i

)jv

k

i

j!0

(i=1;2;k=1;2;3)

lim

Æ

1

!0

Æ

2

!0

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

�

0

1

= 0;

ÿêùî ìà¹ ìiñöå õî÷à á îäíà ç òàêèõ óìîâ:

1) äëÿ áóäü-ÿêèõ  

i

(t;x); i = 1; 2 , ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (5.23),

v

1

= v

2

; (5.30)

2)

supp  

1

\ supp  

2

= �; (5.31)
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3) äëÿ äîâiëüíèõ v

1

; v

2

i  

i

(t;x); i = 1; 2 , ç óðàõóâàííÿì (5.23),

d! 0: (5.32)

Äîâåäåííÿ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî óìîâà (5.23) Òåîðåìè 5.2 âèêîíó¹òüñÿ

çàâäÿêè �iíiòíîñòi �óíêöié  

i

(t;x); i = 1; 2 i, âðàõîâóþ÷è (5.9) ïðè

n

i

>

1

2

, î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü (5.24), ïðè÷îìó âñi iíòåãðàëè, ÿêi

äî íå¨ âõîäÿòü, çáiãàþòüñÿ òàêîæ çàâäÿêè �iíiòíîñòi  

i

(t;x); i = 1; 2 .

Âèõîäÿ÷è ç òîãî, ùî �óíêöi¨  

i

(t;x) i = 1; 2 âèáðàíî ó âèãëÿäi

�iíiòíèõ " Æ �ïëàòî" , à ñàìå ó âèãëÿäi (5.8), äå çàìiñòü '

i

âiäáóâà¹òüñÿ

ïiäñòàíîâêà  

i

; i = 1; 2 , i çãàäóþ÷è ïîçíà÷åííÿ D

1

= G

1;Æ

1

nG

1

òà

D

2

= G

2;Æ

2

nG

2

, ïåðøèé äîäàíîê â (5.24) ìîæå áóòè ùå ðàç îöiíåíî çâåðõó

íàñòóïíèì ÷èíîì:

2

X

i=1

�

i

Z

R

4

�

�

�

�

� 

i

�t

+

�

v

i

;

� 

i

�x

�

�

�

�

�

dtdx

=

2

X

i=1

�

i

Z

D

i

�

�

�

�

� 

i

�t

+

�

v

i

;

� 

i

�x

�

�

�

�

�

dtdx

6

2

X

i=1

�

i

Z

D

i

"

�

�

�

�

� 

i

�t

�

�

�

�

+

3

X

k=1

�

�

�

�

� 

i

�x

k

�

�

�

�

jv

k

i

j

#

dtdx:

(5.33)

Ñïèðàþ÷èñü íà òåõíiêó îöiíþâàííÿ iíòåãðàëiâ, âèêîðèñòàíó ïðè

äîâåäåííi Òåîðåìè 5.1 (çîêðåìà ó âèïàäîêó 1)), äëÿ ïåðøî¨ ÷àñòèíè

îñòàííüî¨ ñóìè â (5.33) îòðèìà¹ìî:

2

X

i=1

�

i

Z

D

i

�

�

�

�

� 

i

�t

�

�

�

�

dtdx 6 2K

1

2

X

i=1

�

i

m(D

x

i

);

(5.34)

çâiäêè, âèêîðèñòîâóþ÷è ñïðàâåäëèâi i çàðàç ðiâíîñòi (5.19) òà (5.20),

ìîæåìî çàïèñàòè, ùî

lim

Æ

1

!0

Æ

2

!0

2K

1

2

X

i=1

�

i

m(D

x

i

) = 2K

1

2

X

i=1

�

i

m(G

x

i

): (5.35)
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Òåïåð îöiíèìî äðóãó ÷àñòèíó ñóìè, à ñàìå âèðàç

2

X

i=1

�

i

Z

D

i

�

�

�

�

�

� 

i

�x

1

�

�

�

�

jv

1

i

j+

�

�

�

�

� 

i

�x

2

�

�

�

�

jv

2

i

j+

�

�

�

�

� 

i

�x

3

�

�

�

�

jv

3

i

j

�

dtdx:

(5.36)

Îá÷èñëèìî â (5.36) iíòåãðàë ïî t; x âiä îäíîãî ç äîäàíêiâ äëÿ i = 1 (âñi

iíøi îöiíþþòüñÿ àíàëîãi÷íèì ÷èíîì), íàïðèêëàä:

Z

D

1

�

�

�

�

�

� 

1

�x

1

�

�

�

�

jv

1

1

j

�

dtdx = jv

1

1

j

Z

D

t;x

2

;x

3

1

dtdx

2

dx

3

+1

Z

�1

�

�

�

�

� 

1

�x

1

�

�

�

�

dx

1

= jv

1

1

j

Z

D

t;x

2

;x

3

1

dtdx

2

dx

3

N (t;x

2

;x

3

;Æ

1

)

X

s=1

a

s+1

Z

a

s

�

�

�

�

� 

1

�x

1

�

�

�

�

dx

1

= jv

1

1

j

Z

D

t;x

2

;x

3

1

dtdx

2

dx

3

N (t;x

2

;x

3

;Æ

1

)

X

s=1

�

�

�

�

�

�

a

s+1

Z

a

s

� 

1

�x

1

dx

1

�

�

�

�

�

�

= jv

1

1

j

Z

D

t;x

2

;x

3

1

dtdx

2

dx

3

N (t;x

2

;x

3

;Æ

1

)

X

s=1

�

�

 

1

(a

s+1

; t; x

2

; x

3

)�  

1

(a

s

; t; x

2

; x

3

)

�

�

6 2jv

1

1

j

Z

D

t;x

2

;x

3

1

N (t; x

2

; x

3

; Æ

1

)dtdx

2

dx

3

6 2jv

1

1

jK

1

m(D

t;x

2

;x

3

1

);

äå a

s

; s = 1; :::;N (t; x

2

; x

3

; Æ

1

) � ñòðîãi åêñòðåìóìè �óíêöi¨  

1

, ÿêi

íàëåæàòü ïðÿìèì ïàðàëåëüíèì âiñi x

1

, äëÿ äåÿêèõ �iêñîâàíèõ t , x

2

, x

3

i Æ

1

; K

1

� êîíñòàíòà ç óìîâè äàíîãî íàñëiäêó; îöiíêà  

1

âèïëèâà¹ ç (5.8)

äå ' çàìiíþ¹òüñÿ íà  .

Îòæå, çàãàëüíà îöiíêà äëÿ âèðàçó (5.36) âèãëÿäàòèìå íàñòóïíèì

÷èíîì:

2

X

i=1

�

i

Z

D

i

3

X

k=1

�

�

�

�

�

� 

i

�x

k

�

�

�

�

jv

k

i

j

�

dtdx

6 2K

1

2

X

i=1

�

i

h

jv

1

i

jm(D

t;x

2

;x

3

i

) + jv

2

i

jm(D

t;x

1

;x

3

i

) + jv

3

i

jm(D

t;x

1

;x

2

i

)

i

:

(5.37)
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Çíîâó çãàäóþ÷è ïîçíà÷åííÿ äëÿ D

i

i îçíà÷åííÿ äëÿ G

k

(Îçíà÷åííÿ 5.1),

ìè ìîæåìî çàïèñàòè íàñòóïíå:

lim

Æ

1

!0

Æ

2

!0

m(D

t;x

2

;x

3

i

) = m(G

1

i

);

lim

Æ

1

!0

Æ

2

!0

m(D

t;x

1

;x

3

i

) = m(G

2

i

);

lim

Æ

1

!0

Æ

2

!0

m(D

t;x

1

;x

2

i

) = m(G

3

i

);

òîìó

lim

Æ

1

!0

Æ

2

!0

2

X

i=1

�

i

Z

D

i

3

X

k=1

�

�

�

�

�

� 

i

�x

k

�

�

�

�

jv

k

i

j

�

dtdx = 2K

1

2

X

i=1

"

�

i

3

X

k=1

jv

k

i

jm(G

k

i

)

#

; (5.38)

äå m(G

k

i

); i = 1; 2 � îá'¹ì (ìiðà) ïðîåêöi¨ ìíîæèíè G

i

íà ïiäïðîñòið

x

k

= 0 , (k = 1; 2; 3) .

Òàêèì ÷èíîì, ïîâåðòàþ÷èñü äî ïåðøîãî äîäàíêó ç (5.24), âðàõîâóþ÷è

(5.33)�(5.38), ìè îòðèìà¹ìî:

lim

Æ

1

!0

Æ

2

!0

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

2

X

i=1

�

i

Z

R

4

�

�

�

�

� 

i

�t

+

�

v

i

;

� 

i

�x

�

�

�

�

�

dtdx

6 2K

1

2

X

i=1

"

�

i

m(G

x

i

) +

3

X

k=1

�

i

jv

k

i

jm(G

k

i

)

#

:

(5.39)

Âiäòàê, ÿêùî ïðèïóñòèòè, ùî m(G

x

i

)! 0 i m(G

k

i

)jv

k

i

j ! 0 ( i = 1; 2 ,

k = 1; 2; 3 ), òî ïåðøèé äîäàíîê â (5.24) ïðÿìó¹ äî íóëÿ, à äðóãèé äîäàíîê

ñòà¹ íåñêií÷åííî ìàëèì çà ðàõóíîê âèêîíàííÿ õî÷à á îäíi¹¨ ç óìîâ (5.30)�

(5.32). Çâiäêè âèïëèâà¹ âèêîíàííÿ (5.29), ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè. 2

Òåîðåìà 5.3. Íåõàé â áiìîäàëüíîìó ðîçïîäiëi (2.9) êîå�iöi¹íòíi

�óíêöi¨ ìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä:

'

i

(t;x) =  

i

(t;x)e

��

i

(v

i

�u

i

t)

2

; i = 1; 2; (5.40)

äå �óíêöi¨  

i

(t;x); i = 1; 2 òàêi, ùî äîáóòêè âåëè÷èí (5.23), òîáòî

� 

i

�t

;

�

�

�

�

� 

i

�x

�

�

�

�

;  

1

 

2

;  

i

;  

i

t; t

�

u

i

;

� 

i

�x

�

; i = 1; 2
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íà ìíîæíèê exp f2�

i

(u

i

;x)g , i = 1; 2 íàëåæàòü ïðîñòîðó L

1

(R

4

) , à

ïðèïóùåííÿ (5.9) (u

i

=

u

oi

�

n

i

i

), âèêîíó¹òüñÿ äëÿ n

i

> 1 , i = 1; 2 .

Òîäi iñíó¹ �

1

, âèçíà÷åíå ó âiäïîâiäíîñòi ç (5.1), òàêå, ùî âèêîíó¹òüñÿ

�

1

6 �

0

1

, ïðè÷îìó ñêií÷åííà ãðàíèöÿ âåëè÷èíè �

0

1

iñíó¹ i äîðiâíþ¹

âèðàçó (5.24) ïðè n

i

> 1 , à ïðè n

i

= 1

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

�

0

1

=

2

X

i=1

�

i

Z

R

4

�

�

�

�

� 

i

�t

+ 2(u

oi

;v

i

) 

i

(t;x) +

�

v

i

;

� 

i

�x

�

�

�

�

�

e

2(u

oi

;x)

dtdx

+4�d

2

�

1

�

2

jv

1

� v

2

j

Z

R

4

 

1

(t;x) 

2

(t;x)e

2(u

o1

;x)

e

2(u

o2

;x)

dtdx:

(5.41)

Äîâåäåííÿ. Ïðîâåäåìî äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê öå áóëî

çðîáëåíî â Òåîðåìi 5.2, ïðè öüîìó, çàâäÿêè (5.40) çàìiñòü (5.25) i (5.26)

áóäåìî ìàòè:

�'

i

�x

=

� 

i

�x

e

��

i

(v

i

�u

i

t)

2

;

�'

i

�t

=

�

� 

i

�t

+ 2�

i

 

i

�

(u

i

;v

i

)� tu

2

i

�

�

e

��

i

(v

i

�u

i

t)

2

:

Îòæå, áóäå ñïðàâåäëèâèì íàñòóïíèé àíàëîã âèðàçó (5.27) (äå F

12

ìà¹

âèãëÿä (5.6)), à ñàìå:

�

0

1

=

Z

R

4

dtdx

2

X

i=1

Z

R

3

�

�

�

�

� 

i

�t

+ 2�

i

 

i

�

(u

i

;v

i

)� tu

2

i

�

+

�

u

p

�

i

+ v

i

� u

i

t;

� 

i

�x

�

�

�

�

�

�

i

�

�3=2

e

2�

i

(u

i

;x)

e

�u

2

du

+4

d

2

�

2

�

1

�

2

Z

R

4

 

1

 

2

e

2�

1

(u

1

;x)

e

2�

2

(u

2

;x)

dtdx

Z

R

6

F

12

e

�w

2

�u

2

dwdu:

(5.42)

Ïîäàëüøèé ïåðåõiä äî íèçüêîòåìïåðàòóðíî¨ ãðàíèöi ïðè �

i

! +1 ,

i = 1; 2 (ìîæëèâiñòü òàêîãî ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó áóëà îá ðóíòîâàíà â

äîâåäåííi Òåîðåìè 5.1), ç îãëÿäó íà (5.9), äà¹ íàñòóïíi ðåçóëüòàòè äëÿ

äåÿêèõ "�ðàãìåíòiâ" âèðàçó (5.42):
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lim

�

i

!+1

(i=1;2)

2�

i

 

i

(u

i

;v

i

) =

2

4

2 

i

(u

oi

;v

i

); n

i

= 1;

0; n

i

> 1;

(5.43)

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

2�

i

 

i

u

2

i

t = 0 ïðè n

i

> 1; (5.44)

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

e

2�

i

(u

i

;x)

=

2

4

e

2(u

oi

;x)

; n

i

= 1;

1; n

i

> 1;

(5.45)

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

F

12

= jv

1

� v

2

j: (5.46)

Òàêèì ÷èíîì, ãðàíè÷íèé ïåðåõiä â (5.42), ç óðàõóâàííÿì (5.43)�(5.46),

ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ ïî w i u , ïðèâîäèòü íàñ äî îñòàòî÷íîãî âèãëÿäó

ãðàíèöi âåëè÷èíè �

0

1

, ÿêà äîðiâíþ¹ âèðàçó (5.24) ïðè n

i

> 1 , à ïðè n

i

= 1

ïîâíiñòþ ñïiâïàäà¹ ç (5.41). Òåîðåìó äîâåäåíî. 2

Íàñëiäîê 5.2. Íåõàé âèêîíàíi âñi ïðèïóùåííÿ Òåîðåìè 5.3, é

�óíêöi¨  

i

(t;x); i = 1; 2 ìàþòü âèãëÿä " Æ �ïëàòî" (5.8), ïðè÷îìó

 

Æ

1

(G

1

; t;x) i  

Æ

2

(G

2

; t;x) òàêi, ùî çàãàëüíà êiëüêiñòü ¨õ åêñòðåìóìiâ ç

Îçíà÷åííÿ 5.2, îáìåæåíà ðiâíîìiðíî âiäíîñíî âñiõ àðãóìåíòiâ êîíñòàíòîþ

K

1

> 0 ïðè Æ

1

; Æ

2

! 0 .

Êðiì òîãî, íåõàé âèêîíó¹òüñÿ äîäàòêîâà óìîâà

(u

i

;v

i

) = 0; i = 1; 2: (5.47)

Òîäi òâåðäæåííÿ (5.29) (�

1

! 0 ) çàëèøà¹òüñÿ â ñèëi ïðè âèêîíàííi

õî÷à á îäíi¹¨ ç óìîâ 1)�3) Íàñëiäêó 5.1.

Äîâåäåííÿ. Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî, çàâäÿêè �iíiòíîñòi,

�óíêöi¨  

i

(t;x); i = 1; 2 âèãëÿäó (5.8), ïðè âèêîíàííi ïðèïóùåíü

äàíîãî íàñëiäêó, çàäîâîëüíÿþòü âèìîãè Òåîðåìè 5.3. Òàêèì ÷èíîì, ìè

ìîæåìî ñêîðèñòàòèñÿ òâåðäæåííÿìè öi¹¨ òåîðåìè.

�îçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè n

i

> 1 . Ëåãêî áà÷èòè, ùî äîâåäåííÿ

öüîãî âèïàäêó iäåíòè÷íî äîâåäåííþ Íàñëiäêó 5.1, äå â ïiäñóìêó ìè
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ïðèõîäèìî äî íåîáõiäíîãî ðåçóëüòàòó. Îäíàê, äëÿ çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ

n

i

= 1 , ñèòóàöiÿ äåùî óñêëàäíþ¹òüñÿ. ßê áóëî äîâåäåíî âèùå, ìè ìîæåìî

ñêîðèñòàòèñÿ òâåðäæåííÿì (5.41) Òåîðåìè 5.3, äå âèðàç 2 

i

(u

oi

;v

i

) â

ïåðøîìó äîäàíêó çíèêíå çàâäÿêè óìîâi (5.47), à äðóãèé äîäàíîê áóäå

àáî äîðiâíþâàòè íóëþ, àáî äî íüîãî ïðÿìóâàòè âíàñëiäîê âèêîíàííÿ

õî÷à á îäíîãî ç ïðèïóùåíü (5.30)�(5.32). Ïîäàëüøà îöiíêà çàëèøèâøèõñÿ

äîäàíêiâ â ðiâíîñòi (5.41) âèêîíó¹òüñÿ ïîäiáíî äî òîãî, ÿê öå áóëî çðîáëåíî

â äîâåäåííi Íàñëiäêó 5.1, ç òi¹þ ëèøå ðiçíèöåþ, ùî ó âèðàçi (5.39)

ç'ÿâèòüñÿ ìíîæíèê e

2ju

oi

j�

, i = 1; 2 , äå � > 0 � êîíñòàíòà, iñíóâàííÿ ÿêî¨

îïèñàíî â äðóãîìó ïóíêòi äîâåäåííÿ Òåîðåìè 5.1, ùî çíîâó ïðèâîäèòü äî

íåîáõiäíîãî ðåçóëüòàòó, à ñàìå äî âèêîíàííÿ òâåðäæåííÿ (5.29). 2

Òåîðåìà 5.4. Íåõàé â ðîçïîäiëi (2.9) äëÿ êîå�iöi¹íòíèõ �óíêöié

'

i

= '

i

(t;x); i = 1; 2 âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà ðiâíiñòü:

'

i

(t;x) =  

i

(t;x)e

�2�

i

(u

i

;x)

; i = 1; 2; (5.48)

i çáåðiãàþòüñÿ ïðèïóùåííÿ (5.9), (5.10), òîáòî

u

i

=

u

oi

�

n

i

i

; v

i

=

v

oi

�

k

i

i

; i = 1; 2

äëÿ ïàðàìåòðiâ

n

i

>

1

2

; k

i

>

1

2

; i = 1; 2: (5.49)

Êðiì òîãî, íåõàé �óíêöi¨  

i

(t;x); i = 1; 2 òàêi, ùî äîáóòêè âèëè÷èí

� 

i

�t

;

�

�

�

�

� 

i

�x

�

�

�

�

;  

1

 

2

;  

i

;  

i

t; t

�

u

i

;

� 

i

�x

�

; i = 1; 2

íà ìíîæíèê exp

�

�

i

(v

i

� u

i

t)

2

	

; i = 1; 2 íàëåæàòü ïðîñòîðó L

1

(R

4

) .

Òîäi äiéñíà îöiíêà �

1

6 �

0

1

, äå

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

�

0

1

=

2

X

i=1

�

i

�

i

Z

R

4

�

�

�

�

� 

i

�t

�

�

�

�

dtdx; (5.50)

òà

�

i

=

2

4

1; n

i

>

1

2

; k

i

>

1

2

;

e

v

2

oi

; n

i

>

1

2

; k

i

=

1

2

:

(5.51)
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Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî ïðè îá÷èñëåííi ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ âiä

(5.48), ìè îòðèìà¹ìî íàñòóïíå:

�'

i

�x

=

�

� 

i

�x

� 2�

i

 

i

u

i

�

e

�2�

i

(u

i

;x)

; i = 1; 2;

�'

i

�t

=

� 

i

�t

e

�2�

i

(u

i

;x)

; i = 1; 2;

ùî â ñâîþ ÷åðãó, ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè â (5.13) äàñòü ðåçóëüòàò àíàëîãi÷íèé

(5.42), à ñàìå:

�

0

1

=

Z

R

4

dtdx

2

X

i=1

Z

R

3

�

�

�

�

� 

i

�t

+

�

u

p

�

i

+ v

i

� u

i

t;

� 

i

�x

�

�2

�

u

p

�

i

+ v

i

� u

i

t; �

i

 

i

u

i

�

�

�

�

�

�

i

�

�3=2

e

�

i

(v

i

�u

i

t)

2

e

�u

2

du

+4

d

2

�

2

�

1

�

2

Z

R

4

dtdx 

1

 

2

e

�

1

(v

1

�u

1

t)

2

e

�

2

(v

2

�u

2

t)

2

Z

R

6

F

12

e

�w

2

�u

2

dwdu:

(5.52)

Äàëi, ïðèïóùåííÿ (5.9), (5.10) òà (5.49) ãàðàíòóþòü iñíóâàííÿ ñêií÷åííî¨

ãðàíèöi åêñïîíåíòè ïðåäñòàâëåíî¨ â (5.52):

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

e

�

i

(v

i

�u

i

t)

2

= �

i

; i = 1; 2;

äå �óíêöi¨ �

i

ìàþòü âèãëÿä (5.51).

Ç îãëÿäó íà âñå òi æ ùîéíî çãàäàíi óìîâè (5.9), (5.10), (5.49), ïðè

èçüêîòåìïåðàòóðíîìó ãðàíè÷íîìó ïåðåõîäi â (5.52), âñi äîäàíêè ïåðøî¨

÷àñòèíè îöiíêè �

0

1

, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ ïiä ìîäóëåì, îêðiì

� 

i

�t

, ïðÿìóþòü

äî íóëÿ; äðóãà æ ÷àñòèíà òåæ ïðÿìó¹ äî íóëÿ, çàâäÿêè òîìó, ùî ñàìå

ãðàíèöÿ âèðàçó F

12

äîðiâíþ¹ íóëþ ïðè �

i

! +1; i = 1; 2 i âèêîíàííi

óìîâ (5.9), (5.10), (5.49) (ìîæëèâiñòü àíàëîãi÷íîãî íèçüêîòåìïåðàòóðíîãî

ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó îá ðóíòîâàíà â äîâåäåííi Òåîðåìè 5.1).

Âñi âèêëàäåíi �àêòè ïiñëÿ çàñòîñóâàííÿ äî ðiâíîñòi (5.52) i

ïîäàëüøîãî îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëiâ ïî çìiííèõ w i u ïðèâîäÿòü äî (5.50),

(5.51). Òåîðåìó äîâåäåíî. 2
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Çàóâàæåííÿ 5.1. ßêùî â ðiâíîñòi (5.48) â ÿêîñòi �óíêöié  

i

(t;x) ,

i = 1; 2 ðîçãëÿäàòè �iíiòíi " Æ �ïëàòî" , îïèñàíi â Îçíà÷åííi 5.1, òî ìè

îòðèìà¹ìî ðåçóëüòàò iäåíòè÷íèé âèïàäêó 1) ç äîâåäåííÿ Òåîðåìè 5.1,

ïðè÷îìó ìíîæíèê e

v

2

oi

ç (5.51) iñòîòíî íi íà ùî íå âïëèâà¹.

5.2. Àíàëiç ðåçóëüòàòiâ

Îòðèìàíi ïðè äîâåäåííi Íàñëiäêó 5.1 óìîâè m

�

G

k

i

�

jv

k

i

j ! 0

çíà÷íî ðîçøèðþþòü êiëüêiñòü ìîæëèâèõ âàðiàíòiâ ìiíiìiçàöi¨ âiäõèëó

(5.1), â ïîðiâíÿííi, íàïðèêëàä, ç óìîâàìè m

�

G

k

i

�

! 0 àáî

jv

k

i

j ! 0 , çàâäÿêè òîìó, ùî ïðè ðiçíèõ çíà÷åííÿõ iíäåêñó k = 1; 2; 3 àáî

ìiðà âiäïîâiäíî¨ ïðîåêöi¨ ìíîæèíè G

i

, àáî âiäïîâiäíà ñêëàäîâà ìàñîâî¨

øâèäêîñòi ïðÿìóþòü äî íóëÿ. Íèæ÷å íàâåäåíî àíàëiç �içè÷íîãî çìiñòó

òàêèõ âàðiàíòiâ.

Çðîáèìî ùå îäíå çàóâàæåííÿ ïðî òå, ùî â Òåîðåìi 5.2 óìîâà

(5.9) ðîçãëÿäà¹òüñÿ ëèøå äëÿ ïàðàìåòðiâ n

i

>

1

2

, òàê ÿê ó âèïàäêó

n

i

=

1

2

ó âèðàçi (5.24) ç'ÿâëÿ¹òüñÿ äîäàòêîâèé äîäàíîê, ìiíiìiçàöiÿ

ÿêîãî ïðèçâîäèòü äî òðèâiàëüíîãî ðåçóëüòàòó. Òå æ ñàìå ñïðàâåäëèâå

i äëÿ Òåîðåìè 5.4. À âiäìîâà âiä ïðèïóùåííÿ (5.10) â Òåîðåìi 5.2 òà

Òåîðåìi 5.3 äîçâîëÿ¹ ðîçãëÿíóòè áiëüø çàãàëüíèé âèãëÿä ðîçâ'ÿçêiâ

ïîñòàâëåíî¨ â öüîìó ðîçäiëi çàäà÷i.

Òàêîæ âiäçíà÷èìî, ùî â ãðàíè÷íèõ ïåðåõîäàõ òèïó (5.32) âèêîðèñòàíà

äîâiëüíà ìàëiñòü ÷èñëà d , ùî âiäïîâiäà¹ ïîòîêó ãàçó, áëèçüêîìó äî

ñâîáîäíîìîëåêóëÿðíîãî (ãàç, áëèçüêèé äî êíóäñåíiâñüêîãî); â iíøèõ æå

âèïàäêàõ ðîçãëÿäà¹òüñÿ áîëüöìàíiâñüêèé ãàç ïðè äîâiëüíîìó d > 0 .

Òåïåð ðîçãëÿíåìî �içè÷íèé ñåíñ îòðèìàíèõ â �îçäiëi 5 ðåçóëüòàòiâ.

Âïåðøå îïèñ �içè÷íîãî çìiñòó i ãåîìåòðè÷íî¨ ñòðóêòóðè äåÿêèõ ÿâíèõ

íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà äëÿ ìîäåëi òâåðäèõ êóëü áóâ

ïðåäñòàâëåíèé â ðîáîòi [91℄, â ÿêié áóëî ïîáóäîâàíî òðèìîäàëüíi ðîçïîäiëè
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ç ãëîáàëüíèìè ìàêñåëiâñüêèìè ìîäàìè i êîå�iöi¹íòíèìè �óíêöiÿìè

òèïó "ðîçáèòòÿ îäèíèöi" , ïðè öüîìó, â ÿêîñòi ñòóïåíÿ íàáëèæåíîñòi

âèêîðèñòàíî iíòåãðàëüíèé âiäõèë ìiæ ÷àñòèíàìè âêàçàíîãî ðiâíÿííÿ. Ìè

æ âñòàíîâèìî �içè÷íi îñîáëèâîñòi ÿâíèõ íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çíîâó

æ òàêè ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà ó âèïàäêó ìîäåëi òâåðäèõ êóëü, àëå òåïåð

öi ðîçâ'ÿçêè ìàþòü âèãëÿä áiìîäàëüíèõ ðîçïîäiëiâ ç êîå�iöi¹íòíèìè

�óíêöiÿìè ðiçíîãî âèãëÿäó òà ëîêàëüíèìè ìîäàìè òèïó "ïðèñêîðåííÿ-

óùiëüíåííÿ" i, ïðè öüîìó, çàáåçïå÷óþòü ìiíiìiçàöiþ iíòåãðàëüíîãî

âiäõèëó. Òîáòî ïðîàíàëiçó¹ìî ãåîìåòðè÷íó ñòðóêòóðó i �içè÷íèé çìiñò

îá'¹êòiâ, ÿêi ç'ÿâëÿþòüñÿ ïiñëÿ ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó

lim

m(G

x

i

)!0

m(G

k

i

)jv

k

i

j!0

(i=1;2;k=1;2;3)

lim

Æ

1

!0

Æ

2

!0

lim

�

i

!+1

(i=1;2)

�

1

= 0

â Íàñëiäêó 5.1. ßê i â ðîáîòi [91℄ ïðèïóñòèìî, ùî ïðîåêöiÿ êîæíîãî

íåñòàöiîíàðíîãî îáìåæåíîãî îá'¹êòó íà âiñü t � öå äåÿêèé âiäðiçîê

àáî îá'¹äíàííÿ ñêií÷åííîãî ÷èñëà âiäðiçêiâ, òîáòî îá'¹êòè iñíóþòü

òiëüêè â äåÿêîìó iíòåðâàëi ÷àñó àáî íà äåÿêèõ ç òàêèõ iíòåðâàëiâ.

Îòæå, íåñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè, çíàéäåíi â öüîìó ðîçäiëi íàáëèæåíî

îïèñóþòü êîëèâàííÿ ãóñòèíè, òåìïåðàòóðè i ìàñîâî¨ øâèäêîñòi â

íèçüêîòåìïåðàòóðíîìó (îñòèãàþ÷îìó) ãàçi.

Îçíà÷åííÿ 5.3. (äèâèñü [91℄, Îçíà÷åííÿ 3). Íàçâåìî îáìåæåíó

îáëàñòü G � R

3

, ÿêà ñòÿãó¹òüñÿ äî ìíîæèíè D (iíäåêñ ïðè m âêàçó¹

ðîçìiðíiñòü âiäïîâiäíî¨ ìiðè: äîâæèíà, ïëîùà, îá'¹ì):

à) çãóñòêîì, ÿêùî m

3

(D) 6= 0 ;

á) îáîëîíêîþ, ÿêùî m

3

(D) = 0 , à m

2

(D) 6= 0 ; çîêðåìà, öèëiíäðè÷íèì

áëèíîì, ÿêùî D ¹ ÷àñòèíîþ äåÿêî¨ öèëiíäðè÷íî¨ ïîâåðõíi ç âiññþ,

ïàðàëåëüíîþ îäíié ç êîîðäèíàòíèõ îñåé (ÿêùî íàïðÿìíà öèëiíäðó �

çàìêíåíà êðèâà, íàçâåìî îá'¹êò òðóáîþ);
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â) ïëîñêèì áëèíîì, ÿêùî D � ÷àñòèíà äåÿêî¨ ïëîùèíè, ÿêà ïàðàëåëüíà

áóäü-ÿêié ç êîîðäèíàòíèõ ïëîùèí, ïðè÷îìó m

2

(D) 6= 0 .

ã) âîëîêíîì, ÿêùî m

2

(D) = 0 , m

1

(D) 6= 0 .

Äîòðèìóþ÷èñü òåðìiíîëîãi¨, ÿêà áóëà ùîéíî ïðèâåäåíà, ïåðåðàõó¹ìî

îá'¹êòè, ÿêi áóëè îòðèìàíi â Íàñëiäêó 5.1 (âðàõîâóþ÷è òîé �àêò, ùî

â íàøié íåñòàöiîíàðíié ñèòóàöi¨ çãóñòêè íåìîæëèâi, îñêiëüêè óìîâà

m (G

x

i

) ! 0 ¹ íåîáõiäíîþ). Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî ïîâåäiíêà îá'¹êòiâ ìiæ

ñîáîþ íiÿê íå ïîâ'ÿçàíà, òîáòî âîíè íå çàëåæíi îäèí âiä îäíîãî. Îòæå.

1. ßêùî m(G

1

1

);m(G

1

2

) ! 0; v

2

1

= v

3

1

= v

2

2

= v

3

2

= 0 àáî äiéñíi iíøi

êîìáiíàöi¨ òàêîãî òèïó, òî G

x

1

i G

x

2

� äâà öèëiíäðè÷íèõ áëèíà, ÿêi

çíàõîäÿòüñÿ íà öèëiíäðàõ ç ïàðàëåëüíèìè îñÿìè i ëiòàþòü êîæåí

âçäîâæ îñi ñâîãî öèëiíäðà ç äîâiëüíèìè øâèäêîñòÿìè.

2. ßêùî m(G

1

1

);m(G

2

2

) ! 0; v

2

1

= v

3

1

= v

1

2

= v

3

2

= 0 àáî äiéñíi iíøi

êîìáiíàöi¨ òàêîãî òèïó, òî G

x

1

i G

x

2

� äâà öèëiíäðè÷íèõ áëèíà, ÿêi

çíàõîäÿòüñÿ íà öèëiíäðàõ ç ïåðïåíäèêóëÿðíèìè îñÿìè i ëiòàþòü êîæåí

âçäîâæ îñi ñâîãî öèëiíäðà ç äîâiëüíèìè øâèäêîñòÿìè.

3. ßêùî m(G

1

1

) ! 0; m(G

1

2

);m(G

2

2

) ! 0; v

2

1

= v

3

1

= v

3

2

= 0 àáî äiéñíi

iíøi êîìáiíàöi¨ òàêîãî òèïó, òî G

x

2

� ïëîñêèé áëèí, ÿêèé ëiòà¹ â áóäü-

ÿêîìó íàïðÿìêó â ñâî¨é ïëîùèíi ç äîâiëüíîþ øâèäêiñòþ, à G

x

1

�

öèëiíäðè÷íèé áëèí, ÿêèé ëiòà¹ âçäîâæ îñi ñâîãî öèëiíäðó ç äîâiëüíîþ

øâèäêiñòþ ïàðàëåëüíî öié ïëîùèíi.

4. ßêùî m(G

3

1

) ! 0; m(G

1

2

);m(G

2

2

) ! 0; v

1

1

= v

2

1

= v

3

2

= 0 àáî äiéñíi

iíøi êîìáiíàöi¨ òàêîãî òèïó, òî G

x

2

� ïëîñêèé áëèí, ÿêèé ëiòà¹ â áóäü-

ÿêîìó íàïðÿìêó â ñâî¨é ïëîùèíi ç äîâiëüíîþ øâèäêiñòþ, à G

x

1

�

öèëiíäði÷íèé áëèí, ÿêèé ëiòà¹ âçäîâæ îñi ñâîãî öèëiíäðó ç äîâiëüíîþ

øâèäêiñòþ ïåðïåíäèêóëÿðíî öié ïëîùèíi.
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5. ßêùî m(G

1

1

);m(G

2

1

) ! 0; m(G

1

2

) ! 0; v

3

1

= v

2

2

= v

3

2

= 0 àáî äiéñíi

iíøi êîìáiíàöi¨ òàêîãî òèïó, òî G

x

1

� ïëîñêèé áëèí, ÿêèé ëiòà¹ â áóäü-

ÿêîìó íàïðÿìêó â ñâî¨é ïëîùèíi ç äîâiëüíîþ øâèäêiñòþ, à G

x

2

�

öèëiíäðè÷íèé áëèí, ÿêèé ëiòà¹ âçäîâæ îñi ñâîãî öèëiíäðó ç äîâiëüíîþ

øâèäêiñòþ ïàðàëåëüíî öié ïëîùèíi.

6. ßêùî m(G

1

1

);m(G

2

1

) ! 0; m(G

3

2

) ! 0; v

3

1

= v

1

2

= v

2

2

= 0 àáî äiéñíi

iíøi êîìáiíàöi¨ òàêîãî òèïó, òî G

x

1

� ïëîñêèé áëèí, ÿêèé ëiòà¹ â áóäü-

ÿêîìó íàïðÿìêó â ñâî¨é ïëîùèíi ç äîâiëüíîþ øâèäêiñòþ, à G

x

2

�

öèëiíäðè÷íèé áëèí, ÿêèé ëiòà¹ âçäîâæ îñi ñâîãî öèëiíäðó ç äîâiëüíîþ

øâèäêiñòþ ïåðåïåíäèêóëÿðíî öié ïëîùèíi.

7. ßêùî m(G

1

1

) ! 0; m(G

k

2

) ! 0; k = 1; 2; 3; v

2

1

= v

3

1

= 0 àáî äiéñíi

iíøi êîìáiíàöi¨ òàêîãî òèïó, òî G

x

1

� öèëiíäðè÷íèé áëèí, ÿêèé ëiòà¹

âçäîâæ îñi ñâîãî öèëiíäðó ç äîâiëüíîþ øâèäêiñòþ, à G

x

2

� âîëîêíî ç

äîâiëüíîþ øâèäêiñòþ.

8. ßêùî m(G

k

1

)! 0; m(G

1

2

)! 0; k = 1; 2; 3; v

2

2

= v

3

2

= 0 àáî äiéñíi iíøi

êîìáiíàöi¨ òàêîãî òèïó, òî G

x

1

� âîëîêíî ç äîâiëüíîþ øâèäêiñòþ, à

G

x

2

� öèëiäðè÷íèé áëèí, ÿêèé ëiòà¹ âçäîâæ îñi ñâîãî öèëiíäðó ç

äîâiëüíîþ øâèäêiñòþ.

9. ßêùî m(G

1

1

) ! 0; v

k

2

= 0; v

2

1

= v

3

1

= 0; k = 1; 2; 3 , òî G

x

1

�

öèëiäðè÷íèé áëèí, ÿêèé ëiòà¹ âçäîâæ îñi ñâîãî öèëiíäðó ç äîâiëüíîþ

øâèäêiñòþ, à G

x

2

� îáîëîíêà â ñòàíi ñïîêîþ.

10. ßêùî v

k

1

= 0; m(G

1

2

)! 0; v

2

2

= v

3

2

= 0; k = 1; 2; 3 , òî G

x

1

� îáîëîíêà

â ñòàíi ñïîêîþ, à G

x

2

� öèëiäðè÷íèé áëèí, ÿêèé ëiòà¹ âçäîâæ îñi ñâîãî

öèëiíäðó ç äîâiëüíîþ øâèäêiñòþ.

11. ßêùî m(G

1

1

);m(G

2

1

) ! 0; m(G

1

2

);m(G

2

2

) ! 0; v

3

1

= v

3

2

= 0; àáî äiéñíi

iíøi êîìáiíàöi¨ òàêîãî òèïó, òî G

x

1

òà G

x

2

� äâà ïëîñêèõ áëèíà, ÿêi
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çíàõîäÿòüñÿ â ïàðàëåëüíèõ ïëîùèíàõ òà êîæåí ç íèõ ëiòà¹ â áóäü-

ÿêîìó íàïðÿìêó â ñâî¨é ïëîùèíi.

12. ßêùî m(G

1

1

);m(G

2

1

) ! 0; m(G

1

2

);m(G

3

2

) ! 0; v

3

1

= v

2

2

= 0; àáî äiéñíi

iíøi êîìáiíàöi¨ òàêîãî òèïó, òî G

x
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2
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çíàõîäÿòüñÿ â ïåðïåíäèêóëÿðíèõ ïëîùèíàõ òà êîæåí ç íèõ ëiòà¹ â

áóäü-ÿêîìó íàïðÿìêó â ñâî¨é ïëîùèíi.

13. ßêùî m(G

1

1
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2

1

) ! 0;m(G

k

2
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3

1
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x

1

� ïëîñêèé áëèí, ÿêèé ëiòà¹ â

ñâî¨é ïëîùèíi ç äîâiëüíîþ øâèäêiñòþ, à G

x

2

� âîëîêíî ç äîâiëüíîþ

øâèäêiñòþ.

14. ßêùî m(G

k

1

) ! 0; m(G

1

2
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2

2

) ! 0; v

3

2

= 0; k = 1; 2; 3 àáî äiéñíi

iíøi êîìáiíàöi¨ òàêîãî òèïó, òî G

x

1

� âîëîêíî ç äîâiëüíîþ øâèäêiñòþ, à

G

x

2

� ïëîñêèé áëèí, ÿêèé ëiòà¹ â ñâî¨é ïëîùèíi ç äîâiëüíîþ øâèäêiñòþ.

15. ßêùî m(G

1

1
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2

1

) ! 0; v

k

2
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3

1
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iíøi êîìáiíàöi¨ òàêîãî òèïó, òî G

x

1

� ïëîñêèé áëèí, ÿêèé ëiòà¹ â ñâî¨é

ïëîùèíi ç äîâiëüíîþ øâèäêiñòþ, à G

x

2

� îáîëîíêà â ñòàíi ñïîêîþ.

16. ßêùî v

k

1

= 0; m(G

1
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2

2

) ! 0; v

3

2

= 0; k = 1; 2; 3 àáî äiéñíi

iíøi êîìáiíàöi¨ òàêîãî òèïó, òî G

x

1

� îáîëîíêà â ñòàíi ñïîêîþ, à G

x

2

�

ïëîñêèé áëèí, ÿêèé ëiòà¹ â ñâî¨é ïëîùèíi ç äîâiëüíîþ øâèäêiñòþ.

17. ßêùî m(G

k

1

)! 0; m(G

k

2

)! 0; k = 1; 2; 3 , òî G

x

1

òà G

x

2

� äâà âîëîêíà

ç äîâiëüíèìè øâèäêîñòÿìè.

18. ßêùî m(G

k

1

) ! 0; v

k

2

= 0; k = 1; 2; 3 , òî G

x

1

� âîëîêíî ç äîâiëüíîþ

øâèäêiñòþ, à G

x

2

� îáîëîíêà â ñòàíi ñïîêîþ.

19. ßêùî v

k

1

= 0; m(G

k

2

) ! 0; k = 1; 2; 3 , òî G

x

1

� îáîëîíêà â ñòàíi

ñïîêîþ, à G

x

2

� âîëîêíî ç äîâiëüíîþ øâèäêiñòþ.

20. ßêùî v

k

1

= 0; v

k

2

= 0; k = 1; 2; 3 , òî G

x

1

òà G

x

2

� äâi îáîëîíêè â ñòàíi

ñïîêîþ.
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ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî ó âèïàäêàõ (1)�(19) íå òiëüêè îêðåìi

êîìïîíåíòè øâèäêîñòåé äîðiâíþþòü íóëþ, à âñÿ øâèäêiñòü äîðiâíþ¹

íóëþ, òî ìîæíî ñêàçàòè, ùî îòðèìàíi âîëîêíà, áëèíè òà îáîëîíêè

çíàõîäÿòüñÿ â ñòàíi ñïîêîþ.

5.3. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 5

Â �îçäiëi 5 ïîáóäîâàíî íèçêó íîâèõ áiìîäàëüíèõ ðîçïîäiëiâ âèãëÿäó

(2.9)�(2.13), ÿêi ¹ ÿâíèìè íàáëèæåíèìè ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà

ó âèïàäêó ìîäåëi òâåðäèõ êóëü (2.2)�(2.4). Çà ìiðó ðîçáiæíîñòi ìiæ

÷àñòèíàìè ðiâíÿííÿ îáðàíà íîðìà ¨õ ðiçíèöi â �óíêöiîíàëüíîìó ïðîñòîði

L

1

. Çíàéäåíî íèçêó óìîâ, ÿêi ¹ äîñòàòíiìè äëÿ äîâiëüíî¨ ìàëîñòi

iíòåãðàëüíîãî âiäõèëó �

1

(f) âèãëÿäó (5.1). I õî÷à çíàéäåíi ðîçâ'ÿçêè

çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà ëèøå íàáëèæåíî, â ñåíñi ìiíiìiçàöi¨

çàçíà÷åíîãî âiäõèëó, ïðîòå ìàþòü äîñèòü öiêàâèé �içè÷íèé çìiñò.
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ïðîâåäåíî äîñëiäæåííÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi

ãàçó ç òâåðäèõ êóëü ó âñüîìó ïðîñòîði íà îñíîâi êiíåòè÷íîãî ðiâíÿííÿ

Áîëüöìàíà. Çàïðîïîíîâàíî i ðîçâèíåíî íîâèé ïiäõiä äî ïîøóêó

ÿâíèõ íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ öüîãî íåëiíiéíîãî iíòåãðî-äè�åðåíöiàëüíîãî

ðiâíÿííÿ. Òàêi ðîçâ'ÿçêè íàáëèæåíî îïèñóþòü ïðîöåñ âçà¹ìîäi¨ ìiæ

ìàêñâåëiâñüêèìè òå÷iÿìè ãàçó ç òâåðäèõ êóëü i ìàþòü âèãëÿä áiìîäàëüíèõ

ðîçïîäiëiâ, ÿêi çàáåçïå÷óþòü äîâiëüíó ìàëiñòü òîãî ÷è iíøîãî âiäõèëó ìiæ

÷àñòèíàìè ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà.

Îñíîâíèìè ðåçóëüòàòàìè, ÿêi îòðèìàíî â ðîáîòi, ¹ íàñòóïíi

ïîëîæåííÿ.

� Çíàéäåíî ÿâíi íàáëèæåíi ðîçâ'ÿçêè êiíåòè÷íîãî ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà

äëÿ ìîäåëi òâåðäèõ êóëü ó âèãëÿäi äâîïîòîêîâèõ ðîçïîäiëiâ, ÿêi

îïèñóþòü âçà¹ìîäiþ äâîõ òå÷ié, ùî ïðèñêîðþþòüñÿ òà óùiëüíþþòüñÿ,

ç âèêîðèñòàííÿì ðiâíîìiðíî-iíòåãðàëüíîãî âiäõèëó.

� Äîñëiäæåíî áiìîäàëüíi ðîçïîäiëè ç ìîäàìè òèïó "ïðèñêîðåííÿ-

óùiëüíåííÿ" ç âèêîðèñòàííÿì ðiâíîìiðíî-iíòåãðàëüíîãî âiäõèëó ç

"îäíîðiäíîþ âàãîþ" .

� Çàïðîïîíîâàíî íîâèé òèï âiäõèëó ìiæ ÷àñòèíàìè ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà

ó âèïàäêó ìîäåëi òâåðäèõ êóëü, à ñàìå ðiâíîìiðíî-iíòåãðàëüíèé âiäõèë

ç "íåîäíîðiäíîþ âàãîþ" , çà äîïîìîãîþ ÿêîãî âèäiëåíî íîâèé êëàñ

ÿâíèõ íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ âèùåçãàäàíîãî ðiâíÿííÿ. Íà âiäìiíó âiä

ðîçâ'ÿçêiâ, îòðèìàíèõ ó âèïàäêó çìiøàíîãî âiäõèëó ç "îäíîðiäíîþ

âàãîþ" , ÿêi îïèñóþòü " çãóñòêè" i "öèëiíäðè" , ïîáóäîâàíi

áiìîäàëüíi íàáëèæåíi ðîçâ'ÿçêè ç ìîäàìè òèïó "ïðèñêîðåííÿ-

óùiëüíåííÿ" ó âèïàäêó çìiøàíîãî âiäõèëó ç "íåîäíîðiäíîþ âàãîþ"

îïèñóþòü ïîòîêè ãàçó ç òâåðäèõ êóëü ó âñüîìó ïðîñòîði.
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� Âñòàíîâëåíî äîñòàòíi óìîâè äîâiëüíî¨ ìàëîñòi iíòåãðàëüíîãî

âiäõèëó ìiæ ÷àñòèíàìè ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà, à ñàìå çíàéäåíi

òàêi íåòðèâiàëüíi óìîâè, ùî íàêëàäàþòüñÿ íà êîå�iöi¹íòíi �óíêöi¨

áiìîäàëüíèõ ðîçïîäiëiâ ç ëîêàëüíèìè ìàêñâåëiâñüêèìè ìîäàìè

òèïó "ïðèñêîðåííÿ-óùiëüíåííÿ" , ÿêi çàáåçïå÷óþòü ìiíiìiçàöiþ

çàçíà÷åíîãî âiäõèëó.

�åçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ íîñÿòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð i ìîæóòü áóòè

âèêîðèñòàíi ïðè ïîäàëüøîìó âèâ÷åííi ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà ÿê äëÿ

ìîäåëi òâåðäèõ êóëü, òàê i äëÿ äåÿêèõ iíøèõ ìîäåëåé, íàïðèêëàä,

ìîäåëi øîðñêóâàòèõ êóëü. Òàêîæ äèñåðòàöiéíi äîñëiäæåííÿ ìîæóòü

âèêîðèñòîâóâàòèñÿ ïðè âèâ÷åííi ñõîæèõ ç ðiâíÿííÿì Áîëüöìàíà

êiíåòè÷íèõ ðiâíÿíü.
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