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ПЕРЕЧЕНЬ УСЛОВНЫХ ОБОЗНАЧЕНИЙ

C – комплексная плоскость

Rm – m-мерное вещественное евклидовое пространство

(в случае m = 2, R2 отождествляется с комплексной

плоскостью C)

‖x‖ – евклидова норма вектора x ∈ Rm (в случае комплек-

сной плоскости C используем стандартное обозначе-

ние |z| := ‖z‖)
C(x, r) – открытый m-мерный шар радиуса r с центром

в точке x ∈ Rm

B(x, r) – замкнутый m-мерный шар радиуса r с центром в

точке x ∈ Rm

CB(x, r) – дополнение пространства Rm к множеству B(0, r)

S(x, r) – m-мерная сфера радиуса r с центром в

точке x ∈ Rm

R([a, b]) – разность множеств B(0, b) и C(0, a) (состоит из всех

точек, принадлежащих B(0, b), но не принадлежащих

C(0, a))

R([a, b)) – разность множеств C(0, b) и C(0, a)

R((a, b]) – разность множеств B(0, b) и B(0, a)

R((a, b)) – разность множеств C(0, b) и B(0, a)

G – замыкание множества G
◦
G – множество всех внутренних точек множества G

D(G) – пространство бесконечно дифференцируемых финит-

ных в G функций

D ′(G) – пространство линейных непрерывных функционалов

на D(G)
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Φ(G) – пространство непрерывных финитных в G функций

Φ′(G) – пространство линейных непрерывных функционалов

на Φ(G)

C(K) – пространство непрерывных функции в K

L1,loc(C) – пространство локально интегрируемых функций в C

4 – оператор Лапласа



6

ВВЕДЕНИЕ

Актуальность темы. Одним из важнейших разделов классического

анализа является теория субгармонических функций и, более общо, тео-

рия потенциала в конечномерном пространстве. Началась эта теория с ос-

новополагающих работ Ф. Гартогса (1906) и Ф. Рисса (1926). Она тесно

связана с задачами математической физики, с одной стороны, и теорией

аналитических функций, с другой. Мы не имеем возможности перечислять

фамилии всех математиков, работавших в этой области, отметим лишь тех,

чьи работы тесно связаны с тематикой нашей диссертации: М. Цудзи, Н.

С. Ландкоф, У. Хейман, В. С. Азарин, А. Ф. Гришин, М. Л. Содин, А. Е.

Еременко.

Особо отметим здесь созданную В. С. Азариным теорию предельных

множеств субгармонических функций. Эта теория позволяет свести изу-

чение асимптотических свойств функций к изучению локальных свойств

субгармонических функций. На этом пути В. С. Азарину и его последова-

телям А. Ф. Гришину, М. С. Содину, А. Е. Еременко удалось существенно

упростить теорию целых функций вполне регулярного роста, созданную

ранее в работах Б. Я. Левина и А. Пфлюгера, а также решить ряд давно

стоящих и новых задач теории целых и мероморфных функций.

Отметим, что большинство конструкций в этой теории опирается на

сходимости тех или иных мер и их потенциалов в смысле теории обоб-

щенных функций.

Отметим также, что дальнейшее развитие теории предельных мно-

жеств потребовало изучение свойств так называемых δ - субгармонических

функций (разностей субгармонических функций).

Таким образом, исследования, проводимые в данной диссертации, яв-

ляются актуальными.

Связь работы с научными программами, планами, темами. Дис-
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сертационная работа выполнена на кафедрах математического анализа и

теории функций и функционального анализа Харьковского национально-

го университета имени В. Н. Каразина в рамках государственных научно-

исследовательских работ по темам «Комплексный анализ в теории опе-

раторов, теории интегралов Фурье и геометрии» (номер государственной

регистрации 0111U010366) и «Разработка теоретико-функциональных ме-

тодов и применение в теории операторов и математической статистике»

(номер государственной регистрации 0115U000481).

Цель и задачи исследования. Целью диссертационной работы явля-

ется исследование связи сходимости последовательности δ - субгармони-

ческих функций в смысле теории обобщённых функций с другими видами

сходимости, получение новых результатов в теории предельных множеств

для δ -субгармонических функций и мер Радона, а также получение реше-

ния для вопроса о существовании целой функции нулевого уточнённого

порядка.

Объект исследования – целые функции, субгармонические функции,

δ -субгармонические функции и их ассоциированные меры.

Предметом исследования являются свойства δ -субгармонических

функций, их связь с свойствами ассоциированных мер, сходимость δ - суб-

гармонических функций в разных метриках.

Задачи исследования. Основные задачи исследования заключались в

следующем:

1. Доказать существование целой функции заданного нулевого уточнён-

ного порядка.

2. Получить условия, при которых из сходимости последовательности

υn(x) как последовательности обобщённых функций следует ее схо-

димость в пространствах Лебега Lp(γ) .



8

3. Получить новые теоремы о представлении для δ - субгармонических

функций.

4. Получить новые результаты в теории предельных множеств для δ -суб-

гармонических функций и их ассоциированных мер.

Методами исследования являются методы математического анализа, в

том числе методы теории потенциала, методы функционального анализа, а

также некоторые элементы теории динамических систем.

Научные новизна полученных результатов. В работе впервые:

1. Полностью решен вопрос о существовании целой функции заданного

нулевого уточнённого порядка.

2. Получены достаточные условия на меру γ с носителем, компактно

вложенным в G ⊂ Rm, m > 2 , при которых из сходимости последова-

тельности υn как последовательности обобщённых функций следует

ее сходимость в пространствах с интегральной метрикой с мерой γ .

3. Найдены новые представления δ - субгармонических функций в форме

типа Брело.

4. Построена теория предельных множеств для класса δ - субгармониче-

ских функций и радоновых мер, доказаны три критерия того, чтобы

заданное множество было предельным множеством некоторой радоно-

вой меры.

Практическое значение полученных результатов. Результаты, полу-

ченные в работе, носят теоретический характер. Они находят примене-

ние при изучении теории вполне регулярного роста целых и мероморфных

функций в смысле Левина-Пфлюгера, могут быть использованы как в тео-

рии функции комплексного переменного, так и в других разделах матема-

тики, где используются целые, субгармонических и δ -субгармонических

функций.
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Личный вклад соискателя. В совместных с научным руководителем

статьях [9], [12], [13] А. Ф. Гришину принадлежат постановки задач и об-

суждения результатов. Кроме того, И. В. Поединцевой принадлежит идея

доказательства Теорема 11 в работе [9]. Остальные результаты получены

автором самостоятельно.

Апробация результатов диссертации. Результаты диссертации докла-

дывались и обсуждались на следующих научных конференциях и семина-

рах:

1. Международная школа-конференция "Тараповские чтения – 2013 по-

священной 150-летию кафедры теоретической и прикладной механики.

Харьков, 29 сентября – 4 октября 2013 г.

2. II International Conference : "ANALYSIS AND MATHEMATICAL

PHISICS". Kharkiv, June 16– 20, 2014.

3. Х международная конференция для молодых ученных "Современные

проблемы математики и ее приложения в естественных науках и ин-

формационных технологиях". Харьков, 24 –25 апреля 2015 г.

4. Городской семинар по теории функций Харьковского национального

университета имени В. Н. Каразина (руководитель семинара – проф.

С. Ю. Фаворов).

5. Семинар по анализу Сумского национального университета (руководи-

тель семинара – проф. К. Г. Малютин).

Публикация. Результаты диссертации нашли отражение в 8 научных

публикациях, в том числе в 5 статьях ([9], [12], [13], [21], [36]) в специали-

зированных журналах из списка ВАК, тезисах вступлений на 3 конферен-

циях ([22], [23], [37]).

Структура диссертации. Диссертация состоит из введения, трех раз-

делов, выводов и списка использованных источников, который содержит



10

38 наименования и занимает 5 страниц. Общий объем диссертации состав-

ляет 149 страниц. Результаты, вынесенный на защиту, изложены в разделах

2,3.

Выражаю искреннюю благодарность моим научным руководителям:

докторам физико-математических наук, профессорам Гришину Анатолию

Филипповичу и Фаворову Сергею Юрьевичу за внимание и поддержку.
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РАЗДЕЛ 1

ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

1.1. Уточнённый порядок

Важным инструментом для исследовании функций конечного порядка

является уточнённый порядок.

Абсолютно непрерывная функция ρ(r) на полуоси (0,∞) называется

уточнённым порядком (в смысле Валирона [38]), если выполняются два

условия:

1) существует предел ρ = lim
r→∞

ρ(r),

2) lim
r→∞

rρ′(r) ln r = 0 (под ρ′(r) следует понимать максимальное по моду-

лю производное число).

В случае, если ρ = 0 , то уточнённый порядок ρ(r) называется нуле-

вым уточнённым порядком.

В диссертационной статье систематически используется обозначение

V (r) = rρ(r) . Уточнённые порядки ρ1(r) и ρ2(r) называется эквивалент-

ными, если выполняется равенство

lim
r→∞

V1(r)

V2(r)
= 1.

Пусть f(r) – положительная функция на полуоси (0,∞) . Величина

ρ = lim
r→∞

ln f(r)

ln r

называется порядком функции f .

Уточнённый порядок ρ(r) называется уточнённым порядком функции

f , если выполняется соотношение

σ = lim
r→∞

f(r)

V (r)
∈ (0,∞). (1.1)
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Отметим, что если ρ(r) – уточнённый порядок функции f , а уточ-

нённый порядок ρ1(r) эквивалентен уточнённому порядку ρ(r) , то ρ1(r)

также является уточнённым порядком функции f .

Величина σ равенством (1.1) определяется для произвольной положи-

тельной функции f и произвольного уточнённого порядка ρ(r) . Она на-

зывается типом функции f относительно уточнённого порядка ρ(r) . В об-

щем случае σ ∈ [0,∞] . Если при этом выполняется неравенство σ < ∞ ,

то функция f(r) называется функцией не выше чем нормального типа от-

носительно уточнённого порядка ρ(r) .

Важность понятия уточнённого порядка можно увидеть из следующей

теоремы, входящей к Валирону.

Теорема 1.1. (см. [18], глава 1, §12, теорема 16). Пусть f(z) – по-

ложительная на полуоси (0,∞) функция конечного порядка. Тогда суще-

ствует уточнённый порядок ρ(r) , который является уточнённым поряд-

ком функции f .

Соотношение (1.1) показывает, что уточнённый порядок ρ(r) исполь-

зуется для описания поведения функции f(r) в окрестности бесконечно-

сти. В этом случае поведение функции ρ(r) на интервале (0, a) не играет

никакой роли.

Вместе с тем в приложениях часто встречаются интегралы вида
∞∫
0

K(t, r)V (t)dt . При исследовании таких интегралов важно поведение

функции ρ(r) на всей полуоси. Поэтому в случае нулевого уточнённого

порядка ρ(r) , кроме условий 1) и 2) из определения уточнённого порядка

мы будем требовать, чтобы выполнялось условие

ρ

(
1

r

)
= −ρ(r). (1.2)

Это условие множно также записать в виде V (1r) = V (r) .

В случае произвольного уточнённого порядка дополнительное условие

на уточнённый порядок выглядит так. Произвольный уточнённый порядок
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ρ(r) представляется в виде ρ(r) = ρ+ ρ1(r) , где ρ1(r) – нулевой уточнён-

ный порядок. Мы будем требовать, чтобы для уточнённого порядка ρ1(r)

выполнялось равенство (1.2). В дальнейшем будет считаться, что уточнён-

ный порядок удовлетворяет этому дополнительному условию.

Сформулируем несколько свойств уточнённого порядка, на которые мы

будем ссылаться в дальнейшем.

Теорема 1.2. (см. [18], глава 1, §12, лемма 5). Пусть ρ(r) – произ-

вольный уточнённый порядок. Тогда для любого t > 0

lim
r→∞

V (rt)

V (r)
= tρ,

причём имеет место равномерная сходимость на любом сегменте [a, b] ⊂
(0,∞) .

Теорема 1.3. (см. например [8], теорема 2.5). Пусть ρ(r) – нулевой

уточнённый порядок. Пусть

γ(t) = sup
r>0

V (rt)

V (r)
.

Тогда γ(t) – непрерывная функция на полуоси (0,∞) , причём функции γ(t)

и γ(1t ) имеют нулевой порядок, то есть

lim
t→∞

ln γ(t)

ln t
= lim

t→∞

ln γ(1t )

ln t
= 0.

Теорема 1.4. (см. например [8], теорема 4.1.3). Пусть ρ(r) – нулевой

уточнённый порядок. Пусть K(t) – функция на полуоси (0,∞) такая,

что существует δ > 0 такое, что функции t±δK(t) принадлежат про-

странству L1(0,∞) . Тогда

lim
r→∞

1

rV (r)

∞∫
0

K

(
t

r

)
V (t)dt =

∞∫
0

K(t)dt.

Теорема 1.5. (см. например [8], лемма 2.2 и [7], теорема 7). Пусть

ρ(r) – нулевой уточнённый порядок. Тогда существует эквивалентный
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ему уточнённый порядок ρ1(r) такой, что функция V1(r) допускает го-

ломорфное продолжение в полуплоскость Rez > 0 и для любого n ≥ 1

выполняется равенство

lim
r→∞

rnρ
(n)
1 (r) ln r = 0.

При этом

V1(z) =
2z

π

∞∫
0

V (t)

t2 + z2
dt, Rez > 0.

Замечание. Имеется глобальное неравенство

V (rt) ≤ γ(t)V (r), r, t > 0, (1.3)

где ρ(r) – нулевой уточнённый порядок.

Если ρ(r) – произвольный уточнённый порядок, то

V (rt) = (rt)ρ(rt) = tρrρ(rt)ρ1(rt) ≤ γ(t)tρrρV1(r) = γ(t)tρV (r), (1.4)

где ρ = ρ(∞) , а функция γ(t) построена с помощью нулевого уточнённого

порядка ρ1(r) .

1.2. Сведение о мерах

Здесь приводятся некоторые определения и результаты из теории меры.

Обобщенная функция Шварца – это линейный непрерывный функци-

онал над пространством основных функций D(G), G ⊂ Rm, m ≥ 2 ,

состоящим из финитных бесконечно дифференцируемых функций в G со

стандартным определением сходимости. Пространство обобщённых функ-

ций обозначается через D ′(G) . Изложение теории обобщённых функций

можно найти в [4], [17].

Обозначим через Φ(G), G ⊂ Rm, m ≥ 2 линейное пространство

непрерывных финитных функций в G . В пространстве Φ(G) понятие

сходимости вводится следующим образом. Последовательность функций
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ϕn(x) сходится к функции ϕ(x) в пространстве Φ(G) , если существует

компакт, содержащий носители всех функций ϕn(x) и последовательность

ϕn(x) равномерно сходится к ϕ(x) в области G . Через Φ′(G) обозначает-

ся пространстве линейных непрерывных функционалов над пространством

Φ(G) .

В диссертационной работе используется мера Радона, которая опре-

деляется как разность двух локально конечных взаимно сингулярных по-

ложительных борелевских мер µ = µ1 − µ2 . Область определения меры

Радона µ состоит из всех борелевских множеств E ⊂ G , за исключением

тех E , для которых выполняются равенства

µ1(E) = µ2(E) = +∞.

Таким образом, в общем случае µ не является борелевской мерой. В её

область определения не входит достаточно широкий класс борелевских

множеств. Для нас важно то, что область определения µ содержит все

борелевские множества E с компактным замыканием.

Пространство мер Радона M(G), G ⊂ Rm, m ≥ 2 определяется

как пространство непрерывных линейных функционалов на пространстве

Φ(G) .

В пространстве мер Радона M(G) будем рассматривать три типа схо-

димости.

Пусть µn – последовательность мер Радона в области G , которая схо-

дится как последовательность обобщённых функций к обобщённой функ-

ции µ , т.е. для любой функции ϕ ∈ D(G) : (µn, ϕ) → (µ, ϕ) . Такую схо-

димость будем обозначать

µ = T lim
n→∞

µn.

Если существует мера Радона µ такая, что для любой функции ϕ ∈
Φ(G) выполняется соотношение (µn, ϕ) → (µ, ϕ) , то будем говорить, что
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последовательность µn широко сходится к µ , и в этом случае будем писать

µ = lim
n→∞

µn.

Пусть K – некоторый компакт. Если существует борелевская мера µ

на компакте K такая, что для любой функции ϕ ∈ C(K) выполняется

соотношение (µn, ϕ)→ (µ, ϕ) , то будем говорить, что последовательность

µn слабо сходится к µ (w-сходимость), и писать

µ = w lim
n→∞

µn.

Здесь считается, что компакт K однозначно определяется из текста. Заме-

тим, что w-сходимость совпадает со слабой сходимостью в пространстве

C∗(K) .

Рассуждения об сходимости удобнее проводить в метрических про-

странствах. Поэтому мы будем использовать в пространстве M(G) сле-

дующие известные метрики. Пусть {ϕn, n = 1, 2, . . .} – счётное всюду

плотное множество в пространстве Φ(G) . Это означает, что для любой

функции ϕ ∈ Φ(G) существует подпоследовательность ϕnk последова-

тельности ϕn такая, что ϕnk → ϕ в пространстве Φ(G) . Далее по после-

довательности ϕn определяем функцию

d(µ1, µ2) =
∞∑
n=1

|(µ2 − µ1, ϕn)|
2n(1 + |(µ2 − µ1, ϕn)|)

,

где µ1, µ2 ∈ M(G) . Легко проверяется, что d – метрика в пространстве

M(G) .

Семейство M радоновых мер в G называется широко ограничен-

ным, если для любой функции ϕ ∈ Φ(G) множество вещественных чисел

{(µ, ϕ) : µ ∈M} является ограниченным.

Семейство M радоновых мер в G называется сильно ограниченным,

если для любого компакта K ⊂ G множество {|µ|(K) : µ ∈M} является

ограниченным.
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Семейство M радоновых мер в G называется компактным, если вся-

кая последовательность мер µn ∈M имеет широко сходящуюся подпосле-

довательность.

Семейство M радоновых мер в G называется компактом, если M ком-

пактное множество и для любой широко сходящейся последовательность

µn мер из M её предел принадлежит M .

Пусть µ – положительная мера, E – борелевское множество. Гово-

рят, что множество E измеримо по Жордану относительно меры µ , если

µ(∂E) = 0 .

Теорема 1.6. (см. [3], глава 3, §2, предложение 15 и следствия к

нему). Семейства широко ограниченных, сильно ограниченных и компакт-

ных множеств в пространстве M(G) совпадают.

Исследуем связь между различными видами сходимости последова-

тельностей радоновых мер. Очевидно, что из широкой сходимости следует

T -сходимость. Обратное утверждение неверно. Это следует из следующе-

го примера

Пример 1.1. Пусть µn =
√
n
(
(δ
(
x− 1

n

)
− δ(x− 0)

)
, где δ(x − x0) –

мера Дирака на вещественной оси, сосредоточенная в точке x0 .

Из теоремы Лагранжа следует, что T lim
n→∞

µn = 0 .

Беря функцию

ϕ(x) =


√

1− 4
√
|x|, |x| ≤ 1

0, |x| > 1,

имеем

lim
n→∞

(µn, ϕ) = −∞.

Нетрудно видеть, что из соотношения lim
k→∞

µk → µ следует, что

d(µk, µ) → 0 . Однако, обратное утверждение неверно. Это следует из сле-

дующего примера
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Пример 1.2. Пусть все функции ϕn непрерывно дифференцируемы, а

µk = k

(
δ

(
x− 1− 1

2k

)
− δ

(
x− 1 +

1

2k

))
−
√

2k

(
δ

(
x− 1− 1

2
√

2k

)
− δ

(
x− 1 +

1

2
√

2k

))
,

где δ(x− a) – мера Дирака, сосредоточенная в точке a . Тогда по теореме

Лагранжа имеем d(µk, 0)→ 0 при k →∞ .

В то время соотношение lim
k→∞

(µk, ϕ) = +∞ выполняется при

ϕ(x) =


√

1− |x|, |x| ≤ 1

0, |x| > 1,

Теорема 1.7. (см. [17], теорема 0.4). Для того, чтобы последователь-

ность µn положительных радоновых мер в G широко сходилась к радо-

новой мере µ , достаточно, чтобы соотношение (µn, ϕ) → (µ, ϕ) выпол-

няется на всюду плотном множестве в пространстве Φ(G) .

Из этой теоремы вытекает следующие утверждения

Теорема 1.8. Пусть радоновы меры µ и ν в пространстве M(G)

таковы, что равенство (µ, ϕ) = (ν, ϕ) выполняется на всюду плотном

множестве в пространстве Φ(G) . Тогда µ = ν .

Теорема 1.9. Пусть µn – последовательность положительных радо-

новых мер. Тогда широкая и T -сходимости эквивалентны.

Теорема 1.10. Если последовательность µn радоновых мер является

T -сходящейся и слабо ограниченной, то она широко сходится.

Из теоремы 0.5’ [17] вытекает следующее утверждение

Теорема 1.11. Пусть последовательность радоновых мер µn ∈
M(G) сходится к радоновой мере µ , а последовательность |µn| сходит-

ся к мере µ̂ . Пусть K – компакт такой, что K ⊂ G и µ̂(∂K) = 0 .
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Тогда последовательность µn рассматриваемая как последовательность

борелевских мер на K слабо сходится к мере µ .

Теорема 1.12. (см. [36], теорема 6). Пусть последовательность бо-

релевских мер µn на компакте K , рассматриваемая как последователь-

ность элементов пространства C∗(K) , слабо сходится к нулю. Пусть M

– компактное множество в C(K) . Тогда

sup{|(µn, ϕ)| : ϕ ∈M} → 0 (n→∞).

Теорема 1.13. (см. [8], теорема 3.8). Если µk – компактная последо-

вательность в M(G) и d(µk, µ)→ 0 , то µk широко сходится к µ .

Замечание. В общем случае сходимость в метрике d слабее широ-

кой сходимости в M(G) , в то время как на компактных множествах в

M(G) оба вида сходимости эквивалентны. Метрика d определяется счёт-

ной всюду плотной последовательностью ϕn . Следовательно существует

бесконечное число метрик такого типа. В общем случае из сходимости

последовательности µn в одной метрике не следует сходимости в другой

метрике. Однако на компактных множествах в M(G) сходимость после-

довательности µn в одной из метрик влечёт широкую сходимость этой

последовательности и, значит, сходимость µn в любой метрике рассматри-

ваемого типа.

1.3. Субгармонические функции

Изложение теории субгармонических функций можно найти в [25]. Там

же можно найти доказательства утверждений, которые будут приведены

ниже.

Пусть υ(x) – субгармоническая функция в области G ⊂ Rm, m ≥ 2 .

Известно, что функция υ(x) локально интегрируема в области G и что

если сфера S(x0, R) лежит в области G , то функция υ(x) интегрируема

по этой сфере.
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Так как функция υ(x) локально интегрируема по области G , то её

можно рассматривать как элемент пространства D ′(G) . Поэтому мы мо-

жем рассмотреть обобщённую функцию

1

2π
4 υ, m = 2,

1

(m− 2)σm−1
4 υ, m ≥ 3,

где 4 – оператор Лапласа, σm−1 – площадь сферы S(0, 1) .

Известно, что эта обобщённая функция представляется положительной

локально конечной борелевской мерой µ в области G . Мера µ называется

риссовской мерой субгармонической функции υ .

Теорема 1.14. Пусть υ(z) – субгармоническая функция в области

G ⊂ C , которая содержит круг B(0, R) . Пусть µ – риссовская мера

функции υ . Тогда при |z| < R выполняется равенство

υ(z) =
1

2π

2π∫
0

R2 − r2

R2 − 2Rrcos(ϕ− θ) + r2
υ(Reiϕ)dϕ

+

∫
B(0,R)

ln

∣∣∣∣R(z − ζ)

R2 − zζ

∣∣∣∣ dµ(ζ).

(1.5)

Теорема 1.15. Пусть υ(x) – субгармоническая функция в области

G ⊂ Rm, m ≥ 3 , которая содержит шар B(0, R) . Пусть µ – риссов-

ская мера функции υ . Тогда при ‖x‖ < R выполняется равенство

υ(x) =
1

σm−1

∫
S(0,R)

R2 − ‖x‖2

R‖x− y‖m
υ(y)dσm−1(y)

−
∫

B(0,R)

 1

‖x− y‖m−2
− 1(

‖y‖
R

∥∥∥x− y R2

‖y‖2

∥∥∥)m−2
 dµ(y),

(1.6)

где dσm−1(y) – (m− 1) -мерная мера Хаусдорфа на сфере S(0, R) .

Важны также частные случаи формул (1.5), (1.6), когда в качестве точки

x (z) берётся точка 0 .
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υ(0) =
1

2π

2π∫
0

υ(Reiϕ)dϕ−
R∫

0

µ(t)

t
dt, m = 2, (1.7)

υ(0) =
1

σm−1Rm−1

∫
S(0,R)

υ(y)dσm−1(y)− (m− 2)

R∫
0

µ(t)

tm−1
dt, m ≥ 3. (1.8)

В формулах (1.7) и (1.8) µ(t) = µ(B(0, t)) .

Удобно иметь аналоги формул (1.5), (1.6), когда центр шара (круга)

произволен.

Теорема 1.16. Пусть υ(z) – субгармоническая функция в области

G ⊂ C , содержащей круг B(z0, R) . Пусть µ – риссовская мера функции

υ(z) . Тогда в круге C(z0, R) справедливо представление

υ(z) =
1

2π

2π∫
0

R2 − r2

R2 − 2Rr cos(θ − ϕ) + r2
υ(z0 +Reiϕ)dϕ

+

∫
B(z0,R)

ln

∣∣∣∣ R(z − ζ)

R2 − (z − z0)(ζ − z0)

∣∣∣∣ dµ(ζ), z = z0 + reiθ.

(1.9)

Теорема 1.17. Пусть υ(x) – субгармоническая функция в области

G ⊂ Rm, m ≥ 3 , содержащей шар B(x0, R) . Пусть µ – риссовская мера

функции υ(x) . Тогда в шаре C(x0, R) справедливо представление

υ(x) =
1

σm−1

∫
S(0,R)

R2 − ‖x− x0‖2

R‖x− x0 − y‖m
υ(x0 + y)dσm−1(y)

−
∫

B(x0,R)

 1

‖x− y‖m−2
− 1(

‖y−x0‖
R

∥∥∥x− x0 − (y − x0) R2

‖y−x0‖2

∥∥∥)m−2
 dµ(y).

(1.10)

Напишем ещё аналоги равенств (1.9) и (1.10):

υ(z0) =
1

2π

2π∫
0

υ(z0 +Reiϕ)dϕ−
R∫

0

µ(B(z0, t))

t
dt, m = 2; (1.11)
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υ(x0) =
1

σm−1Rm−1

∫
S(0,R)

υ(x0 + y)dσm−1(y)

− (m− 2)

R∫
0

µ(B(x0, t))

tm−1
, m ≥ 3.

(1.12)

Следствием равенств (1.11) и (1.12) является следующее утверждение.

Теорема 1.18. Пусть υ(x) – субгармоническая функция в области

G ⊂ Rm, m ≥ 2 и пусть µ – её риссовская мера. Тогда множество

E−∞(υ) тех x ∈ G , где функция υ обращается в −∞ , совпадает с мно-

жеством тех x , для которых при любом δ > 0 расходится интеграл

δ∫
0

µ(B(x, t))

tm−1
dt. (1.13)

Пусть υ(x) – субгармоническая функция в области G ⊂ Rm, m ≥ 2 .

Известно, что множество E−∞(υ) является множеством типа Gδ и имеет

ёмкость ноль.
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РАЗДЕЛ 2

РАДОНОВЫ МЕРЫ

В данном разделе теория предельных множеств, созданных Азариным

[1], [2], [6], [27] для положительных мер, распространяется на класс об-

щих радоновых мер. Мы также переносим некоторые результаты теории

Азарина на радоновы меры. Основными результатами раздела являются

три критерия того, чтобы заданное множество было предельным множе-

ством некоторой радоновой меры. Теоремы такого типа нашёл Гинер [5]

для положительных мер. Используя понятия и технику динамических си-

стем, мы распространяем результаты Гинера на случай общих радоновых

мер.

В подразделе 2.1 изучаются некоторые свойства предельных множеств

для радоновых мер. В подразделе 2.2 вводится расстояние Хаусдорфа, с

помощью которой устанавливаем сходимость последовательности компак-

тов в метрике Хаусдорфа. В подразделе 2.3 мы изучаем некоторые свойства

предельных множеств радоновых мер в пространстве с метрикой Хаусдор-

фа. Подраздел 2.4 посвящён понятию цепной рекурентности, с помощью

которой доказываем теорему о существовании радоновой меры с заданным

предельным множеством. В подраздел 2.5 вводится понятия псевдотраек-

тории и изучаются свойства псевдотраектории в пространстве радоновых

мер.

Результаты второго раздела опубликованы в [13].

В этом разделе считается, что уточнённый порядок ρ(r) удовлетворяет

дополнительному условию ρ = ρ(∞) > 0 . В дальнейшем это условие

дополнительно не оговаривается.
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2.1. Предельные множества Азарина радоновых мер

Пусть µ – радонова мера в Rm, m ≥ 2 , ρ(r) – уточнённый порядок.

Величина

σ = lim
r→∞

|µ|(B(0, r))

V (r)

называется типом меры µ относительно уточнённого порядка ρ(r) .

Если σ < ∞ , то мера µ называется мерой не выше чем нормального

типа относительно уточнённого порядка ρ(r) .

Если мера µ является мерой не выше чем нормального типа относи-

тельно уточнённого порядка ρ(r) , то существует постоянная C такая, что

при r ≥ 1 выполняется неравенство

|µ|(B(0, r)) ≤ CV (r). (2.1)

Если при этом мера µ не нагружает шар (круг) B(0, 1) , то неравенство

(2.1) выполняется при всех r > 0 .

Пусть µ ∈ M(Rm), ρ(r) – уточнённый порядок. Обозначим через

µt (t > 0) следующую меру

µt(E) =
µ(tE)

V (t)
.

Мы будем также писать µt = Atµ . Отображение At : µ→ µt мы будем на-

зывать отображением Азарина (порождённым уточнённым порядком ρ(r) ).

Множество {µt : t > 0} называется траекторией меры µ .

Множество {µt : t ≥ 1} называется положительной полутраекторией

меры µ .

Множество мер ν вида ν = lim
n→∞

µtn , где tn → ∞ , мы будем называть

предельным множеством Азарина меры µ (относительно уточнённого по-

рядка ρ(r) ) и обозначать Fr[µ] или если нужно Fr[µ, ρ(r)] .

Меру µt можно рассматривать как значение отображения A(t, µ) :

(0,∞)×M(Rm)→M(Rm) в точке (t, µ) .
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Приведем нужные нам леммы, которые, по существу, вытекают из

предыдущих определений и утверждений.

Лемма 2.1. Отображение A(t, µ) непрерывно по совокупности пере-

менных. Это означает, что если t→ t0, µn → µ , то (µn)t → µt0 .

Доказательство. Пусть ϕ ∈ Φ(Rm) . Имеем

((µn)t, ϕ) =
1

V (t)

∫
ϕ
(x
t

)
dµn(x) =

1

V (t0)

∫
ϕ

(
x

t0

)
dµn(x)

+

∫ (
1

V (t)
ϕ
(x
t

)
− 1

V (t0)
ϕ

(
x

t0

))
dµn(x)

= J1(n, t0) + J2(n, t, t0).

Справедливы следующие утверждения.

1) lim
n→∞

J1(n, t0) = (µt0, ϕ)

2)

|J2(n, t, t0)| ≤ sup
|t−t0|≤δ
x∈supp ϕ

∣∣∣∣ 1

V (t)
ϕ
(x
t

)
− 1

V (t0)
ϕ

(
x

t0

)∣∣∣∣ |µn|(K),

где K такой компакт, что supp ϕ
(
x
t

)
⊂ K при t близких к t0 .

Из предложения 1.6 следует, что последовательность |µn|(K) ограни-

чена. Из сказанного выше следует утверждение леммы. 2

Лемма 2.2. Пусть µ – финитная конечная борелевская мера, ρ(r) –

уточнённый порядок. Тогда для любого r > 0 выполняется

lim
t→∞

µt(B(0, r)) = 0.

Лемма очевидна.

Лемма 2.3. Пусть µ – радонова мера, λ – ограничение меры µ

на множество CB(0, 1) , ρ(r) – уточнённый порядок. Тогда множества

Fr[µ, ρ(r)] и Fr[λ, ρ(r)] совпадают.

Доказательство. Пусть λ1 – ограничение меры µ на шар (круг)

B(0, 1) . Справедливо равенство µ = λ1 + λ . Теперь лемма следует из

леммы 2.2. 2
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Лемма 2.4. Пусть µ – радонова мера в Rm , являющаяся мерой не

выше чем нормального типа относительно уточнённого порядка ρ(r) .

Пусть мера µ не нагружает шар (круг) B(0, 1) . Тогда существует по-

стоянная C такая, что при t > 0 и r > 0 выполняется неравенство

|µt|(B(0, r)) ≤ Cγ(r)rρ, ρ = ρ(∞).

Доказательство. Имеем, учитывая неравенство (2.1),

|µt|(B(0, r)) =
|µ|(B(0, rt))

V (t)
≤ C

V (rt)

V (t)
.

Осталось применить неравенство (1.4). Лемма доказана. 2

Лемма 2.5. Пусть µ – радонова мера в Rm , имеющаяся не более чем

нормальный тип относительно уточнённого порядка ρ(r) . Пусть мера µt

строится с помощью уточнённого порядка ρ(r) . Тогда положительная

полутраектория меры µ есть компактное множество в пространстве

M(Rm) .

Замечание. На языке теории динамических систем это означает, что

мера µ положительно устойчива по Лагранжу.

Доказательство. Из леммы 2.3 следует, что лемму достаточно дока-

зывает для случая, когда мера не нагружает шар (круг) B(0, 1) . Теперь

лемма следует из леммы 2.4 и теоремы 1.6. 2

Обозначим через Φ0(Rm) множество тех функций ϕ из Φ(Rm) , для

которых 0 /∈ supp ϕ .

Лемма 2.6. Пусть µ – радонова мера в Rm , являющаяся мерой не

выше чем нормального типа относительно уточнённого порядка ρ(r) .

Пусть мера µt построена с помощью уточнённого порядка ρ(r) . Пусть

ν – радонова мера в Rm , не нагружающая точку ноль. Пусть последова-

тельность tn →∞ такая, что для любой функции ϕ ∈ Φ0(Rm) выполня-

ется равенство lim
n→∞

(µtn, ϕ) = (ν, ϕ) . Тогда lim
n→∞

µtn = ν .
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Доказательство. Из леммы 2.3 следует, что доказательство достаточ-

но проводить для случая, когда мера µ не нагружает шар (круг) B(0, 1) .

Пусть ϕ – произвольная функция из пространства Φ(Rm), ε > 0, 1 =

ψ1(x) + ψ2(x) – такое непрерывное разбиение единицы, что supp ψ1 ∩
B(0, ε) = ∅, supp ψ2 ⊂ B(0, 2ε) . Имеем

|(µtn − ν, ϕ)| ≤ |(µtn − ν, ϕψ1)|+ |(µtn − ν, ϕψ2)| = J1(n) + J2(n).

Поскольку функция ϕψ1 ∈ Φ0(Rm) , то lim
n→∞

J1(n) = 0 .

Для величины J2(n) с использованием леммы 2.4 получаем оценку

J2(n) ≤ ‖ϕ‖ (|µtn|(B(0, 2ε)) + |ν|(B(0, 2ε)))

≤ ‖ϕ‖ (Cγ(2ε)(2ε)ρ + |ν|(B(0, 2ε))) .

Так как мера ν не нагружает точку 0 , то lim
ε→0
|ν|(B(0, 2ε)) = 0

Из приведенных рассуждений следует, что lim
n→∞

(µtn, ϕ) = (ν, ϕ) . Сле-

довательно, µtn → ν . Лемма доказана 2

Иногда бывает полезен следующий аналог доказанной леммы.

Лемма 2.7. Пусть последовательность µn радоновых мер в про-

странстве Rm такова, что величина |µn|(B(0, ε)) равномерно относи-

тельно n стремится к нулю при ε → 0 . Пусть для любой функции ϕ из

пространства Φ0(Rm) выполняется равенство lim
n→∞

(µn, ϕ) = (µ, ϕ) , где

µ ∈M(Rm) и µ({0}) = 0 . Тогда µ = lim
n→∞

µn .

Нетрудно изменить доказательство предыдущей леммы, чтобы полу-

чить доказательство выше сформулированной леммы.

Лемма 2.8. Пусть G – область в Rm, m ≥ 2 , содержащая шар

(круг) B(0, 1) . Пусть µn такая последовательность радоновых мер в G ,

что µn → µ, |µn| → µ̂ , причём µ̂(S(0, 1)) = 0 . Пусть ϕ – ограниченная

финитная в G борелевская функция в Rm , непрерывная на множестве

Rm \ S(0, 1) . Тогда

lim
n→∞

∫
G

ϕ(x)dµn(x) =

∫
G

ϕ(x)dµ(x).
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Доказательство. Пусть 1 = ψ1(x) +ψ2(x) такое непрерывное разбие-

ние единицы, что supp ψ1∩R([1−ε, 1+ε]) = ∅, supp ψ2 ⊂ R([1−2ε, 1+2ε]) .

Имеем ∣∣∣∣∣∣
∫
G

ϕ(x)d(µn − µ)(x)

∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣
∫
G

ϕ(x)ψ1(x)d(µn − µ)(x)

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣
∫
G

ϕ(x)ψ2(x)d(µn − µ)(x)

∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣
∫
G

ϕ(x)ψ1(x)d(µn − µ)(x)

∣∣∣∣∣∣
+‖ϕ‖(|µn|(R([1− 2ε, 1 + 2ε])) + |µ|(R([1− 2ε, 1 + 2ε]))).

Поскольку функция ϕ(x)ψ1(x) принадлежит множеству Φ(G) , то

lim
n→∞

∫
G

ϕ(x)ψ1(x)d(µn − µ)(x) = 0.

Если число ε выбирать так, чтобы выполнялись равенства µ̂(S(0, 1 −
2ε)) = µ̂(S(0, 1 + 2ε)) = 0 , то из теоремы 0.5 [3] следует, что

lim
n→∞
|µn|(R([1− 2ε, 1 + 2ε]) = µ̂(R([1− 2ε, 1 + 2ε]).

Поскольку µ̂(S(0, 1)) = 0 , то lim
ε→0

µ̂(R([1− 2ε, 1 + 2ε]) = 0.

Следовательно, величину |µn|(R[1−2ε, 1 + 2ε]) выбором ε и n можно

сделать сколь угодно малой. То же самое верно и для величины µn(R[1 −
2ε, 1 + 2ε]) = µ+n (R[1− 2ε, 1 + 2ε])−µ−n (R[1− 2ε, 1 + 2ε]) и, следовательно,

для µ(R[1− 2ε, 1 + 2ε]) .

Из этого, как легко усмотреть из предыдущих рассуждений, следует

равенство

lim
n→∞

∫
G

ϕ(x)dµn(x) =

∫
G

ϕ(x)dµ(x).

Лемма доказана. 2

Лемма 2.9. Пусть радонова мера µ в пространстве Rm имеет тип

σ относительно уточнённого порядка ρ(r) . Пусть мера µt строится с

помощью уточнённого порядка ρ(r) . Пусть ν ∈ Fr[µ] . Тогда для любого
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r > 0 выполняется неравенство

|ν|(B(0, r)) ≤ σrρ.

Доказательство. Из леммы 2.3 следует, что лемму достаточно дока-

зывать при дополнительном предположении, что мера µ не нагружает шар

(круг) B(0, 1) . Имеем ν = lim
n→∞

µtn , где tn →∞ . Из леммы 2.4 и теоремы

1.6 следует, что дополнительно можно считать, что |µ|tn → λ . Теперь из

теоремы 1.11 следует, что если λ(S(0, r)) = 0 , то

λ(B(0, r)) = lim
n→∞
|µ|tn(B(0, r)).

Поэтому для всех r , за возможным исключением счётного множества, вви-

ду теоремы 1.2, выполняется неравенство

|ν|(B(0, r)) ≤ λ(B(0, r)) = lim
n→∞

|µ|(B(0, tnr))

V (tn)
≤ σrρ.

Из этого следует утверждение леммы. 2

Лемма 2.10. Пусть ρ1(r) и ρ2(r) – уточнённые порядки такие, что

ρ1(∞) = ρ2(∞) . Пусть радонова мера µ в Rm является мерой не выше

чем нормального типа относительно уточнённого порядка ρ1(r) , а мера

λ определяется формулой

dλ(x) =
V2(‖x‖)
V1(‖x‖)

dµ(x).

Тогда при tn → ∞ соотношение µtn → ν эквивалентно соотношению

λtn → ν . При этом имеются в виду, что

µt(E) =
µ(tE)

V1(t)
, λt(E) =

λ(tE)

V2(t)
.

Доказательство. Из леммы 2.3 следует, что доказательство достаточ-

но проводить для случая, когда мера µ не нагружает шар (круг) B(0, 1) .

Пусть µtn → ν . Из леммы 2.9 следует, что мера ν не нагружает точ-

ку ноль. Пусть ϕ ∈ Φ0(Rm) и пусть 0 < a < b < ∞ такие числа, что
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supp ϕ ⊂ R([a, b]) . Имеем∫
ϕ(x)dλtn(x) =

1

V2(tn)

∫
ϕ

(
x

tn

)
dλ(x)

=
1

V2(tn)

∫
ϕ

(
x

tn

)
V2(‖x‖)
V1(‖x‖)

dµ(x) =
V1(tn)

V2(tn)

∫
ϕ(x)

V2(tn‖x‖)
V1(tn‖x‖)

dµtn(x)

=

∫
ϕ(x)dµtn(x) +

∫
R[a,b]

ϕ(x)

(
V2(tn‖x‖)V1(tn)
V1(tn‖x‖)V2(tn)

− 1

)
dµtn(x)

= J1(n) + J2(n).

Так как µtn → ν , что lim
n→∞

J1(n) = (ν, ϕ) .

Для J2(n) справедлива оценка

|J2(n)| ≤ ‖ϕ‖ max
x∈R([a,b])

∣∣∣∣V2(tn‖x‖)V1(tn)V1(tn‖x‖)V2(tn)
− 1

∣∣∣∣ |µtn|(B(0, b)).

Теперь из оценки |µtn|(B(0, b)) ≤ Mγ(b)bρ , полученной из леммы 2.4,

и теоремы 1.2 следует, что

lim
n→∞

J2(n) = 0.

Мы доказали, что для любой функции ϕ ∈ Φ0(Rm) выполняется ра-

венство

lim
n→∞

(λtn, ϕ) = (ν, ϕ).

Из леммы 2.6 следует, что λtn → ν . В приведенном рассуждении меры

µ и λ можно поменять местами. Лемма доказана. 2

Обычно ([20], глава 5) динамическая система в метрическом простран-

стве X определяется так. Это однопараметрическая система отображений

Φt, t ∈ (−∞,∞), Φt : X → X , обладающая свойствами.

1) если t → t0, x → x0 , то Φtx → Φt0x0 (условие непрерывности по

совокупности переменных);

2) Φ0x = x для любого x ∈ X (начальное условие);

3) Φt1+t2x = Φt2(Φt1x) (групповое условие).
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Нам будем удобно пользоваться другим определением динамической

системы, в котором аддитивная группа вещественных чисел t заменя-

ется на мультипликативную группу строго положительных веществен-

ных чисел. Это означает, что однопараметрическая система отображений

Φt, t ∈ (0,∞), Φt : X → X называется динамической системой, если

выполняются три условия:

1) если t → t0, x → x0 , то Φtx → Φt0x0 (условие непрерывности по

совокупности переменных);

2) Φ1x = x для любого x ∈ X (начальное условие);

3) Φt1t2x = Φt2(Φt1x) (групповое условие).

Ясно, что любое утверждение о динамической системе в смысле пер-

вого определения стандартным образом переводится в аналогичное утвер-

ждение для динамической системы в смысле, второго определения и на-

оборот.

В дальнейшем нам будет нужен следующий факт из теории динамиче-

ских систем

Лемма 2.11. Пусть Φt, t ∈ (0,∞) – динамическая система на метри-

ческом компакте (X, h) . Пусть [a, b] – произвольный сегмент на полуоси

(0,∞) и пусть

g(δ) = sup{h(Φtx,Φty) : x, y ∈ X, h(x, y) ≤ δ, t ∈ [a, b]}.

Тогда lim
δ→0

g(δ) = 0.

Доказательство. Допустим, что лемма не верна. Тогда существуют

число ε0 > 0 , последовательности xn и yn из пространства X , после-

довательность tn ∈ [a, b] такие, что h(xn, yn) ≤ 1
n ,

h(Φtnxn,Φtnyn) ≥ ε0. (2.2)

Не ограничивая общности, можно считать, что выполняются условия

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn = ξ ∈ X, lim
n→∞

tn = τ ∈ [a, b].
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Справедливо неравенство

h(Φtnxn,Φtnyn) ≤ h(Φtnxn,Φtnξ) + h(Φtnξ,Φtnyn).

Так как функция Φtx непрерывна по совокупности переменных t и x , то

lim
n→∞

h(Φtnxn,Φtnξ) = lim
n→∞

h(Φtnyn,Φtnξ) = 0.

Это противоречит неравенству (2.2). Лемма доказана. 2

Следующую теорему можно назвать первой теоремой о свойствах мно-

жества Fr[µ] .

Теорема 2.1. Пусть µ – радонова мера в Rm, m ≥ 2 , имеющая тип

σ относительно уточнённого порядка ρ(r) . Пусть мера µt построена с

помощью уточнённого порядка ρ(r) . Тогда справедливы следующие утвер-

ждения.

1) Fr[µ] – непустой компакт в пространстве M(Rm) ;

2) Fr[µ] – связное множество в метрическом пространстве

(M(Rm), d) ;

3) Функция Ft

(
Ft : µ(E)→ µ(tE)

tρ

)
для любого t > 0 взаимно-

одназначно отображает множество Fr[µ] на себя;

4) Для любой меры ν ∈ Fr[µ] и любого r > 0 выполняется неравен-

ство |ν|(B(0, r)) ≤ σrρ .

Замечание. В. Азарин ([27], теорема 3.1.3.3) получил эти результаты

для положительных мер. Мы переносим его результаты на случай радоно-

вых мер.

Доказательство. Из леммы 2.3 следует, что теорему достаточно до-

казывать для случая, когда мера µ не нагружает шар (круг) B(0, 1) . Из

леммы 2.10 следует, что теорему достаточно доказывать для случая, когда

ρ(r) ≡ ρ . В этом случая из леммы 2.1 следует, что система отображений

At = Ft, t > 0 является динамической системой (в смысле второго опре-

деления) во метрическом пространстве (M(Rm), d) .
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Из леммы 2.5 следует, что положительная полутраектория меры µ яв-

ляется компактным множеством в пространстве (M(Rm), d) . Множество

Fr[µ] совпадает с ω -предельным множеством траектории Atµ . Теперь из

теорем 10 и 13, [20], глава 5 следует что:

1) Fr[µ] есть непустой и связный компакт в метрическом пространстве

(M(Rm), d) ;

2) At(Fr[µ]) ⊂ Fr[µ] .

Так как отображение At имеет обратное отображение равное A 1
t
, то из

2) следует, что At есть взаимнооднозначное отображение множества Fr[µ]

на себя.

Утверждения 1)-3) теоремы доказаны. Утверждение 4) следует из лем-

мы 2.9. Теорема доказана. 2

Радонова мера µ в пространстве Rm называется периодической мерой

порядка ρ с периодом T > 1 , если для любого компактного борелевского

множества E выполняется равенство µ(TE) = T ρµ(E) .

Построим пример положительной радоновой меры µ порядка ρ с пе-

риодом T > 1 .

Пример. Рассмотрим шаровой слой (кольцо) R([1, T )) . Пусть µ1 –

некоторая положительная борелевская мера на R([1, T )) . Определим те-

перь на борелевской σ -алгебре в пространстве Rm функцию множеств µ

следующим образом. Если E ⊂ R([1, T )) , то положим µ(E) = µ1(E) .

Если E ⊂ R([T n, T n+1)), n ∈ Z , то положим µ(E) = T nρµ1(T
−nE) .

Пусть теперь E – произвольное борелевское множество в Rm . Обо-

значим En = E ∩R([T n, T n+1)) . Выполняется равенство

E \ {0} =
∞⋃

n=−∞
En.
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Положим µ(E) =
∞∑

n=−∞
µ(En) =

∞∑
n=−∞

T nρµ1(T
−nEn). Имеем

µ(TE) =
∞∑

n=−∞
µ(TEn).

Поскольку TEn ⊂ R([T n+1, T n+2)) , то µ(TEn) =

T (n+1)ρµ1
(
T−(n+1)TEn

)
= T (n+1)ρµ1 (T−nEn) . Отсюда следует, что

µ(TE) = T ρµ(E) . Легко проверяется, что µ – положительная борелевская

мера в пространстве Rm .

Нужный пример построен.

Если µ1 и µ2 – две такие меры, то мера µ = µ1 − µ2 будет радоновой

мерой порядка ρ с периодом T . Легко видеть, что любая радонова мера

µ порядка ρ с периодом T > 1 получается из ограничения µ1 меры µ на

R([1, T )) с помощью изложенной процедуры.

Предложение 2.1. Если µ – периодическая радонова мера порядка

ρ > 0 с периодом T , то

Fr[µ, ρ] = {µt : t ∈ [1, T )}.

Доказательство. Пусть τ ∈ [1, T ), tn = τT n . Пусть E – компактное

борелевское множество. Имеем

µtn(E) =
µ(τT nE)

τ ρT nρ
=
T nρµ(τE)

τ ρT nρ
= µτ(E).

Отсюда следует, что µtn = µτ . Поэтому µτ ∈ Fr[µ] .

Обратно, пусть ν ∈ Fr[µ] . Тогда существует последовательность tn →
∞ такая, что µtn → ν . Всякое число tn > 0 однозначно представляется

в виде tn = τnT
k(n) , где τn ∈ [1, T ), k(n) – целое число. Переходя, если

нужно к подпоследовательности, можно считать, что τn → τ ∈ [1, T ] .

Имеем µtn = µτn . По лемме 2.1 lim
n→∞

µτn = µτ . Таким образом ν = µτ .

Учитывая равенство µ1 = µT , можно считать, что τ ∈ [1, T ) . 2

Замечание. Пусть τ > 0, n – целое. Можно считать, что Fr[µ] = {µt :

t ∈ [τT n, τT n+1)} .
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С точки зрения предельных множеств наиболее простыми являются

такие радоновы меры µ , для которых множества Fr[µ] состоят из одного

элемента. Такие меры называются регулярными (в смысле Азарина) мера-

ми. Далее мы изучим регулярные меры.

Пусть r > 0, E ⊂ S(0, 1) . Обозначим

K(r, E) = [0, r]× E =

{
x ∈ Rm : ‖x‖ ≤ r,

x

‖x‖
∈ E

}
.

Множество K(r, E) мы будем называть пространственным сектором ра-

диуса r с основанием E .

Пусть λ – конечная борелевская мера на сфере (окружности) S(0, 1) .

Борелевское множество E ⊂ S(0, 1) мы будем называть измериммым по

Жордану относительно меры λ , если |λ|(∂E) = 0 , где ∂E – граница

множества E в относительной топологии (порождённой эвклидовой топо-

логией пространства Rm ) на сфере S(0, 1) .

Пусть µ – радонова мера в Rm . Говорят, что мера µ имеет конус-

ную (угловую) плотность λ относительно уточнённого порядка ρ(r) , если

для любого борелевского множества E ⊂ S(0, 1) измеримого по Жордану

относительно меры λ выполняется равенство

lim
r→∞

µ(K(r, E))

V (r)
= λ(E).

Теорема 2.2. Пусть µ – радонова мера в Rm , имеющая не выше чем

нормальный тип относительно уточнённого порядка ρ(r) . Пусть мера µ

имеет конусную (угловую) плотность λ относительно утонённого поряд-

ка ρ(r) . Тогда выполняется равенство

Fr[µ, ρ(r)] = {ν}, ν = drρ × λ.

Доказательство. Из леммы 2.3 следует, что теорему достаточно дока-

зать для случая, когда мера µ не нагружает шар (круг) B(0, 1) . Пусть

γ ∈ Fr[µ] . Тогда существует последовательность tn → ∞ такая, что

µtn → γ . Пусть ϕ – произвольная функция из пространства Φ0(Rm) и
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пусть 0 < a < b <∞ такие числа, что supp ϕ ⊂ R((a, b]) . Имеем

(µtn, ϕ) =

∫
R((a,b])

ϕ(x)dµtn(x).

Пусть δ > 0 . Множество R((a, b]) допускает разбиение
∏

вида

R((a, b]) =
N⊔
k=1

Hk,

где Hk – дизъюнктная система множеств вида Hk = (αk, βk]×Ek , причём

множества Ek измеримы по Жордану относительно меры λ и диаметр

d(Hk) множества Hk не превышает δ . Пусть xk – некоторая точка из Hk .

Тогда

(µtn, ϕ) =
N∑
k=1

ϕ(xk)µtn(Hk) +
N∑
k=1

∫
Hk

(ϕ(x)− ϕ(xk)) dµtn(x) = J1 + J2.

Исследуем первое слагаемое

J1 =
N∑
k=1

ϕ(xk)
µ((tnαk, tnβk]× Ek)

V (tn)

=
N∑
k=1

ϕ(xk)
µ(K(tnβk, Ek))− µ(K(tnαk, Ek))

V (tn)
.

Поскольку

lim
n→∞

µ(K(tnβk, Ek))

V (tn)
= βρkλ(Ek),

то

J1 =
N∑
k=1

ϕ(xk) ((βρk − α
ρ
k)λ(Ek) + εk(n)) ,

где εk(n)→ 0 при n→∞ . Обозначим

hn

(∏)
=

N∑
k=1

ϕ(xk)εk(n).

Пусть ε > 0 . Существует число n0 = n0 (ε,
∏

) такое что при n > n0 будет

выполняться неравенство hn (
∏

) < ε .
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Рассмотрим интеграл∫
ϕ(x)dν(x) =

∫
R((a,b])

ϕ(x)dν(x) =
N∑
k=1

∫
Hk

ϕ(x)dν(x)

=
N∑
k=1

ϕ(xk)(β
ρ
k − α

ρ
k)λ(Ek) +

N∑
k=1

∫
Hk

(ϕ(x)− ϕ(xk))dν(x).

Обозначим последнюю сумму через J3 . Справедлива оценка

|J3| ≤ ωϕ(δ)
N∑
k=1

|ν|(Hk) = ωϕ(δ)|ν|(R((a, b])),

где ωϕ(δ) – модуль непрерывности функции ϕ . Мы получаем

J1 =

∫
ϕ(x)dν(x)− J3 + hn

(∏)
.

Далее оцениваем J2 .

|J2| < ωϕ(δ)
N∑
k=1

|µ|tn(Hk) = ωϕ(δ)|µ|tn(R((a, b]))

≤ ωϕ(δ)|µ|tn(B(0, b)) ≤ Cωϕ(δ)γ(b)bρ.

Последняя оценка следует из леммы 2.4. Таким образом, справедлива оцен-

ка

|(µtn, ϕ)−
∫
ϕ(x)dν(x)| ≤ |J2|+ |J3|+

∣∣∣hn (∏)∣∣∣ .
Из полученных оценок легко следует, что

(γ, ϕ) = lim
n→∞

(µtn, ϕ) = (ν, ϕ).

Таким образом для любой функции ϕ ∈ Φ0(Rm) выполняется равенство

(γ, ϕ) = (ν, ϕ) . Поскольку меры γ и ν не нагружают точку 0 , то отсюда

следует, что γ = ν . Теорема доказана. 2

Теорема 2.3. Пусть µ – радонова мера в пространстве Rm , имеющая

не выше чем нормальный тип относительно уточнённого порядка ρ(r) .

Пусть Fr[µ, ρ(r)] = {ν} . Тогда ν = dtρ × λ , где λ – борелевская мера на

сфере (окружности) S(0, 1) , определяемая формулой λ(E) = ν(K(1, E)) .
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Доказательство. Из теоремы 2.1 следует, что Ft(Fr[µ]) = Fr[µ] .

Поэтому выполняется равенство Ftν = ν . Следовательно, ν(K(t, E)) =

tρν(K(1, E)) . Определим борелевскую меру λ на сфере S(0, 1) формулой

λ(E) = ν(K(1, E)) . Обозначим γ = dtρ × λ . Меры γ и µ совпадают на

множествах K(t, E), t ∈ (0,∞), E – борелевское множество на сфере

S(0, 1) . Поэтому выполняется равенство ν = γ . Теорема доказана. 2

Лемма 2.12. Пусть µ – радонова мера в Rm , являющаяся мерой

не выше чем нормальный тип относительно уточнённого порядка ρ(r) .

Пусть Fr[µ, ρ(r)] = {ν} . Тогда для любой последовательности tn → ∞
выполняется равенство lim

n→∞
µtn = ν .

Доказательство. Допустим, что лемма не верна. Это означает, что

найдётся функция ϕ ∈ Φ(Rm) , для которой выполняется соотношение

lim
n→∞

(µtn, ϕ) 6= (ν, ϕ) . Это означает, что последовательность (µtn, ϕ) яв-

ляется либо расходящейся либо сходящейся, но с пределом отличным от

(ν, ϕ) . Из этого, в свою очередь, следует, что у последовательности tn

есть подпоследовательность t
(1)
n такая, что последовательность (µ

t
(1)
n
, ϕ)

будет сходящейся с пределом отличным от (ν, ϕ) . Поскольку из леммы

2.5 положительная полутраектория меры µ есть компактное множество

в пространстве M(Rm) , то у последовательности t
(1)
n есть подпоследова-

тельность t(2)n такая, что последовательность µ
t
(2)
n

будет сходящейся. Пусть

γ = lim
n→∞

µ
t
(2)
n

. Мера γ ∈ Fr[µ] . В силу условия леммы γ = ν . Поэтому

lim
n→∞

(µ
t
(2)
n
, ϕ) = (ν, ϕ) . Полученное противоречие доказывает лемму. 2

Предложение 2.2. Пусть µ – положительная борелевсккая мера в

пространстве Rm не выше чем нормального типа относительно уточ-

нённого порядка ρ(r) . Пусть выполняется равенство Fr[µ, ρ(r)] = {ν} .

Тогда мера µ имеет конусную (угловую) плотность.

Доказательство. По теореме 2.3 мера ν имеет вид ν = dtρ × λ , где

λ – положительная борелевская мера на сфере (окружности) S(0, 1) . Пусть
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борелевское множество E ⊂ S(0, 1) измеримо по Жордану относительно

меры λ . Имеем ∂K(1, E) = K(1, ∂E) ∪ E . Поэтому множество K(1, E)

измеримо по Жордану относительно меры ν .

Пусть tn → ∞ – произвольная последовательность. По лемме 2.12

µtn → ν . Из теоремы 0.5 [17] или из теоремы 3.4 [8] следует, что

λ(E) = ν(K(1, E)) = lim
n→∞

µtn(K(1, E)) = lim
n→∞

µ(K(tn, E))

V (tn)
.

Тем самым доказано, что мера µ имеет конусную (угловую) плотность

λ . Предложение доказано. 2

Заметим, что предложение 2.2 для знакопеременных мер не верно. Это

видно из следующего примера.

Пример. Пусть m = 2, rn = 33
n

, ρ > 0, µ =
∞∑
n=1

rρn(δ(z − rn) − δ(z −

rn − 1)) .

Нетрудно видеть, что порядок ρ(r) ≡ ρ является уточнённом порядком

этой меры. Далее, для любой непрерывной финитной функции ϕ(z) имеем

(Atµ, ϕ) = t−ρ
∫
C

ϕ
(z
t

)
dµ =

∑
rn+1<t

(rn
t

)ρ [
ϕ
(rn
t

)
− ϕ

(
rn + 1

t

)]
.

Так как ϕ непрерывна, то при больших t разность ϕ
(
rn
t

)
− ϕ

(
rn+1
t

)
сколь угодно мала, поэтому (Atµ, ϕ) → 0 при t → ∞ и Fr[µ] = {0} .

С другой стороны, µ(K(rn + 1
2 , S(0, 1)) = rρn, µ(K(rn + 3

2 , S(0, 1)) = 0 ,

следовательно, мера µ не имеет угловой плотности.

2.2. Расстояние Хаусдорфа

Пусть (X, h) – метрическое пространство, M1, M2 – подмножества

X . Введём следующие величины

δ1 = sup
x∈M1

h(x,M2), δ2 = sup
x∈M2

h(x,M1), H(M1,M2) = max(δ1, δ2).
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Величина H(M1,M2) называется расстоянием Хаусдорфа между множе-

ствами M1 и M2 . На множестве компактов в X , расстояние Хаусдорфа

является метрикой.

Пусть (M)ε = {x ∈ X : h(x,M) < ε} – открытая ε -окрестность

множества M . Выполняются соотношения

δ1 = inf{ε > 0 : M1 ⊂ (M2)ε}, δ2 = inf{ε > 0 : M2 ⊂ (M1)ε}.

Нам будет нужно следующее утверждение.

Предложение 2.3. Пусть (X, h) – метрический компакт. Для того,

чтобы последовательность компактов Mk ⊂ X сходилась в метрике Ха-

усдорфа к компакту M ⊂ X , необходимо и достаточно, чтобы выполня-

лись условия:

1) если xk такая последовательность точек, что xk ∈ Mnk, nk →∞
и такая, что x = lim

k→∞
xk , то x ∈M ;

2) если x ∈ M , то существует последовательность точек xn ∈ Mn

такая, что x = lim
n→∞

xn .

Доказательство. Необходимость. Пусть M = lim
n→∞

Mn и пусть xk ∈
Mnk, nk → ∞, x = lim

k→∞
xk . Имеем h(xk,M) ≤ sup

x∈Mnk

h(x,M) ≤

H(Mnk,M) . Поэтому во множестве M найдётся точка yk такая, что

h(xk, yk) ≤ 2H(Mnk,M) . Поскольку M – компакт, то переходя, если

нужно, к подпоследовательности можно считать, что выполняется нера-

венство y = lim
k→∞

yk , где y ∈ M . Выполняется неравенство h(x, y) ≤
h(x, xk) + h(xk, yk) + h(yk, y) ≤ h(x, xk) + h(yk, y) + 2H(Mnk,M) . Отсюда

следует, что h(x, y) = 0, x = y ∈M . Условие 1) предложения доказано.

Пусть теперь x ∈M . Имеем

h(x,Mn) ≤ sup
y∈M

h(y,Mn) ≤ H(M,Mn).

Поэтому в множестве Mn найдётся точка такая xn , что h(x, xn) ≤
H(M,Mn) . Таким образом xn ∈ Mn, x = lim

n→∞
xn . Доказательство части
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предложения в сторону необходимости завершено.

Достаточность. Пусть выполняются условия 1) и 2) предложения. По-

кажем, что выполняется соотношение

δ1,n = sup
x∈Mn

h(x,M)→ 0 (n→∞). (2.3)

Если это не так, то найдутся число δ > 0 и последовательность nk → ∞
такие, что δ1,n > δ . Поэтому найдётся точка xnk ∈ Mnk такая, что

h(xnk,M) ≥ δ
2 . Поскольку X – компакт, то переходя, если нужно к

подпоследовательности, можно считать, что выполняется равенство x =

lim
k→∞

xnk . По условию 1) теоремы x ∈ M . Это противоречит неравенству

h(xnk,M) ≥ δ
2 . Тем самым соотношение (2.3) доказано.

Докажем ещё, что выполняется соотношение

δ2,n = sup
x∈M

h(x,Mn)→ 0. (2.4)

Если это не так, то существуют число δ0 > 0 и последовательность

nk → ∞ такие, что для любого выполняется неравенство δ2,nk ≥ 4δ0 .

Из этого следует, что существует точка xnk ∈ M такая, что выполняется

неравенство h(xnk,Mnk) ≥ 2δ0 .

Поскольку множество M есть компакт, то переходя, если нужно к под-

последовательности, можно считать, что выполняется равенство lim
k→∞

xnk =

x ∈M . Далее имеем

h(x,Mnk) ≥ h(xnk,Mnk)− h(xnk, x) ≥ δ0

для всех k ≥ k1 , где k1 – некоторые число, зависящее от δ0 . Полученное

неравенство противоречит условию 2) теоремы. Тем самым соотношение

(2.4) доказано. Из соотношений (2.3), (2.4) следует, что H(Mn,M) → 0 .

Предложение доказано. 2

2.3. Периодические предельные множества для радоновых мер

Мы начнём с вспомогательных утверждений.
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Лемма 2.13. Пусть µ – радонова мера в Rm не выше чем нормально-

го типа относительно уточнённого порядка ρ и пусть Fr[µ] = Fr[µ, ρ(r)]

– её предельное множество. Тогда

lim
t→∞

d(µt, F r[µ]) = 0

Доказательство. Допустим, что лемма не верна. Тогда существуют

число δ и последовательность tn → ∞ (n → ∞) такие, что выполняется

неравенство

lim
n→∞

d(µtn, F r[µ]) ≥ δ. (2.5)

Из леммы 2.5 следует, что существует подпоследовательность t
(1)
n по-

следовательности tn такая, что µ
t
(1)
n
→ ν . Мера ν принадлежит множеству

Fr[µ] . Это противоречит неравенству (2.5). Лемма доказана. 2

Обозначим L(τ1, τ2) = {µt : τ1 ≤ t ≤ τ2} – дугу траектории меры µ .

Лемма 2.14. Пусть µ – радонова мера в Rm не выше чем нормаль-

ного типа относительно уточнённого порядка ρ(r) и пусть Fr[µ] =

Fr[µ, ρ(r)] – её предельное множество. Тогда для любых τ1 > 0 и ε > 0

существует число τ2 > τ1 такое, что выполняется соотношение

Fr[µ] ⊂ (L(τ1, τ2))ε .

Доказательство. Из теоремы 2.1 следует, что множество Fr[µ] есть

компакт в пространстве (M(Rm), d) . Пусть {νk, k ∈ 1, N} есть ε
3 -сеть для

множества Fr[µ] . Существует последовательность t
(k)
n → ∞ такая, что

µ
t
(k)
n
→ νk (n→∞) . Пусть t(k)nk такое число, что выполняется соотношения:

t
(k)
nk > τ1, d(µ

t
(k)
nk

, νk) <
ε
3 . Тогда можно взять τ2 = max{t(k)k : k ∈ 1, N} .

Лемма доказана. 2

Предложение 2.4. Пусть A – компактное множество в простран-

стве M(G) и Ā – замыкание A в метрическом пространстве (M(G), d) .

Тогда Ā – компактное множество в пространстве (M(G), d) .
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Доказательство. Поскольку A – компактное множество в M(G) , то

по теореме 1.6 это сильно ограниченное множество. Поэтому для любо-

го компакта K ⊂ G выполняется неравенство c(K) = sup{|ν|(K) : ν ∈
A} < ∞ . Пусть α – произвольная мера из Ā . Тогда существует после-

довательность αn мер из A такая, что α = d lim
n→∞

αn . По теореме 1.13

последовательность мер αn широко сходится к мере α . Тем более выпол-

няется равенство α = d lim
n→∞

αn .

Пусть γn – произвольная последовательность мер из Ā . По дока-

занному существует мера λn из A такая, что d(γn, λn) < 1
n . Посколь-

ку A – компактное множество в пространстве Φ(G) , то у последова-

тельности λn есть широко сходящаяся подпоследовательность λnk . Пусть

λ = lim
k→∞

λnk . Также выполняется равенство λ = d lim
k→∞

λnk . Из этого сле-

дует, что λ = d lim
k→∞

γnk . Предложение доказано. 2

Обозначим через M(ρ, σ) множество тех радоновых мер µ из

M(Rm) , для которых выполняется неравенство: |µ|(B(0, r)) ≤ σrρ, r ∈
(0,∞) .

Теорема 2.4. Пусть µ – радонова мера в Rm , имеющая тип σ < ∞
относительно уточнённого порядка ρ(r) . Пусть Fr[µ, ρ(r)] – её предель-

ное множество. Тогда существуют число σ1 > 0 и последовательность

периодических мер µn порядка ρ такие, что выполняются условия:

1) µn ∈M(ρ, σ1) ,

2) Fr[µ, ρ(r)] = H lim
n→∞

Fr[µn, ρ(r)] .

Доказательство. Из леммы 2.10 следует, что дополнительно можно

предположить, что ρ(r) ≡ ρ . Тогда имеем

σ = lim
r→∞

|µ|(B(0, r))

rρ
.

Поэтому существует число r0 > 0 такое, что при r ≥ r0 будет выполняться

неравенство |µ|(B(0, r)) ≤ (σ + 1)rρ .
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Пусть µ1 – ограничение µ на множество CB(0, r0) . Тогда для всех

r > 0 будет выполняться неравенство |µ1|(B(0, r)) ≤ (σ + 1)rρ . Из леммы

2.3 следует, что Fr[µ] = Fr[µ1] .

Поэтому, не ограничивая общности, в дальнейшем будет считать, что

выполняются условия:

1) ρ(r) ≡ ρ ,

2) для любого r > 0 выполняется неравенство |µ|(B(0, r)) ≤ (σ+1)rρ .

Пусть ν – некоторая мера из множества Fr[µ] . Существует последо-

вательность tk →∞ такая, что выполняются условия µtk → ν, |µ|tk → ν̂ ,

где ν̂ – некоторая положительная борелевская мера в Rm . Дополнительно

можно считать, что выполняется равенство ν̂(S(0, 1)) = 0 . Если это не так,

то меру ν следует заменить на меру ντ с подходящим τ .

Построим теперь три последовательность rn, an, bn следующим обра-

зом. В качестве r1 возьмём некоторое tk > 2 . Далее положим a1 = 2r1 .

В качестве b1 возьмём такое число b1 > a1 , что будет выполняется со-

отношение Fr[µ] ⊂ (L(a1, b1))1 . Из леммы 2.14 следует, что такие числа

существуют. В качестве r2 возьмём такое tk , чтобы выполнялось неравен-

ство r2 ≥ 3b1 .

Пусть мы уже определим rn . Тогда выбираем an = (n + 1)rn . В

качестве bn выбираем такое число, чтобы выполнялись условия: bn >

an, F r[µ] ⊂ (L(an, bn)) 1
n

. Далее определяем rn+1 как одно из чисел tk

так, чтобы выполнялось неравенство rn+1 ≥ (n+ 2)bn .

Тем самым последовательности rn, an, bn определены. Заметим, что

rn есть подпоследовательность последовательности tk .

Теперь определим меру µn . Это периодическая мера порядка ρ , ко-

торая на множестве R([rn, rn+1)) совпадает с мерой µ и имеет период

Tn = rn+1

rn
> 6 .

Пусть r > 0 и в остальном произвольно. Пусть k0 – наибольшее из
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целых чисел, для которых выполняется неравенство T k0n rn+1 < r . Имеем

|µn|(C(0, r)) =

k0∑
k=−∞

|µn|(R([T kn rn, T
k+1
n rn))) + |µn|(R([T k0+1

n rn, r)))

=

k0∑
k=−∞

T kρn |µ|(R([rn, rn+1)) + T (k0+1)ρ
n |µ|

(
R

([
rn,

r

T k0+1
n

)))
.

Справедливы неравенства

|µ|(R[rn, rn+1)) ≤ (σ + 1)rρn+1, |µ|
(
R

([
rn,

r

T k0+1
n

)))
≤ (σ + 1)

rρ

T
(k0+1)ρ
n

.

Из этого следует, что

|µn|(C(0, r)) ≤ (σ + 1)rρn+1

k0∑
k=−∞

T kρn + (σ + 1)rρ

= (σ + 1)rρn+1

T k0ρn

1− 1
T ρn

+ (σ + 1)rρ ≤ σ + 1

1−
(
1
6

)ρrρn+1

(
r

rn+1

)ρ
+ (σ + 1)rρ

= (σ + 1)rρ

(
1 +

1

1−
(
1
6

)ρ
)
.

Обозначим

σ1 = (σ + 1)

(
1 +

1

1−
(
1
6

)ρ
)
.

Мы доказали, что любая мера µn принадлежит классу M(ρ, σ1) . Оста-

лось доказать равенство

Fr[µ] = H lim
n→∞

Fr[µn]. (2.6)

Имеем для любого r > 0

|µn|t(B(0, r)) =
|µn|(B(0, tr))

tρ
≤ σ1t

ρrρ

tρ
= σ1r

ρ,

|µ|t(B(0, r)) =
|µ|(B(0, tr))

tρ
≤ (σ + 1)tρrρ

tρ
= (σ + 1)rρ.

Поэтому множества D1 = {(µn)t : n = 1, 2, . . . , t ∈ (0,∞)}, D2 =

{µt : t ∈ (0,∞)} являются сильно ограниченным, а значит по теоре-

ме 1.6 и компактными множествами в пространстве M(Rm) . Так как из
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широкой сходимости следует сходимость в пространстве (M(Rm), d) , то

множество X = D1 ∪D2 является компактом в метрическом простран-

стве (M(Rm), d) . Следовательно, пространство (X, d) есть метрический

компакт.

Система отображений At, t ∈ (0,∞) есть динамическая система в

пространстве (X, d) .

Как следует из предложения 2.3 для доказательства равенства (2.6) до-

статочно доказать, что выполняются условия 1), 2) этого предложения.

Пусть λn ∈ Fr[µk(n)] , где k(n)→∞ и пусть λn → α . Поскольку λn ∈
Fr[µk(n)] , то из замечания к предложению 2.1 следует, что λn =

(
µk(n)

)
τk(n)

,

где τk(n) ∈ [rk(n), rk(n)+1) . Не ограничивая общности, можно считать, что

выполняется одно из трёх условий:

А) lim
n→∞

τk(n)
rk(n)

=∞, lim
n→∞

τk(n)
rk(n)+1

= 0;

Б) lim
n→∞

τk(n)
rk(n)

= q1 ∈ [1,∞);

В) lim
n→∞

τk(n)
rk(n)+1

= q2 ∈ (0, 1].

Пусть ϕ – произвольная функция из пространства Φ0(Rm) и пусть

supp ϕ ⊂ R([a, b]) . Дополнительно можно считать, что a ∈ (0, 1), b ∈
(1,∞) .

Предположим, что выполняется условие А). Имеем

(λn, ϕ) =
1

τ ρk(n)

∫
R([aτk(n),bτk(n)])

ϕ

(
x

τk(n)

)
dµτk(n)(x). (2.7)

Из условия А) следует, что для всех достаточно больших n выполняется

соотношение.

R([aτk(n), bτk(n)]) ⊂ R([rk(n), rk(n)+1)).

На множестве R([rk(n), rk(n)+1)) меры µk(n) и µ совпадают. Поэтому су-

ществует число n0 такое, что при n ≥ n0 выполняется равенство

(λn, ϕ) =
1

τ ρk(n)

∫
R([aτk(n),bτk(n)])

ϕ

(
x

τk(n)

)
dµ(x) = (µτk(n), ϕ). (2.8)
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Из леммы 2.5 следует, что у последовательности τk(n), n ≥ n0 есть

подпоследовательность τk(n(j)) такая, что µτk(n(j)) → β (j → ∞) , где β

некоторая мера из Fr[µ] . Беря в равенстве (2.8) n = n(j) и переходя к

пределу при j → ∞ , получим равенство (α, ϕ) = (β, ϕ) . Таким образом

для любого ϕ ∈ Φ0(Rm) выполняется равенство (α, ϕ) = (β, ϕ) . Так как

меры α и β не нагружают нуля, то отсюда следует, что α = β .

Мы доказали, что если выполняется условие А), то мера α ∈ Fr[µ] .

Предположим теперь, что выполняется условие Б). В этом случае мож-

но считать, что выполняется неравенство aτk(n) < rk(n) . Тогда равенство

(2.7) можно переписать в виде

(λn, ϕ) =
1

τ ρk(n)

∫
R([aτk(n),rk(n)))

ϕ

(
x

τk(n)

)
dµk(n)(x)

+
1

τ ρk(n)

∫
R([rk(n),bτk(n)])

ϕ

(
x

τk(n)

)
dµk(n)(x).

(2.9)

Так как мера µk(n) имеет период Tk(n) , то выполняется равенства

1

τ ρk(n)

∫
R([aτk(n),rk(n)))

ϕ

(
x

τk(n)

)
dµk(n)(x)

=
1

τ ρk(n)

∫
R([aτk(n),rk(n)))

ϕ

(
x

τk(n)

)
d
(
µk(n)

)
Tk(n)

(x)

=
1(

τk(n)Tk(n)
)ρ ∫
R([aτk(n)Tk(n),rk(n)+1))

ϕ

(
x

τk(n)Tk(n)

)
dµk(n)(x).

Существует число n1 такое, что при n ≥ n1 выполняются соотноше-

ния

R([aτk(n)Tk(n), rk(n)+1)) ⊂ R([rk(n), rk(n)+1)),

R([rk(n), bτk(n))) ⊂ R([rk(n), rk(n)+1)).

Так как на множестве R([rk(n), rk(n)+1)) меры µk(n) и µ совпадают, то ра-
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венство (2.9) можно записать при n ≥ n1 в виде

(λn, ϕ) =
1(

τk(n)Tk(n)
)ρ ∫
R([aτk(n)Tk(n),rk(n)+1))

ϕ

(
x

τk(n)Tk(n)

)
dµ(x)

+
1

τ ρk(n)

∫
R([rk(n),bτk(n)))

ϕ

(
x

τk(n)

)
dµ(x)

=

(
rk(n)
τk(n)

)ρ ∫
R

([
a
τk(n)
rk(n)

,1

)) ϕ
(
x
rk(n)
τk(n)

)
dµrk(n)+1

(x)

+

(
rk(n)
τk(n)

)ρ ∫
R

([
1,b

τk(n)
rk(n)

)) ϕ
(
x
rk(n)
τk(n)

)
dµrk(n)(x).

(2.10)

Учитывая, что supp ϕ ⊂ R([a, b]) равенство (2.10) при n ≥ n1 можно

переписать в виде

(λn, ϕ) =

(
rk(n)
τk(n)

)ρ ∫
C(0,1)

ϕ

(
x
rk(n)
τk(n)

)
dµrk(n)+1

(x)

+

(
rk(n)
τk(n)

)ρ ∫
R([1,b1))

ϕ

(
x
rk(n)
τk(n)

)
dµrk(n)(x).

(2.11)

где b1 – некоторое достаточно большое число. Далее преобразовываем

формулу (2.11). Имеем

(λn, ϕ) =
1

qρ1

∫
C(0,1)

ϕ

(
x

q1

)
dµrk(n)+1

(x)

+
1

qρ1

∫
R([1,b1))

ϕ

(
x

q1

)
dµrk(n)(x) + h1,n + h2,n.

(2.12)

где

h1,n =

∫
C(0,1)

((
rk(n)
τk(n)

)ρ
ϕ

(
x
rk(n)
τk(n)

)
− 1

qρ1
ϕ

(
x

q1

))
dµrk(n)+1

(x),

h2,n =

∫
R([1,b1))

((
rk(n)
τk(n)

)ρ
ϕ

(
x
rk(n)
τk(n)

)
− 1

qρ1
ϕ

(
x

q1

))
dµrk(n)(x).
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Далее, справедлива оценка

|h2,n| ≤ sup
x∈R([1,b1))

∣∣∣∣(rk(n)τk(n)

)ρ
ϕ

(
x
rk(n)
τk(n)

)
− 1

qρ1
ϕ

(
x

q1

)∣∣∣∣ (σ + 1)bρ1.

Из этой оценки следует, что lim
n→∞

h2,n = 0 . Аналогично получаем, что

lim
n→∞

h1,n = 0 . Тогда равенство (2.12) можно записать в виде

(λn, ϕ) =

∫
ϕ1(x)dµr(n)+1(x) +

∫
ϕ2(x)dµr(n)(x) + o(1). (2.13)

Поскольку rn есть подпоследовательность последовательности tk , то

µrk(n) → ν , µrk(n)+1
→ ν (n→∞) . Функции ϕ1(x) и ϕ2(x) – непрерывные

финитные функции на множестве Rm\C(0, a) . По леммы 2.8 выполняются

равенства

lim
n→∞

∫
ϕ1(x)dµrk(n)+1

=

∫
ϕ1(x)dν(x),

lim
n→∞

∫
ϕ2(x)dµrk(n) =

∫
ϕ2(x)dν(x).

Переходя в равенстве (2.13) к пределу при n→∞ получим равенство

(α, ϕ) =

∫
(ϕ1(x) + ϕ2(x))dν(x) =

1

qρ1

∫
ϕ

(
x

q1

)
dν(x) = (νq1, ϕ).

Мы доказали, что для любой функции ϕ ∈ Φ0(Rm) выполняется ра-

венство (α, ϕ) = (νq1, ϕ) . Поскольку меры α и νq1 не нагружают нуля, то

отсюда следует, что λ = νq1 ∈ Fr[µ] . Таким образом, если выполняется

условие Б), то мера λ ∈ Fr[µ] .

Аналогично доказывается, что если выполняется условие В), то λ ∈
Fr[µ] . Тем самым доказано, что условие 1) предложения 2.3 выполняется.

Далее покажем, что выполняется условие 2) предложения 2.3. Пусть λ

– произвольная мера из множества Fr[µ] . Поскольку Fr[µ] ⊂ (L[an, bn]) 1
n

,

то существует точка tn ∈ [an, bn] такая, что d(λ, µtn) < 1
n . Поэтому

λ = d lim
n→∞

µtn . Из предложения 2.4 следует, что последовательность µtn

широко сходится к мере λ . Пусть ϕ – произвольная функция из простран-
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ства Φ0(Rm), supp ϕ ⊂ R([a, b]) . Имеем

(λ, ϕ) = lim
n→∞

(µtn, ϕ) = lim
n→∞

1

tρn

∫
R([atn,btn])

ϕ

(
x

tn

)
dµ(x).

Существует число n2 такое, что при n ≥ n2 будет выполняться соотноше-

ние

R([atn, btn]) ⊂ R([rn, rn+1)).

На множестве R([rn, rn+1)) меры µ и µn совпадают. Поэтому

(λ, ϕ) = lim
n→∞

1

tρn

∫
ϕ

(
x

tn

)
dµ(x) = lim

n→∞
((µn)tn, ϕ).

Из леммы 2.6 следует, что (µn)tn → λ . Поскольку мера µn является пери-

одической, то (µn)tn ∈ Fr[µn] .
Тем самым условие 2) из предложения 2.3 выполняется. Из сказанного

следует справедливость равенства (2.6). Теорема доказана. 2

Следующую теорему можно рассматривать как обращение предыду-

щей теоремы.

Теорема 2.5. Пусть µn – последовательность периодических поряд-

ка ρ вещественных радоновых мер в пространстве M(Rm) из клас-

са M(ρ, σ) , и пусть последовательность Fr[µn, ρ(r)] сходится в мет-

рике Хаусдорфа к компакту M . Тогда для любого уточнённого порядка

ρ(r) такого, что ρ(∞) = ρ существует радонова мера µ не выше чем

нормального типа относительно уточнённого порядка ρ(r) такая, что

Fr[µ, ρ(r)] = M .

Доказательство. Докажем сначала теорему при дополнительном пре-

дположении, что ρ(r) ≡ ρ .

Из предложения 2.3 следует, что множество мер {(µn)t : n =

1, 2, . . . , t ∈ (0,∞)} компактно в метрическом пространстве M(Rm) .

Поэтому замыкание X этого множества в метрическом пространстве
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(M(Rm), d) есть компакт в этом пространстве. Мы будем рассматривать

динамическую систему At, t ∈ (0,∞) на метрическом компакте (X, d) .

Поскольку µn – компактная последовательность в пространстве

M(Rm) , то переходя, если нужно к подпоследовательности, можно счи-

тать, что выполняются равенства lim
n→∞

µn = λ, lim
n→∞
|µn| = λ̂ . Кроме того

дополнительно можно считать, что λ̂(C(0, 1)) = 0 . Из предложения 2.3

следует, что λ ∈ M . Отметим ещё, что компакт M инвариантен относи-

тельно преобразования At .

Если Tn > 1 – период меры µn , то при любом натуральном k число

T kn также будет периодом µn . Поэтому, не ограничивая общности, можно

считать, что lim
n→∞

Tn =∞ .

Далее построим три последовательности rn, mn, jn следующим об-

разом. Возьмём r1 = T1, j1 = 1 . В качестве r2 возьмём число r2 = T j22 ,

причём натуральное число j2 выберем так, чтобы выполнялись такие усло-

вия.

1. j2 ≥ 2 ;

2. r2 ≥ r21 ;

3. существует натуральное число m1 такое, что

Tm1
1

T j22
∈
(

1

2
,
3

2

)
.

Как следует из теоремы 5, глава 1, [15] для любого θ > 0 существуют

последовательности qn → ∞ , pn → ∞ натуральных чисел такие, что

выполняется неравенство∣∣∣∣θ − pn
qn

∣∣∣∣ < 1√
5q2n

, n = 1, 2, . . . .

Применим это неравенство к числу θ = lnT2
lnT1

и перепишем его в экви-

валентном виде

T
−1√
5pnqn

1 <
T pn1
T qn2

< T
1√

5pnqn

1 .

Из сказанного следует существование чисел m1 и j2 с перечисленными

для них свойствами.
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Пусть мы уже определили числа r1, . . . , rn,m1, . . . ,mn, j1, . . . , jn . Да-

лее положим rn+1 = T
jn+1

n+1 , где натуральное число jn+1 выберем так, чтобы

выполнялись такие условия.

1. jn+1 ≥ n+ 1 ;

2. rn+1 ≥ r2n ;

3. Существует натуральное число mn такое, чтобы выполнялось соот-

ношение
Tmn
n

T
jn+1

n+1

∈
(

1− 1

n+ 1
, 1 +

1

n+ 1

)
.

Из уже цитировавшейся теоремы 5, глава 1, [15] следует, что числа mn и

jn+1 с перечисленными выше свойствами существует. Тем самым процесс

построения последовательностей rn, mn, jn описан.

Выполняются следующие условия:

i1) mn и jn – это последовательности натуральных чисел;

i2) выполняется неравенство jn ≥ n ;

i3) выполняется равенство rn = T jnn ;

i4) выполняется неравенство rn+1 ≥ r2n ;

i5) выполняется соотношение

Tmn
n

T
jn+1

n+1

∈
(

1− 1

n+ 1
, 1 +

1

n+ 1

)
.

Определим теперь радонову меру µ в Rm следующим образом. Огра-

ничение на шар (круг) C(0, r1) есть нулевая мера. Ограничения мер µ и

µn на шаровой слой (кольцо) R([rn, rn+1)) совпадают.

Пусть r ∈ [rn, rn+1) . Имеем

|µ|(B(0, r)) =
k−1∑
n=1

|µ| (R([rn, rn+1)) + |µ|(R([rk, r]))

=
k−1∑
n=1

|µn| (R([rn, rn+1)) + |µk|(R([rk, r])) ≤ σ
k−1∑
n=1

rρn+1 + σrρ.

Из неравенства rn+1 ≥ r2n следует, что при n достаточно больших

rρn ≤ 1
2r
ρ
n+1 .
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Из этого, в свою очередь следует существование постоянной C такой,

что для любого натурального k будет выполняться неравенство
k∑

n=1
rρn ≤

Crρk . Поэтому

|µ|(B(0, r)) ≤ σMrρk + σrρ ≤ σ(M + 1)rρ.

Мы получим, что для любого r > 0 выполняется неравенство

|µ|(B(0, r)) ≤ σ1r
ρ , где σ1 = σ(M + 1) . Это означает, что µ ∈M(ρ, σ1) .

Теперь докажем, что выполняется равенство

Fr[µ, ρ] = M.

Пусть ν ∈ Fr[µ] . Тогда существует последовательность tk → ∞ такая,

что µtk → ν . Не ограничивая общность, можно считать, что на каж-

дом полуинтервале [rn, rn+1) лежит не более чем одна точка tk . Пусть

tk ∈ [rn(k), rn(k)+1) . Дополнительно можно считать, что выполняется одно

из трёх условий:

lim
k→∞

tk
rn(k)

=∞, lim
k→∞

tk
rn(k)+1

= 0; (2.14)

lim
k→∞

tk
rn(k)

= q1 ∈ [1,∞); (2.15)

lim
k→∞

tk
rn(k)+1

= q2 ∈ (0, 1]. (2.16)

Пусть ϕ – произвольная функция из пространстве Φ0(Rm) и пусть

supp ϕ содержится в R([a, b]) . Можно считать, что a ∈ (0, 1), b ∈ (1,∞) .

Имеем

(ν, ϕ) = lim
k→∞

(µtk, ϕ) = lim
k→∞

1

tρk

∫
R([atk,btk])

ϕ

(
x

tk

)
dµ(x). (2.17)

Предположим, что выполняется условие (2.14). Тогда для всех до-

статочно больших k выполняется соотношение R([atk, btk]) ⊂ R([rn(k),

rn(k)+1)) .
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На множестве R([rn(k), rn(k)+1)) меры µ и µn(k) совпадают. Тогда из

равенства (2.17) следует, что

(ν, ϕ) = lim
k→∞

((µn(k))tk, ϕ). (2.18)

Имеем

|(µn(k))tk|(B(0, ε)) =
|µnk|(B(0, tkε))

tρk
≤ σερ.

Равенство (2.18) выполняется для любой функции ϕ ∈ Φ0(Rm) . Из

леммы 2.7 следует, что

ν = lim
k→∞

(µn(k))tn.

Из предложения 2.3 следует, что ν ∈ M . Мы показали, что если вы-

полняется условие (2.14), то ν ∈M .

Предположим теперь, что выполняется условие (2.16). В этом случае,

не ограничивая общности, можно считать, что выполняется неравенство

btk > rn(k)+1 . Из равенства (2.17) следует, что

(ν, ϕ) = lim
k→∞

1

tρk

∫
R([atk,rn(k)+1))

ϕ

(
x

tk

)
dµ(x)

+ lim
k→∞

1

tρk

∫
R([rn(k)+1,btk])

ϕ

(
x

tk

)
dµ(x).

(2.19)

Для всех достаточно больших k выполняются соотношения

R([atk, rn(k)+1)) ⊂ R([rn(k), rn(k)+1)), R([rn(k)+1, btk]) ⊂ R([rn(k)+1, rn(k)+2)).

Поэтому равенство (2.19) можно переписать в виде

(ν, ϕ) = lim
k→∞

1

tρk

∫
C(0,rn(k)+1)

ϕ

(
x

tk

)
dµn(k)(x)

+ lim
k→∞

1

tρk

∫
CB(0,rn(k)+1)

ϕ

(
x

tk

)
dµn(k)+1(x) = lim

k→∞
(J1,k + J2,k).

(2.20)

Имеем

J2,k =
rρn(k)+1

tρk

∫
CB(0,1)

ϕ

(
x
rn(k)+1

tk

)
d(µn(k)+1)rn(k)+1

(x).
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Так как число rn(k)+1 является периодом меры µn(k)+1 , то выполняется

равенство (
µn(k)+1

)
rn(k)+1

= µn(k)+1.

Таким образом, так как
q2rn(k)+1

tk
→ 1 , а массы мер µn(k)+1 равномерно

ограничены на носителе функции ϕ , то можно в интеграле заменить
rn(k)+1

tk

на 1
q2

.

Итак

J2,k =
1

qρ2

∫
CB(0,1)

ϕ

(
x

q2

)
µn(k)+1(x).

Обозначим

ϕ2(x) =

0, ‖x‖ < 1

1
qρ2
ϕ
(
x
q2

)
, ‖x‖ ≥ 1.

Тогда J2,k =
∫
ϕ2(x)dµn(k)+1(x) . По теореме 2.8

lim
k→∞

J2,k =

∫
ϕ2(x)dλ(x).

Далее находим

J1,k =
rρn(k)+1

tρk

∫
C(0,1)

ϕ

(
x
rn(k)+1

tk

)
d(µn(k))rn(k)+1

(x).

Так как T
mn(k)

n(k) есть период меры µn(k) , то рассуждая как и выше, имеем

(µn(k))rn(k)+1
= (µn(k))T

mn(k)
n(k)

rn(k)+1

T
mn(k)
n(k)

= (µn(k)) rn(k)+1

T
mn(k)
n(k)

.

По условию i5 следует, что

βk =
rn(k)+1

T
mn(k)

n(k)

=
T
jn(k)+1

n(k)+1

T
mn(k)

n(k)

→ 1 (k →∞).

Следовательно,

J1,k =
1

qρ2

∫
C(0,1)

ϕ

(
x

q2

)
d(µn(k))βk(x)

=
1

qρ2β
ρ
k

∫
C(0,βk)

ϕ

(
x

q2βk

)
dµn(k)(x).
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Представим J1,k в виде J1,k = J3,k + J4,k + J5,k , где

J3,k =
1

qρ2

∫
C(0,1)

ϕ

(
x

q2

)
dµn(k)(x),

J4,k =

∫
C(0,1)

(
1

qρ2β
ρ
2

ϕ

(
x

q2βk

)
− 1

qρ2
ϕ

(
x

q2

))
dµn(k)(x),

J5,k =


∫

C(0,βk)\C(0,1)

1
qρ2β

ρ
2
ϕ
(

x
q2βk

)
dµn(k)(x), если βk ≥ 1

−
∫

C(0,1)\C(0,βk)

1
qρ2β

ρ
2
ϕ
(

x
q2βk

)
dµn(k)(x), если βk ≤ 1.

Обозначим

ϕ1(x) =


1
qρ2
ϕ
(
x
q2

)
, если ‖x‖ < 1

0, если ‖x‖ ≥ 1.

Тогда J3,k =
∫
ϕ1(x)dµn(k)(x). По предложению 2.3

lim
k→∞

J3,k =

∫
ϕ1(x)dλ(x).

Справедлива оценка

|J4,k| ≤ max
‖x‖≤1

∣∣∣∣ 1

qρ2β
ρ
2

ϕ

(
x

q2βk

)
− 1

qρ2
ϕ

(
x

q2

)∣∣∣∣ |µn(k)|(B(0, 1)).

Так как |µn(k)|(B(0, 1)) ≤ σ , то lim
k→∞

J4,k = 0.

Пусть ε > 0 . Тогда для всех достаточно больших k выполняется нера-

венство

|J5,k| ≤
1

qρ2β
ρ
2

‖ϕ‖|µn(k)|(R([1− ε, 1 + ε]).

Если число ε таково, что выполняются равенства λ̂(S(0, 1 − ε)) =

0, λ̂(S(0, 1 + ε)) = 0 , тогда из теоремы 1.11 следует, что

lim
k→∞
|µn(k)|(R([1− ε, 1 + ε])) = λ̂(R([1− ε, 1 + ε])).

Так как λ̂(S(0, 1)) = 0 , то lim
ε→0

λ̂(R([1− ε, 1 + ε])) = 0 .
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Из сказанного легко следует, что lim
k→∞

J5,k = 0 .

Теперь равенство (2.20) переписывается в виде

(ν, ϕ) =

∫
(ϕ1(x) + ϕ2(x))dλ(x) =

1

qρ2

∫
ϕ

(
x

q2

)
dλ(x) = (λq2, ϕ). (2.21)

Равенство (2.21) выполняется для любой функции ϕ ∈ Φ0(Rm) . Так как

ν({0}) = 0, λ({0}) = 0 , то отсюда следует, что ν = λq2 . Так как λq2 ∈M ,

то ν ∈M . Мы доказали, что если выполняется условие (2.16), то ν ∈M .

Аналогично доказывается, что если выполняется условие (2.15), то ν ∈
M . Таким образом в любом случае ν ∈ M . Мы доказали соотношение

Fr[µ] ⊂M .

Пусть теперь ν ∈ M . По предложению 2.3 существует последователь-

ность мер νn ∈ Fr[µn] такая, что ν = lim
n→∞

νn .

Имеем rn = T jnn , rn+1 = T
jn+1

n+1 . Так как выполняется неравенство

rn+1 ≥ r2n , то rn+1 ≥ T 2jn
n . При n ≥ 3 выполняется соотношение

jn + 3 ≤ 2jn . Поэтому при n ≥ 3 выполняется соотношение

R
([
T jn+1
n , T jn+3

n

])
⊂ R([rn, rn+1)).

Мера νn имеет вид νn = (µn)tn . Как следует из замечания к предложе-

нию 2.1 можно считать, что tn ∈
[
T jn+1
n , T jn+2

n

]
.

Пусть ϕ – произвольная функция из пространства Φ0(Rm) . Имеем при

подходящих a, b

(νn, ϕ) =
1

tρn

∫
R([atn,btn])

ϕ

(
x

tn

)
dµn(x). (2.22)

При всех достаточно больших n выполняется соотношение

R([atn, btn]) ⊂ R([rn, rn+1)) . На множестве R([rn, rn+1)) функции µn

и µ совпадают. Поэтому равенство (2.22) можно переписать в виде

(νn, ϕ) = (µtn, ϕ). (2.23)

Существует подпоследовательность натуральных чисел n(k) такая, что

µtn(k) → α , где α – некоторая мера из множества Fr[µ] . Беря в равен-
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стве (2.23) n = n(k) и переходя к пределу при k → ∞ получим ра-

венство (ν, ϕ) = (α, ϕ) . Это равенство выполняется для любой функции

ϕ ∈ Φ0(Rm) . Поскольку меры ν и α не нагружают нуля, то из этого ра-

венства следует, что ν = α . Мы доказали включение M ⊂ Fr[µ] , а вместе

с ним и теорему для случая ρ(r) ≡ ρ .

В общем случае теорема следует из доказанного и леммы 2.10. 2

2.4. Цепная рекурентность

Пусть Φt, t ∈ (0,∞) – динамическая система в метрическом простран-

стве (X, h) . Последовательность p0 = p, p1, . . . , pk = q точек из X назы-

вается (ω, ε) -цепью, соединяющей точки p и q , если существует после-

довательность tl, l ∈ 0, k − 1 такая, что tl ≥ ω и h(Φtlpl, pl+1) < ε .

Динамическая система Φt в метрическом пространстве (X, h) называ-

ется цепной рекурентностью, если для любых точек p и q из X и для

любых ω > 0 и ε > 0 существует (ω, ε) -цепь, соединяющая точки p и q .

Предложение 2.5. Пусть Φt – динамическая система в метрическом

пространстве (X, h) , является цепной рекурентностью, и пусть qn –

произвольная последовательность точек из X . Тогда существуют по-

следовательность pn точек из X и последовательности ωn > 0, αn >

0, εn > 0 такие, что выполняются условия:

1) qn – подпоследовательность последовательности pn ;

2) αn ≤ 1
2 , lim

n→∞
αn = 0 ;

3) ωn ≥ 2, lim
n→∞

ωn =∞ ;

4) h(Φωnpn,Φαn+1
pn+1) < εn, lim

n→∞
εn = 0 .

Доказательство. Для любого k = 1, 2, . . . рассмотрим набор {τk =

1
4k
, Tk = 4k, γk = 4k, δk = 1

4k
} . Поскольку динамическая система Φt яв-

ляется цепной рекурентностью, то для любого k ≥ 1 найдутся целое

число lk ≥ 1 , последовательность чисел tk(s), s ∈ 0, lk − 1 такая, что
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tk(s) ≥
√
Tk , последовательность точек из X rk(s), s ∈ 0, lk такая, что

h(Φtk(s)rk(s), rk(s+ 1)) < τk, s ∈ 0, lk − 1, rk(0) = Φγkqk, rk(lk) = Φδkqk+1 .

Далее образуем следующие последовательности.

1. νn : ν1 = 1, νn+1 = νn + ln + 1.

2. εj : εj = τn при j ∈ νn, νn+1 − 1 .

3. αj : ανn = 1
4n , αj = 1√

tn(s)
, если j = νn + s+ 1, s ∈ 0, ln − 1.

4. ωj : ωνn = 4n, ωj =
√
tn(s) , если j = νn + s+ 1, s ∈ 0, ln − 1.

5. pj : pνn = qn, pj = Φ√
tn(s)

rn(s), j = νn + s+ 1, s ∈ 0, ln − 1 .

Проверим, что для любого j ≥ 1 выполняется неравенство

h(Φωjpj,Φαj+1
pj+1) < εj. (2.24)

Пусть j = νn . Имеем ωj = 4n = γn, pj = qn, Φωjpj = Φγnqn = rn(0) .

Далее находим pj+1 = Φ√
tn(0)

rn(0), αj+1 = 1√
tn(0)

, Φαj+1
pj+1 = rn(0) .

Тем самым неравенство (2.24) при j = νn доказано.

Пусть теперь j = νn + s+ 1, s ∈ 0, ln − 1 . Имеем

pj = Φ√
tn(s)

rn(s), ωj =
√
tn(s), Φωjpj = Φtn(s)rn(s),

pj+1 = Φ√
tn(s+1)

rn(s+ 1), αj+1 =
1√

tn(s+ 1)
, Φαj+1

pj+1 = rn(s+ 1).

Поэтому пользуясь определением величин tn(s), rn(s), τn, εj получаем

h(Φωjpj,Φαj+1
pj+1) = h(Φtn(s)rn(s), rn(s+ 1)) < τn = εj.

Тем самым неравенство (2.24) выполняется для любого j . Для последова-

тельностей pn , ωn, αn, εn выполняются все условия предложения. Предло-

жение доказано. 2

Пусть αn ∈ (0, 12 ] – последовательность, сходящаяся к нулю, ωn ∈
[2,∞) – последовательность, сходящаяся к бесконечности. Образуем ещё

две последовательности τn и σn следующим образом: τ1 = 1, σn =

ωnτn, τn+1 = σn
αn+1

. Заметим, что τn+1 = ωn
αn+1

τn, σn+1 = ωn+1

αn+1
σn .
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Лемма 2.15. Пусть χ(t) – бесконечно дифференцируемая функция на

оси (−∞,∞) со значениями из сегмента [0, 1] , которая убывает на по-

луоси [0,∞) . Пусть, кроме того выполняются условия χ(t) = 1 при

t ∈ [−1, 1] и χ(t) = 0 при |t| ≥ 2 . Пусть αn и ωn – две последователь-

ности, удовлетворяющие сформулированным выше условиям, а τn и σn –

две последовательности, построенные с помощью последовательностей

αn и ωn указанным выше способом.

Пусть χn(t) = χ
(

t
σn

)
, ψ1(x) = χ1(‖x‖), ψn(x) = χn(x)−χn−1(x), n ≥

2 . Тогда выполняются следующие утверждения:

1) ψn(x) – бесконечно дифференцируемая функция;

2) ψn(x) ∈ [0, 1]для любого x ∈ Rm ;

3)
∞∑
n=1

ψn(x) = 1, x ∈ Rm ;

4) ψn(x) = 1 , если ‖x‖ ∈ [2σn−1, σn], n ≥ 2 ;

5) supp ψn ⊂ {x ∈ Rm : σn−1 ≤ ‖x‖ ≤ 2σn}, n ≥ 2 ;

6) supp ψn2 ∩ supp ψn1 = ∅ , если |n2 − n1| ≥ 2 ;

7) существует постоянная C такая, что для любого n ≥ 1 выполня-

ется неравенство

‖grad ψn(x)‖ ≤ C

‖x‖
.

Доказательство. Утверждение 1) очевидно. Функция χn(x) равна 1

в шаре B(0, σn) в то время как χn−1(x) ≤ 1 . Поэтому в шаре B(0, σn)

выполняется неравенство ψn(x) ≥ 0 . Если ‖x‖ > σn , то χn−1(x) = 0 .

Поэтому неравенство ψn(x) ≥ 0 выполняется во всём пространстве Rm .

Неравенство ψn(x) ≤ 1 следует из того, что χ(t) убывающая на (0,∞)

и σn > σn−1 . Тем самым утверждение 2) доказано. Так как χn−1(x) =

0 при ‖x‖ ≥ 2σn−1 , то ψn(x) = 1 , если ‖x‖ ∈ [2σn−1, σn] . Тем самым

утверждение 4) доказано. Если ‖x‖ ≥ 2σn , то χn(x) = 0, χn−1(x) = 0 .

Если ‖x‖ ≤ σn−1 , то χn(x) = 1, χn−1(x) = 1 . Тем самым утверждение 5)
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доказано. Утверждение 6) следует из утверждения 5). Далее,

k∑
n=1

ψn(x) = χk(x).

В шаре B(0, σk) выполняется равенство χk(x) = 1 . Отсюда следует

утверждение 3. Далее имеем

∂

∂xj
χ

(
‖x‖
σn

)
= χ′

(
‖x‖
σn

)
xj
‖x‖
‖x‖
σn

1

‖x‖
.

Правая часть может быть отлична от нуля только если выполняются нера-

венства σn ≤ ‖x‖ ≤ 2σn . Из этого следует утверждение 7) леммы. Лемма

доказана. 2

Теорема 2.6. Пусть ρ(r) – произвольный уточнённый порядок такой,

что ρ = ρ(∞) > 0 . Пусть M – компакт в пространстве M(Rm) , ин-

вариантный относительно преобразования Ft

(
Ft : µ(E)→ µ(tE)

tρ

)
и при-

надлежащий множеству M(ρ, σ) . Пусть динамическая система Ft на

метрическом пространстве (M,d) является цепной рекурентностью. То-

гда существует радонова мера µ ∈ M(Rm) , являющаяся мерой не выше

чем нормального типа относительно уточнённого порядка ρ(r) такая,

что Fr[µ, ρ(r)] = M .

Доказательство. Вначале предположим, что ρ(r) ≡ ρ . Поскольку M

– компакт, то в M существует счётная всюду плотная последовательность

qn . По предложению 2.5 существуют последовательности pn ∈ M, ωn >

0, αn > 0, εn > 0 , обладающие свойствами, перечисленными в этом пред-

ложении. Пусть τn и σn – последовательности построенные с помощью

последовательностей ωn и αn по способу, описанному в тексте перед лем-

мой 2.15. Пусть ψn(x) – последовательность из леммы 2.15. Обозначим

µ =
∞∑
n=1

ψn(x)F 1
τn
pn.

Нетрудно видеть, что µ ∈M(ρ, σ) . Докажем, что Fr[µ, ρ] = M .
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Пусть ϕ – произвольная функция из пространства Φ0(Rm), supp ϕ

⊂ R([a, b]) . Имеем

(Fτnµ, ϕ) =
1

τ ρn

∫
R([aτn,bτn])

ϕ

(
x

τn

)
dµ(x)

=
1

τ ρn

∫
R([aτn,bτn])

ϕ

(
x

τn

)
d

( ∞∑
k=1

ψkF 1
τk

pk

)
(x).

(2.25)

Из леммы 2.15 следует, что выполняются соотношения supp ψk ⊂
R([σk−1, 2σk]), ψk(x) = 1 при x ∈ [2σk−1, σk] . Если k ≤ n− 1 , то для всех

достаточно больших n будет выполняться неравенство 2σk < aτn = aσn−1αn
.

Если k ≥ n + 1 , то для всех достаточно больших n будет выполняться

неравенство bτn < 2σk−1 ≤ 2σn = 2ωnτn . Поэтому сумму в правой части

неравенства (2.25) можно заменить на ψn(x)F 1
τn
pn . Кроме того ψn(x) = 1

при x ∈ R([aτn, bτn]) . Мы получим

(Fτnµ, ϕ) =
1

τ ρn

∫
ϕ

(
x

τn

)
d
(
F 1
τn
pn

)
(x) = (pn, ϕ), n ≥ n1. (2.26)

Пусть ν – произвольная мера из M . Поскольку последовательность pn

всюду плотная в M , то существует последовательность n = n(j) такая,

что lim
j→∞

pn(j) = ν . Теперь из (2.26) следует, что

(ν, ϕ) = lim
j→∞

(µτn(j), ϕ).

Это равенство выполняется для любой функции ϕ ∈ Φ0(Rm) . Посколь-

ку мера ν не нагружает точку ноль, то из этого равенства и леммы 2.6

следует, что

ν = lim
j→∞

µτn(j) ∈ Fr[µ].

Мы доказали включение M ⊂ Fr[µ] . Теперь будем доказывать включение

Fr[µ] ⊂M .

Пусть ν ∈ Fr[µ] . Тогда существует последовательность tn →∞ такая,

что

ν = lim
n→∞

Ftnµ = lim
n→∞

µtn.
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Не ограничивая общность, можно считать, что на любом сегменте

[σk, σk+1] находится не более одной точки tn . Пусть tn ∈ [σk(n)−1, σk(n)] .

Дополнительно можно считать, что выполняется одно из трёх условий

lim
n→∞

tn
σk(n)−1

=∞, lim
n→∞

tn
σk(n)

= 0; (2.27)

lim
n→∞

tn
σk(n)−1

= a1 ∈ [1,∞); (2.28)

lim
n→∞

tn
σk(n)

= a2 ∈ (0, 1]. (2.29)

Пусть ϕ – произвольная функция из пространства Φ0(Rm) и supp ϕ ⊂
R([a, b]) . Тогда

(µtn, ϕ) =
1

tρn

∫
R([atn,btn])

ϕ

(
x

tn

)
d

( ∞∑
k=1

ψkF 1
τk

pk

)
(x). (2.30)

Предположим, что выполнено условие (2.27). Тогда существует чис-

ло n1 такое, что для всех n ≥ n1 будут выполняться неравенства

atn > 2σk(n)−1, btn < σk(n) . Из этих неравенств следует, что на множестве

R([atn, btn]) для любого k = k(n) будет выполняться равенство ψk(x) = 0 ,

а если k = k(n) , то ψk(x) = 1 . Поэтому равенство (2.30) можно перепи-

сать в виде

(µtn, ϕ) =
1

tρn

∫
R([atn,btn])

ϕ

(
x

tn

)
d

(
F 1
τk(n)

pk(n)

)
(x) = (λn, ϕ), (2.31)

где λn =
(
pk(n)

)
tn

τk(n)

.

Мера λn принадлежат компакту M . Поэтому найдётся последователь-

ность n = n(j) такая, что λn(j) → λ ∈M (j →∞) . Беря в равенстве (2.31)

n = n(j) и переходя к пределу при j → ∞ получим, что (ν, ϕ) = (λ, ϕ) .

Это равенство для любой ϕ функции из пространства Φ0(Rm) . Однако, по-

скольку меры ν и λ не нагружают нуля, из него следует, что ν = λ ∈ M .

Мы показали, что если выполняется условие (2.27), то ν ∈M .
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Предположим теперь, что выполняется условие (2.28). Тогда равенство

(2.30) переписывается в виде

(µtn, ϕ) =
1

tρn

∫
ϕ

(
x

tn

)
ψk(n)−1(x)d

(
F 1
τk(n)−1

pk(n)−1

)
(x)

+
1

tρn

∫
ϕ

(
x

tn

)
ψk(n)(x)d

(
F 1
τk(n)

pk(n)

)
(x)

=
σρk(n)−1
tρn

∫
ϕ

(
x
σk(n)−1
tn

)
ψk(n)−1(σk(n)−1x)d

(
(pk(n)−1)σk(n)−1

τk(n)−1

)
(x)

+
σρk(n)−1
tρn

∫
ϕ

(
x
σk(n)−1
tn

)
ψk(n)(σk(n)−1x)d

(
(pk(n))σk(n)−1

τk(n)

)
(x).

(2.32)

Как следует из леммы 2.1, в рассматриваемом случае не ограничивая

общности можно считать, что выполняется равенство tn = a1σk(n)−1 . Учи-

тывая это равенство, также равенства

σk(n)−1
τk(n)−1

= ωk(n)−1,
σk(n)−1
τk(n)

= αk(n),

(2.32) можно переписать в виде

(µtn, ϕ) =
1

aρ1

∫
ϕ

(
x

a1

)
ψk(n)−1(σk(n)−1x)d

(
(pk(n)−1)ωk(n)−1

)
(x)

+
1

aρ1

∫
ϕ

(
x

a1

)
ψk(n)(σk(n)−1x)d

(
(pk(n))ωk(n)

)
(x).

(2.33)

Имеем

ψk(n)(σk(n)−1x) = χ

(
σk(n)−1
σk(n)

‖x‖
)
− χ(‖x‖).

В интегралах из равенства (2.33) интегрирование можно вести по шару

B(0, ba1) . Если x ∈ B(0, ba1) то для всех достаточно больших n будет

выполняться равенство χ
(
σk(n)−1
σk(n)
‖x‖
)

= 1 . Обозначим второе слагаемое

из правой части равенства (2.33) через J2,n . Его можно преобразовать сле-

дующим образом

J2,n =
1

aρ1

∫
ϕ

(
x

a1

)
ψk(n)(σk(n)−1x)d(pk(n)−1)ωk(n)−1(x) + hn,

где

hn =
1

aρ1

∫
ϕ

(
x

a1

)
(1− χ(‖x‖)) d

(
(pk(n))αk(n) − (pk(n)−1)ωk(n)−1

)
(x).
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По построению для динамической системы Ft выполняется условие 4)

предложения 2.5, поэтому мера (pk(n))αk(n)− (pk(n)−1)ωk(n)−1 стремится к ну-

лю при n→∞ . Поэтому hn → 0 (n→∞) .

Так как aa1 ≤ ‖x‖ ≤ ba1 , то ψk(n)−1(σk(n)−1x) + ψk(n)(σk(n)−1x) = 1 .

Следовательно, равенство (2.33) можно переписать в виде

(µtn, ϕ) =
1

aρ1

∫
ϕ

(
x

a1

)
d(pk(n)−1)ωk(n)−1(x) + hn

=

∫
ϕ(x)d(pk(n)−1)a1ωk(n)−1(x) + hn.

(2.34)

Меры λn = (pk(n)−1)a1ωk(n)−1 лежат а компакте M . Поэтому существует

последовательность n = n(j) такая, что λn(j) → λ ∈ M . Беря в равенстве

(2.34) n = n(j) и переходя к пределу при j → ∞ , получим равенство

(ν, ϕ) = (λ, ϕ) . Это равенство выполняется для всех ϕ ∈ Φ0(Rm) . По-

скольку меры ν и λ не нагружают точку ноль, то отсюда следует, что

ν = λ ∈ M . Мы доказали, что если выполняется условие (2.28), то мера

ν ∈ M . Аналогично показывается, что если выполняется условие (2.29),

то в этом случае мера также принадлежит M . Таким образом соотноше-

ние ν ∈ M выполняется в любом случае. Тем самым доказано включение

Fr[µ] ⊂ M , а вместе с ним и теорема для случая когда ρ(r) ≡ ρ . Те-

перь утверждение теоремы следует из доказанного и леммы 2.10. Теорема

доказана. 2

2.5. Псевдотраектории

Пусть (X, h) – метрическое пространство. Отображение λ(t) : (0,∞)

→ X (не обязательно непрерывное) мы будем называть кривой в метриче-

ском пространстве X .

Кривая λ(t) называется всюду плотной на бесконечности в простран-

стве X , если для любой точки x ∈ X существует tn → ∞ такая, что

x = lim
n→∞

λ(tn) .
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Отображение λ(t) будем называть кусочно непрерывным, если мно-

жество точек разрыва этого отображения не имеет конечных предельных

точек.

Пусть Φt – динамическая система на метрическом пространстве

(X, h) . Кривая λ(t) называется псевдотраекторией, если для любого τ > 0

выполняется равенство

lim
t→∞

h(Φtλ(t), λ(tτ)) = 0,

и этот предел равномерный на любом сегменте [a, b] ⊂ (0,∞) .

Теорема 2.7. Пусть ρ(r) – уточнённый порядок. Пусть µ – радо-

нова мера в пространстве Rm не выше чем нормального типа относи-

тельно уточнённого порядка ρ(r) , пусть M = Fr[µ, ρ(r)] . Тогда систе-

ма Ft

(
Ft : µ(E)→ µ(tE)

tρ

)
есть динамическая система в метрическом

пространстве (M,d) и в этом пространстве есть кусочно непрерывная

псевдотраектория, всюду плотная на бесконечности в множестве M .

Доказательство. Из леммы 2.10 следует, что не ограничивая общно-

сти можно считать, что ρ(r) ≡ ρ .

Из леммы 2.3 следует, что дополнительно можно считать, что µ ∈
M(ρ, σ) с некоторым σ > 0 . В этом случае траектория µt, t ∈ (0,∞)

будет сильно ограниченным, а следовательно, согласно теореме 1.6 и ком-

пактным множеством в пространстве M(Rm) . Обозначим через X замы-

кание праектории µt, t ∈ (0,∞) в метрическом пространстве (M(Rm), d) .

По предложению 2.4 множество X будет компактом в пространстве

M(Rm) и d -сходимость на X будет эквивалентна широкой сходимости.

Так как траектория µt, t ∈ (0,∞) инвариантна относительно преоб-

разования Ft , то множество X будет также инвариантным относительно

этого преобразования. Поэтому система отображений Ft, t ∈ (0,∞) будет

динамической системой на метрическом компакте (X, d) .

Обозначим через µ̃n точку из M ближайшую к точке µn = Fnµ . По
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лемме 2.13 lim
n→∞

d(µn, µ̃n) = 0 . Определим теперь кривую λ(t) в метриче-

ском пространстве (M,d) следующим образом

λ =

µ̃n, t ∈ [n, n+ 1), n ≥ 1

µ̃1, t ∈ (0, 1).

Очевидно, что λ(t) – кусочно непрерывная кривая.

Пусть ν – произвольная мера из M . Существует последовательность

tn → ∞ такая, что ν = lim
k→∞

µtk . Пусть nk = [tk] . Очевидно, что
nk
tk
→ 1 (k → ∞) . Далее имеем µnk = (µtk)nktk

. Из леммы 2.1 следует,

что µnk → ν . Поэтому ν = d lim
k→∞

µnk = d lim
k→∞

µ̃nk = d lim
k→∞

λ(nk) . Тем

самым доказано, что кривая λ(t) плотна на бесконечности в пространстве

M .

Пусть теперь [a, b] – произвольный сегмент, лежащий на полуоси

(o,∞) и пусть τ ∈ [a, b] . Имеем

K(t, τ) = d (Fτλ(t), λ(tτ)) = d
(
(µ̃n)τ , µ̃[tτ ]

)
≤ d ((µ̃n)τ , (µn)τ) + d

(
(µn)τ , µ[tτ ]

)
+ d

(
µ[tτ ], µ̃[tτ ]

)
, n = [t].

Из леммы 2.13 легко следует, что функция d
(
µ[tτ ], µ̃[tτ ]

)
равномерно

относительно τ на сегменте [a, b] стремится к нулю при t→∞ .

Пусть g – функция из леммы 2.11. Выполняется неравенство

d ((µ̃n)τ , (µn)τ) ≤ g (d (µ̃n, µn)) .

Из леммы 2.11 следует, что функция d ((µ̃n)τ , (µn)τ) равномерно отно-

сительно τ на сегменте [a, b] стремится к нулю при t→∞ .

Докажем теперь, что функция d
(
(µn)τ , µ[tτ ]

)
равномерно относительно

τ ∈ [a, b] стремится к нулю при t → ∞ . Если это не так, то существуют

число ε0 > 0 , последовательности tk →∞ и τk ∈ [a, b] такие, что выпол-

няется неравенство

d
(
(µ[tk])τk, µ[tkτk]

)
≥ ε0. (2.35)
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Не ограничивая общности можно считать, что µtk → α ∈M, τk → τ̃ ∈
[a, b] . Так как функция Ftµ непрерывна по совокупности переменных, то

µtk τ̃ = Fτ̃(µtk)→ Fτ̃α = ατ̃ ,

(µ[tk])τk = F [tk]τk
tkτ̃

(µtk τ̃)→ ατ̃ ,

µ[tkτk] = F [tkτk]

tkτ̃

(µtk τ̃)→ ατ̃ .

Справедливо неравенство

d
(
(µ[tk])τk, µ[tkτk]

)
≤ d((µ[tk])τk, ατ̃) + d(ατ̃ , µ[tkτk]).

Правая часть этого неравенства стремится к нулю при k → ∞ . Это

противоречит неравенству (2.35). Полученное противоречие доказывает на-

ше утверждение. Тем самым доказано, что функция K(t, τ) равномерно

относительно τ на сегменте [a, b] стремится к нулю при t → ∞ . Это

означает, что кривая λ(t) является псевдотраекторией. теорема доказана.

2

Теорема 2.8. Пусть ρ(r) – уточнённый порядок. Пусть µ – радо-

нова мера в Rm не выше чем нормального типа относительно уточнён-

ного порядка ρ(r) , пусть M = Fr[µ, ρ(r)] . Тогда динамическая система

Ft, t ∈ (0,∞) на метрическом пространстве (M,d) является цепной

рекурентностью.

Доказательство. Пусть p и q – произвольные точки из M , а ω и

ε – произвольные строго положительные числа. По теореме 2.7 в множе-

стве M существует кусочно непрерывная псевдотраектория λ(t) плотная

на бесконечности в пространстве M . Поэтому существуют две последо-

вательности t
(1)
n → ∞ и t

(2)
n → ∞ такие, что выполняются равенства

p = lim
n→∞

λ(t
(1)
n ), q = lim

n→∞
λ(t

(2)
n ) .

Пусть числа t
(1)
n1 и t

(1)
n2 связанны соотношением

ln t
(2)
n2 − ln t

(1)
n1

ln(ω + 1)
= k + θ, (2.36)
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где k – натуральные число, θ ∈ [0, 1) . Найдём число x такое, чтобы вы-

полнялось равенство
ln t

(2)
n2 − ln t

(1)
n1

ln(ω + x)
= k.

Тогда ln(ω+x)
ln(ω+1) = 1 + θ

k , ω + x = (ω + 1)1+
θ
k . Если число k таково, что

выполняется неравенство

k >
ln(ω + 1)

ln ω+2
ω+1

, (2.37)

то будет выполняться соотношение x ∈ [1, 2] .

В дальнейшем будем считать, что числа t
(1)
n1 и t

(1)
n2 таковы, что выпол-

няется неравенство (2.37). В этом случае t
(2)
n2 = t

(1)
n1 τ

k, τ = ω + x .

Построим теперь последовательность pj, j ∈ 0, k следующим образом:

p0 = p, pk = q, pj = λ(τ jt
(1)
n ), j = 1, k − 1.

Так как кривая λ(t) является псевдотраекторией то существует число

T такое, что для всех t ≥ T и для всех τ1 ∈ [ω+1, ω+2] будет выполняться

неравенство

d(Fτ1λ(t), λ(τ1t)) <
ε

2
. (2.38)

Нам будем нужна оценка величины d
(
Fτp, Fτ

(
λ(t

(1)
n1

))
. Считая, что

[a, b] = [ω + 1, ω + 2] рассмотрим функцию g из леммы 2.11. Справед-

лива оценка

d
(
Fτp, Fτ

(
λ(t(1)n1

))
≤ g

(
d
(
p, λ

(
t(1)n1

)))
. (2.39)

Имеем lim
n→∞

d
(
p, λ

(
t
(1)
n

))
= 0 . Из леммы 2.11 следует, что

lim
n→∞

g
(
d
(
p, λ

(
t(1)n

)))
= 0.

Поэтому существует число N такое, что для всех n > N будет выпол-

няться неравенство

g
(
d
(
p, λ

(
t(1)n

)))
<
ε

2
. (2.40)

В качестве n1 возьмём такое число, чтобы выполнялись неравенства

n1 > N, t
(1)
n1 > T . Очевидно, что такой выбор возможен. Теперь из нера-
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венств (2.39) и (2.40) следует, что будет выполняться неравенство

d
(
Fτp, Fτ

(
λ
(
t(1)n1

)))
<
ε

2
, (2.41)

а из неравенства (2.38) следует, что будет выполняться неравенство

d
(
Fτ

(
λ
(
t(1)n1

))
, Fτ

(
λ
(
t(1)n1

)))
<
ε

2
, (2.42)

Число n1 мы уже выбрали. Займёмся теперь выбором числа n2 . Имеем

lim
n→∞

d
(
q, λ

(
t
(2)
n

))
= 0 . Поэтому найдется число N1 такое, что для всех

n > N1 будет выполняться неравенство

d
(
q, λ

(
t(2)n

))
<
ε

2
. (2.43)

Пусть целое число kn определяется равенством

ln t
(2)
n − ln t

(1)
n1

ln(ω + 1)
= kn + θn,

где θn ∈ [0, 1) . Выполняется равенство lim
n→∞

kn =∞ . Поэтому существует

число N2 такое, что для всех n > N2 будет выполняться неравенство

kn >
ln(ω + 1)

ln ω+2
ω+1

. (2.44)

Возьмем теперь в качестве n2 какое-нибудь число, удовлетворяющее нера-

венствам n2 > N1 и n2 > N2 . Тогда из неравенства (2.43) будет следовать

неравенство

d
(
q, λ

(
t(2)n2

))
<
ε

2
. (2.45)

Из неравенства (2.44) следует, что если число x определять из условия

ln t
(2)
n2 − ln t

(1)
n1

ln(ω + x)
= kn2,

то для x будет справедливо соотношение x ∈ [1, 2] .

Мы выбрали числа n1 и n2 . Будем считать, что последовательность pj

построена с помощью этих чисел. Справедливы следующие свойства этой

последовательности
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1. d(Fτp0, p1) ≤ d
(
Fτp, Fτ

(
λ
(
t
(1)
n1

)))
+ d

(
Fτ

(
λ
(
t
(1)
n1

))
, λ
(
τt

(1)
n1

))
.

Теперь из неравенств (2.41) и (2.42) следует неравенство d(Fτp0, p1)

< ε.

2. d(Fτpk−1, pk) ≤ d
(
Fτ

(
λ
(
τ k−1t

(1)
n1

))
, λ
(
τ kt

(1)
n1

))
+ d

(
λ
(
t
(2)
n2

)
, q
)
.

Так как τ k−1t
(1)
n1 > T , то из неравенства (2.38) следует, что

d
(
Fτ

(
λ
(
τ k−1t(1)n1

))
, λ
(
τ kt(1)n1

))
<
ε

2
.

Вместе с неравенством (2.45) это даёт, что d(Fτpk−1, pk) < ε .

3. Пусть j ∈ 1, k − 2 . Тогда

d(Fτpj, pj+1) = d
(
Fτ

(
λ
(
τ jt(1)n1

))
, λ
(
τ j+1t(1)n1

))
.

Так как τ jt
(1)
n1 > T , то из неравенства (2.38) следует, что d(Fτpj, pj+1) <

ε
2 < ε . Так как τ = ω + x > ω , то последовательность p0, p1, . . . , pk есть

(ω, ε) -цепь, соединяющая точки p и q .

Таким образом динамическая система Ft, t ∈ (0,∞) есть цепная реку-

рентность на метрическом пространстве (M,d) . Теорема доказана 2

Из приведенного доказательства следует, что справедлива также и сле-

дующая теорема

Теорема 2.9. Пусть M – компакт, лежащий в метрическом про-

странстве
(
M(RM), d

)
, инвариантный относительно преобразования

Ft и принадлежащий множеству M(ρ, σ) с некоторым σ > 0 . Пусть на

множестве M существует кусочно непрерывная псевдотраектория λ(t) ,

плотная на бесконечности в множестве M . Тогда динамическая систе-

ма Ft, t ∈ (0,∞) на метрическом пространстве (M,d) является цепной

рекурентностью.

В заключение раздела мы сформулируем три критерия того, чтобы

множество M из пространства M(Rm) представлялось в виде M =

Fr[µ, ρ(r)] .



72

Теорема 2.10. Пусть ρ(r) – уточнённый порядок. Пусть M – ком-

пакт в метрическом пространстве M(Rm) , инвариантный относитель-

но преобразования Ft и лежащий в множестве M(ρ, σ) с некоторым

σ > 0 . Для того, чтобы существовала радонова мера µ в пространстве

M(Rm) , являющаяся мерой не выше чем нормального типа относитель-

но уточнённого порядка ρ(r) и такая, что M = Fr[µ, ρ(r)] , необходимо

и достаточно, чтобы существовала последовательность периодических

мер µn порядка ρ из множества M(ρ, σ1) с некоторым σ1 такая, что в

метрике Хаусдорфа H выполняется равенство

M = H lim
n→∞

Fr[µn, ρ(r)].

Теорема 2.11. Пусть функция ρ(r) и множество M удовлетворяют

условиям предыдущей теоремы. Для того, чтобы существовала радонова

мера µ в пространстве M(Rm) , являющаяся мерой не выше чем нор-

мального типа относительно уточнённого порядка ρ(r) и такая, что

M = Fr[µ, ρ(r)] , необходимо и достаточно, чтобы динамическая систе-

ма Ft, t ∈ (0,∞) на метрическом пространстве (M,d) была цепной

рекурентностью.

Теорема 2.12. Пусть ρ(r) и множество M удовлетворяют услови-

ям теоремы 2.10. Для того, чтобы существовала радонова мера µ в про-

странстве M(Rm) , являющаяся мерой не выше чем нормального типа

относительно уточнённого порядка ρ(r) и такая, что M = Fr[µ, ρ(r)] ,

необходимо и достаточно, чтобы в множестве M существовала кусочно

непрерывная псевдотраектория λ(t) , плотная на бесконечности во мно-

жестве M .

Теорема 2.10 есть объединение теорем 2.4 и 2.5, теорема 2.11 есть объ-

единение теорем 2.6 и 2.8, а теорема 2.12 есть объединение теорем 2.6, 2.7

и 2.9.
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2.6. Выводы к разделу 2

Основными результатами данного раздела являются следующие:

1. Теорема 2.1, в которой доказаны основные свойства предельных мно-

жеств радоновых мер.

2. Теоремы 2.2, 2.3, в которых описана связь между регулярностью радо-

новой меры и существованием конусной плотности.

3. Теоремы 2.4, 2.5, в которых дано описание предельного множества ра-

доновой меры как предел в метрике Хаусдорфа последовательности

периодических мер.

4. Теоремы 2.10, 2.11, 2.12, в которых в терминах теории динамических

систем указаны различные критерии того, чтобы заданное множество

было предельным множеством для некоторой радоновой меры.
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РАЗДЕЛ 3

ДЕЛЬТА-СУБГАРМОНИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

В данном разделе изучаются условия, при которых из сходимости по-

следовательности υn(x) как последовательности обобщённых функций

следует ее сходимость в пространствах Лебега Lp(γ) . Наиболее близкие

к нашим результатам были получены ранее в работах Хёрмандера [34],

а также Гришина и Шуиги [11]. В работе Хёрмандера исследовался слу-

чай, когда γ – некоторое ограничение m -мерной меры Лебега, а в работе

Гришина и Шуиги рассматривался случай m = 2 . В нашей работе рас-

сматривается случай m > 2 и общей меры γ .

В этом разделе мы также предлагаем усиление варианта Азарина [27]

теоремы о представлении δ -субгармонических функций конечного поряд-

ка. Далее, мы строим теорию предельных множеств, созданной Азариным

[1], [2], [6], [27] для субгармонических функций, для более широкого клас-

са δ -субгармонических функций и также изучаем их свойства.

В конец раздела мы отвечаем на вопрос: "Какой должен быть уточнён-

ный порядок ρ(r) , чтобы он был уточнённым порядком целой трансцен-

дентной функции? ". Мы обсуждаем решение, полученное раньше в случае

ρ > 0 и предлагаем наше решение в случае ρ = 0 .

В подразделе 3.1 мы рассматриваем некоторые свойства функции

‖x − y‖2−m, m > 2 . В подразделе 3.2 мы исследуем связи сходимо-

сти последовательности субгармонических и δ -субгармонических функ-

ций в смысле теории обобщённых функций с другими видами сходимости.

Подраздел 3.3 посвящён теоремам о представлении δ -субгармонических

функций. В подразделе 3.4 мы изучаем некоторые свойства предельных

множеств для δ -субгармонических функций. В подразделе 3.5 обсуждаем
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вопрос о существовании целых функций с заданным уточнённым поряд-

ком.

Результаты третьего раздела опубликованы в [9], [12], [13], [21], [22],

[23], [36].

3.1. Некоторые свойства функции ‖x− y‖2−m

В теории субгармонических в пространстве Rm, m > 2 функций важ-

ную роль играет ядро

hm(x− y) = ‖x− y‖2−m.

Перечислим теперь необходимые нам свойства ядра hm(x − y) . Спра-

ведливо следующее утверждение

Предложение 3.1. Пусть a(x) – непрерывная финитная функция в

Rm и пусть

b(y) =

∫
a(x)hm(x− y)dx.

Тогда b(y) – непрерывная функция в Rm .

Доказательство. Заметим, что замена переменных x̃ = x− y в инте-

грале даёт равенство

b(y) =

∫
a(x̃+ y)hm(x̃)dx̃.

Пусть δ > 0 – произвольное число. Будем считать, что выполняется нера-

венство ‖y1 − y0‖ ≤ δ . Имеем

|b(y1)− b(y0)| ≤
∫
|a(x+ y1)− a(x+ y0)|hm(x)dx

≤M sup |a(x+ y1)− a(x+ y0)|.

Из этого неравенства легко следует утверждение предложения. 2
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Предложение 3.2. Пусть p ≥ 1 – произвольное фиксированное число.

Пусть γ – положительная конечная борелевская мера такая, что

sup


∫

B(y,δ)

|hm(x− y)|pdγ(x) : y ∈ Rm

→ 0 (δ → 0). (3.1)

Тогда функция F (y) =
(∫
|hm(x− y)|pdγ(x)

) 1
p является равномерно непре-

рывной в Rm .

Доказательство. 1. Обозначим

ψ(y1, y2) =

(∫
|hm(x− y1)− hm(x− y2)|pdγ(x)

) 1
p

.

Так как ядро hm(x − y) как функция из Rm × Rm в R не ограничена, то

нужно доказать сходимость введенных интегралов. Из неравенства Мин-

ковского следует, что

F (y) ≤

 ∫
B(y,δ)

|hm(x− y)|pdγ(x)


1
p

+

 ∫
CB(y,δ)

|hm(x− y)|pdγ(x)


1
p

= J1+J2,

где CB(y, δ) = Rm \B(y, δ) . При x ∈ CB(y, δ) выполняется неравенство

|hm(x− y)| ≤ δ2−m.

Из этого неравенства следует, что J2 ≤ δ2−m(γ(Rm))
1
p . По условию тео-

ремы J1 ≤ 1 при достаточно малых δ . Отсюда получаем конечность

F (y) . Доказанное можно формулировать и так: при любом y ∈ Rm ядро

hm(x − y) есть элемент пространства Lp(γ) . Из неравенства ψ(y1, y2) ≤
F (y1) + F (y2) следует конечность ψ(y1, y2) .

2. Докажем, что при ‖x− y‖ ≥ δ , выполняется неравенство

‖ 5y hm(x− y)‖ ≤ m− 2

δm−1
. (3.2)

Имеем

(hm(x− y))
′

yi
= (m− 2)

xi − yi
‖x− y‖m

(i = 1, 2, ...,m).
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Из этой формулы легко получается неравенство (3.2).

3. Теперь докажем, что выполняется соотношение

ψ(y, y0)→ 0 (y → y0).

Пусть δ > 0 – произвольное число. Будем считать, что выполняется нера-

венство ‖y−y0‖ ≤ δ . Последовательное применение неравенства Минков-

ского и включения B(y0, 2δ) ⊂ B(y, 3δ) даёт

ψ(y, y0) ≤

 ∫
CB(y0,2δ)

|hm(x− y)− hm(x− y0)|pdγ(x)


1
p

+

 ∫
B(y0,2δ)

|hm(x− y0)|pdγ(x)


1
p

+

 ∫
B(y,3δ)

|hm(x− y)|pdγ(x)


1
p

= J1 + J2 + J3.

Если x /∈ B(y0, 2δ), ‖y − y0‖ ≤ δ , то для любого w ∈ B(y0, ‖y − y0‖)
будут выполняться неравенства ‖x − w‖ ≥ δ, ‖∇yhm(x − w)‖ ≤ m−2

δm−1 . Из

оценки градиента следует, что

|hm(x, y)− hm(x, y0)| ≤
m− 2

δm−1
‖y − y0‖, J1 ≤

m− 2

δm−1
(γ(Rm))

1
p ‖y − y0‖.

Из условий теоремы получаем, что J2 ⇒ 0, J3 ⇒ 0 (δ → 0) , что

доказывает требуемое утверждение.

4. Предположим, что утверждение предложения неверно. Тогда суще-

ствуют число η > 0 , последовательности y2n, y1n такие, что y2n− y1n → 0

(n → ∞), ψ(y2n, y1n) ≥ η . Не ограничивая общности, можно считать, что

y1n → y0 ∈ Rm ∪ {∞} (n→∞) .

Так как мера γ конечна, то существует число R такое, что
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γ(CB(0, R)) < ε . Имеем

F (y1n) ≤

 ∫
B(0,R)

|hm(x− y1n|pdγ(x)


1
p

+

 ∫
B(y1n,δ)

|hm(x− y1n|pdγ(x)


1
p

+

∫
E

|hm(x− y1n|pdγ(x)

 1
p

= J1 + J2 + J3,

где E = CB(0, R) \B(y1n, δ) . При x ∈ E выполняется неравенство

hm(x− y1n) ≤ δ2−m.

Из этого неравенства следует, что J3 ≤ δ(2−m)pγ(CB(0, R)) < δ(2−m)pε .

По условию теоремы J2 < ε . Отсюда получаем, что F (y1n) → 0 , если

y1n → ∞ (n → ∞) . Аналогично F (y2n) → 0 (y2n → ∞ (n → ∞)) . Из

неравенства ψ(y2n, y1n) ≤ F (y1n)+F (y2n) следует, что ψ(y2n, y1n)→ 0 , при

условиях y2n − y1n → 0, y1n →∞ (n→∞) . Это противоречит принятому

предположению ψ(y2n, y1n) ≥ η и , тем самым, y0 6=∞ .

Из неравенства Минковского следует, что

ψ(y2n, y1n) ≤ ψ(y2n, y0) + ψ(y1n, y0).

Набор полученных нами утверждений в совокупности противоречив. Тем

самым предложение доказано. 2

Далее приведем примеры конкретных мер γ , для которых справедливы

условие (3.1).

Пример 3.1. Пусть λ – мера Лебега в пространстве Rm . Мы будем

использовать стандартное обозначение dλ = dx . Рассматриваем интеграл,

входящий в условие (3.1) и, сделав параллельный перенос, получаем ра-

венство:

J1 =

∫
B(y,δ)

‖x− y‖p(2−m)dx =

∫
B(0,δ)

‖x‖p(2−m)dx.
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Введём полярные координаты:

x1 = r cosϕ1,

x2 = r sinϕ1 cosϕ2,

. . . ,

xm−1 = r sinϕ1 sinϕ2 · · · sinϕm−2 cosϕm−1,

xm = r sinϕ1 sinϕ2 · · · sinϕm−2 sinϕm−1.

(3.3)

Получаем равенство∫
B(0,δ)

‖x‖p(2−m)dx = σm−1

δ∫
0

r(m−1)+p(2−m)dr,

где σm−1 – площадь единичной сферы в пространстве Rm . Из этого сле-

дует, что при p ∈ [1, m
m−2) интеграл J1 стремится к нулю при δ → 0

равномерно относительно y ∈ Rm .

Пример 3.2. Пусть γ – ограничение (m−1) -мерной меры Хаусдорфа

на сферу S(0, R) = {x : ‖x‖ = R} . Имеем

J2 = J2(y, δ) =

∫
B(y,δ)

‖x− y‖p(2−m)dγ(x) =

∫
B(y,δ)∩S(0,R)

‖x− y‖p(2−m)dS(x).

Обозначим R1 = ‖y‖, y0 = (R1, 0, ..., 0), x̃ = (x2, ..., xm), σ = B(y0, δ) ∩
S(0, R) . Функция J2(y, δ) является радиально симметричной функцией по

переменной y . Поэтому

J2 =

∫
σ

‖x− y0‖p(2−m)dS(x)

=

∫
σ

1

((x1 −R1)2 + ‖x̃‖2)
p(m−2)

2

dS(x) ≤
∫
σ

dS(x)

‖x̃‖p(m−2)
.

(3.4)

Если |R1 − R| ≥ δ , то J2 = 0 . Поэтому в дальнейшем можно считать,

что R1 ∈ (R − δ, R + δ) . Введём на сфере S(0, R) полярные координаты

(3.3) с r = R . Выполняется равенство

dS(x) = Rm−1 sinm−2 ϕ1... sinϕm−2dϕ1...dϕm−1. (3.5)
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Кроме того

‖x̃‖2 = R2 − x21 = R2 −R2 cos2 ϕ1 = R2 sin2 ϕ1. (3.6)

Если x ∈ σ , то выполняются неравенства R − 2δ < R1 − δ ≤ x1 ≤ R .

Поэтому

R− 2δ ≤ R cosϕ1 ≤ R,

(
R− 2δ

R

)2

≤ cos2 ϕ1 ≤ 1,

0 ≤ sin2 ϕ1 ≤
4δ(R− δ)

R2
≤ 4δ

R
, 0 ≤ ϕ1 ≤ arcsin 2

√
δ

R
. (3.7)

Из соотношений (3.4) – (3.7) следует неравенство

J2 ≤ 2Rm−1−p(m−2)πm−1

arcsin 2
√

δ
R∫

0

sinm−2 ϕ1

sinp(m−2) ϕ1

dϕ1.

Из этого неравенства, в свою очередь, следует, что при p ∈ [1, m−1m−2) ве-

личина J2(y, δ) равномерно относительно y ∈ Rm стремится к нулю при

δ → 0 .

Пример 3.3. Пусть γ – ограничение (m − 1) -мерной меры Хаусдор-

фа на гиперплоскость L = {x : xm = 0} . Рассматриваем следующую

величину

J3 = J3(y, δ) =

∫
B(y,δ)

‖x− y‖p(2−m)dγ(x) =

∫
B(y,δ)∩L

‖x− y‖p(2−m)dS(x).

Пусть y = (y1, y2, . . . , ym) . Заметим, что если |ym| ≥ δ , то J3 = 0 .

Поэтому мы будем считать, что ym ∈ (−δ, δ) . Имеем

J3 =

∫
B(y,δ)∩L

1(
m−1∑
i=1

(xi − yi)2 + y2m

)p(m−2)
2

dS(x),

J3 ≤
∫

B(y,δ)∩L

1(
m−1∑
i=1

(xi − yi)2
)p(m−2)

2

dS(x). (3.8)
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Введём на L новые координаты x = (x̃1, . . . , x̃m−1, 0) . Тогда

dS(x) = dx̃1 . . . dx̃m−1. (3.9)

Более того имеем

B(y, δ) ∩ L =

{
(x̃1, . . . , x̃m−1, 0) :

m−1∑
i=1

(x̃i − yi)2 ≤ δ2 − y2m

}

⊂

{
(x̃1, . . . , x̃m−1, 0) :

m−1∑
i=1

(x̃i − yi)2 ≤ δ2

}
= Bm−1(y, δ).

(3.10)

Из соотношений (3.8) – (3.10) следует неравенство

J3 ≤
∫

Bm−1(y,δ)

1(
m−1∑
i=1

(x̃i − yi)2
)p(m−2)

2

dx̃1 . . . dx̃m−1.

Заметим, что последний интеграл можно рассмотреть, как и в приме-

ре 3.1, но теперь в случае пространства Rm−1 . Отсюда следует, что при

p ∈ [1, m−1m−2) величина J3(y, δ) стремится к нулю при δ → 0 равномерно

относительно y ∈ Rm .

3.2. Сходимости последовательностей δ -субгармонических функ-

ций в Rm

Обычно δ -субгармонической функцией называют функцию предста-

вимую в виде разности субгармонических функций. Однако, такое опре-

деление нуждается в корректировке. Скорректированное определение δ -

субгармонической функции приведено в [9].

Функция w в области G ⊂ Rm называется δ -субгармонической, если

выполняются следующие три условия.

1. Существует множество F ёмкости ноль такое, что на множестве

G \ F справедливо представление

w(x) = υ1(x)− υ2(x),
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где υ1(x) и υ2(x) – субгармонические функции в области G .

С помощью этого представления определяется риссовская мера µ

функции w по формуле µ = µ1 − µ2 , где µ1 и µ2 – риссовские меры

функций υ1 и υ2 .

Определяющее множество H функции w – это множество таких точек

x ∈ G , для которых найдётся δ > 0 такое, что выполняется неравенство

δ∫
0

|µ|(B(x, t))

tm−1
dt <∞.

2. Для любой точки x ∈ H выполняется равенство

w(x) = lim
δ→0

1

σm−1δm−1

∫
S(0,δ)

w(x+ y)dσm−1(y), (3.11)

где σm−1 – площадь единичной сферы в пространстве Rm, dσm−1 – это

мера Лебега на сфере.

3. w (x) = 0 для x ∈ G \H .

Предложение 3.3. Пусть w (x)– δ -субгармоническая функция в обла-

сти G ⊂ Rm, m ≥ 2 . Тогда в области G существуют субгармонические

функции υ1(x) и υ2(x) с взаимно сингулярными риссовскими мерами та-

кие, что функции w (x) и υ1(x)− υ2(x) совпадают почти всюду в G .

Доказательство. Пусть µ – риссовская мера функции w. Имеем µ =

µ+−µ− . В области G существует субгармоническая функция υ3 с риссов-

ской мерой µ+ и существует субгармоническая функция υ4 с риссовской

мерой µ− . Обозначим w 1(x) = υ3(x)−υ4(x) . Для локально интегрируемой

в G функции w 2(x) = w(x)−w1(x) выполняется равенство 4w2 = 0 . По-

этому функция w 2 является гармонической. Имеем w (x) = w1(x) + w2(x) .

В качестве υ1(x) можно взять функцию υ3(x) + w2(x) , а в качестве υ2(x)

– функцию υ4(x) . Предложение доказано. 2
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Заметим, что теоремы 1.14 – 1.17 справедливы для δ -субгармони-

ческих функций. Равенства (1.7), (1.8), (1.11), (1.12) также справедливы

для δ -субгармонических функций.

Нам понадобятся следующие вспомогательные утверждения.

Предложение 3.4. Пусть последовательность борелевских мер µn на

компакте K ⊂ Rm , рассматриваемая как последовательность элементов

пространства C∗(K) , слабо сходится к нулю. Пусть M – компактное

множество в C(K) . Тогда

sup{|(µn, ϕ)| : ϕ ∈M} → 0 (n→∞).

Доказательство. Из слабой сходимости и принципа равномерной

ограниченности следует, что существует число a1 такое, что для всех n

выполняется неравенство |µn|(K) ≤ a1 . Пусть ε > 0 – произвольное чис-

ло, а ϕ1, ..., ϕN – ε -сеть в M . Поскольку µn слабо сходится к нулю, то

существует N1 такое, что при n > N1 будут выполняться неравенства

|(µn, ϕk)| < ε, k = 1, ..., N . Пусть ϕ – произвольный элемент из M . Су-

ществует k такое, что ‖ϕ−ϕk‖ ≤ ε . Тогда при n > N будет выполняться

неравенство

|(µn, ϕ)| ≤ |(µn, ϕk)|+ a1‖ϕ− ϕk‖ ≤ (1 + a1)ε.

Из этого неравенства следует утверждение предложения. 2

Предложение 3.5. (частный случай теоремы 4.4.2, [33]) Пусть после-

довательность гармонических функций un(x) в области G ⊂ Rm , рас-

сматриваемая как последовательность обобщённых функций, сходится к

обобщённой функции u . Тогда u – регулярная обобщённая функция, пред-

ставимая некоторой гармонической функцией u(x) в области G . Кроме

того, на любом компакте K в области G последовательность un(x) рав-

номерно сходится к u(x) .

Сформулируем и докажем основные результаты этого подраздела.
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Теорема 3.1. Пусть υn(x) – последовательность субгармонических

функций в области G ⊂ Rm, m > 2 , которая сходится как последова-

тельность обобщённых функций к обобщённой функции w. Тогда

1) обобщённая функция w является регулярной обобщённой функцией,

которая представляется субгармонической функцией w в области G ;

2) если µ – риссовская мера функции w, а µn – риссовская мера функ-

ции υn , то µ = limµn (n→∞) ;

3) справедлив принцип повышения: если xn → x ∈ G (n→∞) , то

lim
n→∞

υn(xn) ≤ w(x);

4) множество точек x ∈ G , для которых выполняется неравенство

lim
n→∞

υn(x) < w(x),

имеет ёмкость нуль;

5) для любой точки x ∈ G выполняется равенство(
lim
n→∞

υn(x)
)∗

= w(x),

где u∗(x) = limy→x u(y);

6) если β – финитная борелевская мера в G такая, что функция

b(y) =
∫
hm(x − y)dβ(x) непрерывна, а функция

∫
hm(x − y)d|β|(x) ло-

кально ограничена, то

lim
n→∞

∫
υn(x)dβ(x) =

∫
w(x)dβ(x);

7) пусть p ≥ 1 , если γ – положительная конечная финитная борелев-

ская мера в G такая, что функция F (y) =
(∫
|hm(x− y)|pdγ(x)

) 1
p явля-

ется равномерно непрерывной, то∫
|υn(x)− w(x)|pdγ(x)→ 0 (n→∞).

Замечание. Наиболее близкие к нашим результатам были получены

ранее в работах Хёрмандера [34], а также Гришина и Шуиги [11]. В работе
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Хёрмандера исследовался случай, когда γ – некоторое ограничение m -

мерной меры Лебега, а в работе Гришина и Шуиги рассматривался случай

m = 2 . В нашей работе рассматривается случай m > 2 и общей меры γ .

Доказательство. Пусть µn – риссовская мера υn . Функция υn и её

риссовская мера µn связаны соотношением

µn =
1

(m− 2)σm−1
4υn, (3.12)

где σm−1 – площадь единичной сферы в пространстве Rm . Так как опе-

рация дифференцирования непрерывна в D ′(G) , то последовательность

µn является T -сходящейся. Из теоремы 1.7 следует, что µn есть широкая

сходящаяся последовательность. Пусть

µ = T limµn (n→∞).

Пусть G1 – область компактно вложенная в G . Это означает, что мно-

жество K = G1 является компактом и что K ⊂ G . Пусть, кроме того,

µ(∂G1) = 0 . Так как ∂K ⊂ ∂G1 , то µ(∂K) = 0 . Тогда из теоремы 1.11

следует, что

µK = w lim
n→∞

(µn)K , (3.13)

где индекс K означает, что берётся ограничение соответствующей меры

на компакт K . Теорема Рисса о представлении даёт равенство

υn(x) = −
∫
K

hm(x− y)d(µn)K(y) + un(x), (3.14)

где un(x) – гармоническая функция во внутренности
◦
K и тем более в

G1 . Пусть a(x) – финитная в области G1 бесконечно дифференцируемая

функция. Умножим равенство (3.14) на a(x) и проинтегрируем его. Меняя

порядок интегрирования, получаем∫
υn(x)a(x)dx =

∫
b1(y)d(µn)K(y) +

∫
un(x)a(x)dx, (3.15)
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где

b1(y) = −
∫
hm(x− y)a(x)dx.

По предложению 3.1 функция b1(y) непрерывна в Rm и, в частности,

на компакте K . Теперь из (3.13) следует, что

lim
n→∞

∫
b1(y)d(µn)K(y) =

∫
b1(y)dµK(y).

По условию теоремы

lim
n→∞

∫
υn(x)a(x)dx = (w, a(x)).

Тем самым доказано, что для любой функции a(x) из D(G1) существует

предел

lim
n→∞

∫
un(x)a(x)dx.

По предложению 3.5 существует гармоническая в области G1 функция

u(x) такая, что последовательность un(x) равномерно сходится к u(x) на

любом компакте, лежащем в G1 .

Переходя к пределу в равенстве (3.15), получаем

(w, a(x)) =

∫
b1(y)dµK(y) +

∫
u(x)a(x)dx

=

∫
◦
K

(
−
∫
hm(x− y)dµK(y) + u(x)

)
a(x)dx

=

∫
◦
K

− ∫
K

hm(x− y)dµ(y) + u(x)

 a(x)dx.

В качестве G1 можно брать любую компактно вложенную в G область

такую, что мера µ не нагружает её границу. Из этого следует, что w(x)

есть регулярная обобщённая функция, которая представляется субгармо-

нической функцией в области G . Утверждение 1) теоремы доказано.

Пусть µ – риссовская мера функции w(x) , ϕ(x) – функция из про-

странства D(G) . Тогда

(µ, ϕ) =
1

(m− 2)σm−1
(4w, ϕ) =

1

(m− 2)σm−1
lim
n→∞

(4υn, ϕ) = lim
n→∞

(µn, ϕ).
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Из этого и теоремы 1.9 следует утверждение 2) теоремы.

Утверждения 3) – 5) теоремы следуют из хорошо известных фактов

теории потенциала. Так, утверждение 3) есть следствие теоремы 1.3 из

[17]. Утверждение 4) есть следствие теоремы 3.8 из [17], утверждение 5)

следует из замечания 2 к теореме 3.8 из [17].

Докажем утверждение 6). По условию мера β финитна в области G .

Поэтому существует компакт K1 ⊂ G такой, что suppβ ⊂ K1 . Пусть

в равенстве (3.14) компакт K = G1 таков, что K1 ⊂ G1 . Интегрируя

равенство (3.14) по мере β , получаем∫
υn(x)dβ(x) =

∫
b(y)d(µn)K(y) +

∫
un(x)dβ(x),

где

b(y) = −
∫
hm(x− y)dβ(x).

Произведенное изменение порядка интегрирования законно, потому что

hm(x− y) ∈ L1(|β| × (µn)K) . Так как b(x) – непрерывная функция, то

lim
n→∞

∫
υn(x)dβ(x) =

∫
b(y)dµK(y) +

∫
u(x)dβ(x)

=

∫ −∫
K

hm(x− y)dµK(y) + u(x)

 dβ(x) =

∫
w(x)dβ(x).

Утверждение 6) доказано.

Докажем теперь утверждение 7). Пусть

Jn =

(∫
|υn(x)− w(x)|pdγ(x)

) 1
p

,

и пусть nk – такая последовательность, что

lim
n→∞

Jn = lim
k→∞

Jnk.

Пусть G1 – область, компактно вложенная в G такова, что suppγ ⊂ G1
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и что µ(∂G1) = 0 . Тогда, применяя неравенство Минковского, получаем

Jnk ≤
(∫ ∣∣∣∣∫ hm(x− y)d((µnk)K − µK)(y)

∣∣∣∣p dγ(x)

) 1
p

+

(∫
|unk(x)− u(x)|pdγ(x)

) 1
p

= J1k + J2k,

где K = G1 . Очевидно, что J2k → 0 (k → ∞) . Пусть p > 1 . Для J1k

справедлива формула

J1k = sup
‖s‖q≤1

∣∣∣∣∫ s(x)

∫
hm(x− y)d((µnk)K − µK)(y)dγ(x)

∣∣∣∣ , (3.16)

где q определяется из равенства 1/p + 1/q = 1 , а норма функции s вы-

числяется в пространстве Lq(γ) . Имеем

∫ (∫
|s(x)|hm(x− y)dγ(x)

)
d(µnk)K(y)

≤
∫ (∫

hpm(x− y)dγ(x)

) 1
p

d(µnk)K(y).

Из условия 7) теоремы следует, что функция
(∫

hpm(x− y)dγ(x)
) 1
p непре-

рывна по y и поэтому ограничена на компакте K . Поэтому∫ (∫
|s(x)|hm(x− y)dγ(x)

)
d(µnk)K(y) ≤M1µnk(K).

Аналогично∫ (∫
|s(x)|hm(x− y)dγ(x)

)
d(µ)K(y) ≤M1µ(K).

Теперь из теорем Тонелли (обратная теорема Фубини) [14] и Фубини [14]

следует, что в интеграле из (3.16) возможна перестановка порядка интегри-

рования. Поэтому

J1k = sup
‖s‖q≤1

∣∣∣∣∫ (∫ s(x)hm(x− y)dγ(x)

)
d((µnk)K − µK)(y)

∣∣∣∣ ,
При y ∈ K справедлива оценка∣∣∣∣∫ s(x)hm(x− y)dγ(x)

∣∣∣∣ ≤ (∫ |hm(x− y)|pdγ(x)

) 1
p

≤M1.
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Заметим, что последовательность µnk(K) ограничена. Тем самым до-

казано, что семейство функций

Fs(y) =

∫
s(x)hm(x− y)dγ(x), ‖s‖q ≤ 1,

равномерно ограничено. Неравенство Гёльдера дает

|Fs(y2)− Fs(y1)| ≤
(∫
|hm(x− y2)− hm(x− y1)|pdγ(x)

) 1
p

.

Теперь из пункта 7) теоремы следует, что семейство функций Fs(y) равно-

степенно непрерывно. По теореме Арцела (см. например [14]) семейство

Fs(y) компактно. Далее предложение 3.4 дает J1k → 0 (k →∞) .

Мы рассмотрели случай p > 1 . Пусть теперь p = 1 . Тогда

J1k =

∫ (∫
sk(x)hm(x− y)dγ(x)

)
d ((µnk)K − µK) (y),

где

sk(x) = sign
∫
hm(x− y)d ((µnk)K − µK) (y).

Последовательность

Fk(y) =

∫
sk(x)hm(x− y)dγ(x)

является компактной в C(K) . Так же как и ранее, получаем, что J1k → 0

(k → ∞) . Поэтому Jn → 0 (n → ∞) . Утверждение 7) и, следовательно,

вся теорема доказаны. 2

Как мы увидим ниже незначительным изменением рассуждений можно

доказать аналог теоремы 3.1 для δ -субгармонических функций.

Теорема 3.2. Пусть υn(x) – последовательность δ -субгармони-

ческих функций в области G ⊂ Rm, m > 2 , которая сходится как по-

следовательность обобщённых функций к обобщённой функции w , причём

последовательность риссовских мер µn функций υn слабо ограничена. То-

гда
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1) обобщённая функция w является регулярной обобщённой функцией,

которая представляется δ -субгармонической функцией w(x) в области

G ;

2) если µ – риссовская мера функции w , то µ = limµn (n→∞) ;

3) если β – финитная борелевская мера в G такая, что функция

b(y) =
∫
hm(x − y)dβ(x) непрерывна, а функция

∫
hm(x − y)d|β|(x) ло-

кально ограничена, то

lim
n→∞

∫
υn(x)dβ(x) =

∫
w(x)dβ(x);

4) пусть p ≥ 1 , если γ – положительная конечная финитная борелев-

ская мера в G такая, что функция F (y) =
(∫
|hm(x− y)|pdγ(x)

) 1
p явля-

ется равномерно непрерывной, то∫
|υn(x)− w(x)|pdγ(x)→ 0 (n→∞).

Доказательство. Так как последовательности µn, (µn)+, (µn)−, |µn|
являются компактными, то без ограничения общности при доказательстве

утверждения 1) их можно считать широко сходящимися. Пусть

µ = limµn, µ̄ = lim |µn| (n→∞).

Теперь для доказательства утверждения 1) повторяется процесс доказа-

тельства утверждения 1) теоремы 3.1 с единственным изменением: условие

µ(∂G1) = 0 нужно заменить на условие µ(∂G1) = 0 .

Доказательства остальных утверждений теоремы повторяют доказа-

тельства соответствующих утверждений теоремы 3.1.

Отметим, что в теореме 3.2 нет аналогов утверждений 3) – 5) теоремы

3.1. В теореме 3.1 эти утверждения доказываются с использованием таких

свойств субгармонических функций, которых нет у δ -субгармонических

функций. 2

Из теорем 3.1, 3.2 и примеров 3.1 – 3.3 получаются следующие след-

ствия.
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Следствие 3.1. Пусть последовательность υn δ - субгармонических

функций в области G ⊂ Rm, m > 2, сходится как последовательность

обобщённых функций к обобщённой функции w . Пусть последователь-

ность µn риссовских мер функций υn слабо ограничена. Тогда для любой

области G1 , компактно вложенной в G , и любого p ∈ [1, m
m−2) выполня-

ется равенство

lim
n→∞

∫
G1

|υn(x)− w(x)|pdx = 0.

В частном случае, когда υn – субгармонические функции, это след-

ствие совпадает с результатом Хёрмандера из [34].

Следствие 3.2. Пусть последовательность υn δ - субгармонических

функций в области G ⊂ Rm, m > 2, сходится как последовательность

обобщённых функций к обобщённой функции w . Пусть последователь-

ность µn риссовских мер функций υn слабо ограничена. Тогда если сфера

S(x0, r) = {x : ‖x − x0‖ = r} лежит в области G и p ∈ [1, m−1m−2) , то

выполняется равенство

lim
n→∞

∫
S(x0,r)

|υn(x)− w(x)|pds = 0.

Следствие 3.3. Пусть последовательность υn δ - субгармонических

функций в области G ⊂ Rm, m > 2, сходится как последовательность

обобщённых функций к обобщённой функции w . Пусть последователь-

ность µn риссовских мер функций υn слабо ограничена. Тогда если σ –

компакт, лежащий в (m − 1) -мерной плоскости и содержащийся в G , и

p ∈ [1, m−1m−2) , то выполняется равенство

lim
n→∞

∫
σ

|υn(x)− w(x)|pds = 0.

В следствиях 3.1 и 3.3 написанные интегралы – это поверхностные

интегралы первого рода.
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3.3. Теоремы о представлении δ -субгармонических функций

При изучении субгармонических и δ -субгармонических функций

в пространстве C используются неванлинновские характеристические

функции. Такие функции мы определим для специального класса δS(0) δ -

субгармонических функций. Этот класс состоит из δ -субгармонических

функций w (z) в пространстве C таких, что ноль входит в определяющее

множество функции w и выполняется равенство w (0) = 0 .

Неванлинновские функции приближения определяются равенствами.

m(r,∞,w) =
1

2π

2π∫
0

w+(reiϕ)dϕ,

m(r, 0,w) =
1

2π

2π∫
0

w−(reiϕ)dϕ.

Неванлинновские считающие функции определяются равенствами.

N(r,∞,w) =

r∫
0

µ−(t)

t
dt,

N(r, 0,w) =

r∫
0

µ+(t)

t
dt.

Функция T (r,w) = m(r,∞,w) + N(r,∞,w) называется неванлинновской

характеристикой δ -субгармонической функции w.

Формулу (1.7) для функции w можно переписать в виде

T (r,w) = m(r, 0,w) +N(r, 0,w) или T (r,w) = T (r,−w). (3.17)

Важно, что мы рассматриваем не произвольные δ -субгармонические

функции в плоскости, а функции из класса δS(0) .

Пусть w 1 и w 2 – δ -субгармонические функции из класса δS(0) и

µ1, µ2 – их риссовские меры. Тогда риссовской мерой функции w1 + w2

будет µ1 + µ2 . Имеем µ1 = (µ1)+ − (µ1)−, µ2 = (µ2)+ − (µ2)−, µ1 + µ2 =
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((µ1)++(µ2)+)−((µ1)−+(µ2)−) . Отсюда следуют неравенства (µ1+µ2)− ≤
(µ1)− + (µ2)−, N(r,∞,w1 + w2) ≤ N(r,∞,w1) + N(r,∞,w2) . Кроме того

выполняется неравенство m(r,∞,w1 + w2) ≤ m(r,∞,w1) + m(r,∞,w2) .

Мы получаем неравенство

T (r,w1 + w2) ≤ T (r,w1) + T (r,w2).

Предложение 3.6. Пусть w (z)– δ -субгармоническая функция в плос-

кости C из класса δS(0) . Пусть w (z) = υ1(z) − υ2(z) , где υ1(z) и υ2(z)

– субгармонические функции в пространстве C с взаимно сингулярными

риссовскими мерами, причём υ1(0) = υ2(0) = 0 . Тогда выполняется равен-

ство

T (r,w) =
1

2π

2π∫
0

max(υ1(re
iϕ), υ2(re

iϕ))dϕ.

Доказательство. Выполняется равенство

w+(z) = max(υ1(z), υ2(z))− υ2(z).

Из него следует равенство

m(r,∞,w) =
1

2π

2π∫
0

max(υ1(re
iϕ), υ2(re

iϕ))dϕ

− 1

2π

2π∫
0

υ2(re
iϕ)dϕ.

Из равенства (1.7) для функции υ2(z) следует, что последний интеграл

равен N(r,∞,w) . Тем самым предложение доказано. 2

Заметим, что из предложения 3.6 и равенства (1.7) следует, что T (r,w)

является возрастающей функцией.

Величина

ρ = lim
r→∞

lnT (r,w)

ln r

называется порядком функции T (r,w) , а также порядком δ -субгармони-

ческой функции из класса δS(0) .
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Если w – произвольная δ -субгармоническая функция в с риссовской

мерой µ , то образуем функции

w1(z) =

∫
B(0,1)

ln |z − ζ|dµ(ζ) + c, w2(z) = w(z)− w1(z),

где число c выбирается из условия w2(0) = 0 . Функция w2 принадлежит

классу δS(0) . Порядком функции w называется порядок функции w2 .

Условием ρ <∞ выделяется важный класс δ -субгармонических функ-

ций конечного порядка.

Нам будет нужна следующая простая лемма.

Лемма 3.1. Пусть

b(r, x) =
∑
|α|≤n

cα(r)xα,

где α = (α1, ..., αm) – мультииндекс порядка m . Пусть существует пото-

чечный предел lim
r→∞

b(r, x) . Тогда для любого мультииндекса α существует

предел

cα = lim
r→∞

cα(r)

и выполняется равенство

lim
r→∞

b(r, x) =
∑
|α|≤n

cαx
α.

Доказательство. Мы будем применять операторы взятия разности с

шагом 1: M f(t) = f(t + 1) − f(t) . Через M (α) =M (α1, ..., αm) мы будем

обозначать такой оператор, что по переменной xk он применяется αk раз,

k ∈ 1,m . Имеем

M (α)xα = α!.

Во множестве мультииндексов α введём лексикографическое упорядо-

чение: (α1, ..., αm) ≥ (β1, ..., βm) если (α1, ..., αm) = (β1, ..., βm) или, если

k наименьшее число такое, что αk 6= βk , то αk > βk . Если β < α , то

M (α)xβ = 0 .
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Пусть α(1) – наибольший мультииндекс такой, что cα(1)(r) 6= 0 . Тогда

справедливо равенство

α(1)!cα(1)(r) =M (α(1))b(x, r).

Из условия теоремы следует, что существует предел на бесконечности у

функции M (α(1))b(x, r) , а значит и у функции cα(1)(r) .

Дальше наше рассуждение нужно повторить для функции b(x, r) −
cα(1)(r)xα

(1)

. Через конечное число шагов мы получим утверждение лем-

мы. 2

Теорема 3.3. Пусть w (z) – δ -субгармоническая функция порядка ρ в

плоскости C из класса δS(0), p = [ρ] . Пусть µ – риссовская мера функции

w. Тогда справедливо представление

w(z) =

∫
Re

(
ln

(
1− z

ζ

)
+
z

ζ
+ ...+

1

p

zp

ζp

)
dµ(ζ) +

p∑
n=1

Re cnz
n, (3.18)

причём имеют место формулы

cn = lim
R→∞

Re

 1

πRn

2π∫
0

w(Reiϕ)e−inϕdϕ+
1

n

∫
B(0,R)

(
ζ
n

R2n
− 1

ζn

)
dµ(ζ)

 .

(3.19)

Замечание. Символ [ρ] обозначает целую часть ρ . Если у интеграла

не указана область интегрирования, то таковой является всё пространство.

Существование предела (3.19) не является тривиальным фактом. Его су-

ществование – одно из утверждений теоремы. Мы даём не только новое

доказательство известной теоремы о представлении, но и несколько уси-

ливаем её, давая формулы для коэффициентов cn .

Функция w (z) , будучи гармонической функцией в круге C(0, 1) , пред-

ставляется в этом круге рядом

w(z) = Re
∞∑
n=1

cnz
n.
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Равенство (3.19) даёт формулы для коэффициентов cn для n ∈ 1, p . Для

n > p справедлива формула, которая следует из формулы (3.19)

cn =
1

n

∫
dµ(ζ)

ζn
.

Теории субгармонических и δ -субгармонических функций в плоскости

и в пространствах Rm, m ≥ 3 различаются. Поэтому теоремы о представ-

лении для случаев m = 2 и m ≥ 3 доказываются различно. В работе

предлагается теорема для случае m = 2 , а для случае m ≥ 3 можно найти

в нашей работе [9], теоремы 11, 12.

В книге Азарина ([27], теорема 2.9.3.1) доказывается теорема о пред-

ставлении δ -субгармонических функций конечного порядка в простран-

стве Rm, m ≥ 2 . В книге Хеймана и Кеннеди ([25], теорема 4.2) доказыва-

ется аналогичная теорема для субгармонических функций. Предлагаемые

доказательства позволяют несколько усилить результаты из [27] и [25].

Доказательство. Перепишем формулу (1.5) для функции w(z) в виде

w(z) =
1

2π

2π∫
0

Re
Reiϕ + z

Reiϕ − z
υ(Reiϕ)dϕ+

∫
B(0,R)

Re ln

(
1− z

ζ

)
dµ(ζ)

+

∫
B(0,R)

ln
|ζ|
R
dµ(ζ)−

∫
B(0,R)

Re ln

(
1− zζ

R2

)
dµ(ζ).

(3.20)

Имеем

Re
Reiϕ + z

Reiϕ − z
= Re

1 + z
Reiϕ

1− z
Reiϕ

= 1 + 2Re
z

Reiϕ
1

1− z
Reiϕ

= 1 + 2Re
p∑

n=1

zn

Rneinϕ
+ 2Re

∞∑
n=p+1

zn

Rneinϕ
,

−Re ln

(
1− zζ

R2

)
= Re

p∑
n=1

1

n

znζ
n

R2n
+ Re

∞∑
n=p+1

1

n

znζ
n

R2n
.

Далее формулу (3.20) перепишем в виде

w(z) =

∫
Re

(
ln

(
1− z

ζ

)
+
z

ζ
+ ...+

1

p

zp

ζp

)
dµ(ζ) + b(R, z) + a(R, z),

(3.21)
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где

b(R, z) =
1

2π

2π∫
0

w(Reiϕ)dϕ+

∫
B(0,R)

ln
|ζ|
R
dµ(ζ)

+Re
p∑

n=1

zn

 1

πRn

2π∫
0

w(Reiϕ)e−inϕdϕ+
1

n

∫
B(0,R)

(
ζ
n

R2n
− 1

ζn

)
dµ(ζ)

 ,

a(R, z) = −
∫

CB(0,R)

Re

(
ln

(
1− z

ζ

)
+
z

ζ
+ ...+

1

p

zp

ζp

)
dµ(ζ)

+
1

π

2π∫
0

Re
∞∑

n=p+1

zn

Rneinϕ
w(Reiϕ)dϕ+ Re

∫
B(0,R)

∞∑
n=p+1

znζ
n

nR2n
dµ(ζ).

В написанной формуле символ CB(0, R) обозначает дополнение к кругу

B(0, R) .

Так как функция w (z) имеет порядок ρ , то для любого ε , существует

постоянная Mε такая, что выполняются неравенства

|µ|(B(0, R)) < MεR
ρ+ε, R > 0,∫

|w(Reiϕ)|dϕ < MεR
ρ+ε, R > 1.

Из этих неравенств легко следует, что для любого z выполняется ра-

венство

lim
R→∞

a(R, z) = 0.

Теперь из равенства (3.21) следует, что для любого z существует предел

lim
R→∞

b(R, z).

Если z = x + iy , то функция b(R, z) как функция переменных x и

y является многочленом степени p . Теперь из леммы 3.1 следует, что при

n ∈ 1, p функции

cn(R) = Re

 1

πRn

2π∫
0

w(Reiϕ)e−inϕdϕ+
1

n

∫
B(0,R)

(
ζ
n

R2n
− 1

ζn

)
dµ(ζ)
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имеют предел при R→∞ .

Заметим, что из формулы (1.7) для функции w (z) следует, что

1

2π

2π∫
0

w(Reiϕ)dϕ+

∫
B(0,R)

ln
|ζ|
R
dµ(ζ) = 0.

Переходя в равенстве (3.21) к пределу при R → ∞ , получим утвер-

ждения теоремы. Теорема доказана. 2

В теореме 3.3 предполагается, что функция w (z) принадлежит классу

δS(0) . Сформулируем теорему для общего случая.

Теорема 3.4. Пусть w (z) – δ -субгармоническая функция порядка ρ в

плоскости C , µ – её риссовская мера, p = [ρ] . Тогда справедливо пред-

ставление

w(z) =

∫
B(0,1)

ln |z − ζ|dµ(ζ)

+

∫
CB(0,1)

Re

(
ln

(
1− z

ζ

)
+
z

ζ
+ ...+

1

p

zp

ζp

)
dµ(ζ) +

p∑
n=0

Recnz
n.

Доказательство. Обозначим

w1(z) = w(z)−
∫

B(0,1)

ln |z − ζ|dµ(ζ)− c,

причём постоянную c выбираем из условия w1(0) = 0 . Функция w1 ∈
δS(0) . Теперь утверждение теоремы следует из теоремы 3.3. 2

Замечание. В общем случае существуют аналоги соотношений (3.19)

при n ∈ 1, p

cn = lim
R→∞

Re

 1

πRn

2π∫
0

w(Reiϕ)e−inϕdϕ+
1

n

∫
B(0,R)\B(0,1)

(
ζ
n

R2n
− 1

ζn

)
dµ(ζ)

 .
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3.4. Предельные множества Азарина для δ -субгармонических

функций

В этом подразделе считается, что уточнённый порядок ρ(r) удовлетво-

ряет дополнительному условию ρ = ρ(∞) > 0 . В дальнейшем это условие

дополнительно не оговаривается.

Говорят, что последовательность δ -субгармонических функций w n(z)

сходится к δ -субгармонической функции w (z) в пространстве Φ′(G), G ⊂
C , если для любой функции ϕ ∈ Φ(G) выполняется равенство

lim
n→∞

∫
wn(z)ϕ(z)dm2(z) =

∫
w(z)ϕ(z)dm2(z),

где m2 – плоская мера Лебега.

Нам понадобятся следующие вспомогательные утверждения.

Лемма 3.2. Пусть R – произвольное число строго положительное

число и пусть комплексные числа z = reiϕ и ζ удовлетворяют неравен-

ствам |z| < R, |ζ| < R . Тогда выполняется равенство

J :=
1

2π

2π∫
0

ln

∣∣∣∣R(reiϕ − ζ)

R2 − reiϕζ

∣∣∣∣ dϕ = − (lnR−max(ln r, ln |ζ|)) .

Доказательство. Мы будем исходить из равенства

1

2π

2π∫
0

ln
∣∣ζ − reiϕ∣∣ dϕ = max(ln r, ln |ζ|).

Далее имеем

J = lnR +
1

2π

2π∫
0

ln
∣∣ζ − reiϕ∣∣ dϕ− 1

2π

2π∫
0

ln
∣∣R2 − reiϕζ

∣∣ dϕ
= lnR + max(ln r, ln |ζ|)− 2 lnR.

Лемма доказана. 2
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Лемма 3.3. Справедливо неравенство

1

2π

2π∫
0

∣∣∣∣ln ∣∣∣∣1− reiϕ

ζ

∣∣∣∣∣∣∣∣ dϕ ≤ 2 ln

(
1 +

r

|ζ|

)
.

Доказательство. Обозначим написанный интеграл через J . Выпол-

няется равенство

J =
1

π

2π∫
0

ln+

∣∣∣∣1− reiϕ

ζ

∣∣∣∣ dϕ− 1

2π

2π∫
0

ln

∣∣∣∣1− reiϕ

ζ

∣∣∣∣ dϕ.
Далее имеем

1

2π

2π∫
0

ln

∣∣∣∣1− reiϕ

ζ

∣∣∣∣ dϕ = ln+ r

|ζ|
≥ 0.

Поэтому

J ≤ 1

π

2π∫
0

ln+

∣∣∣∣1− reiϕ

ζ

∣∣∣∣ dϕ ≤ 1

π

2π∫
0

ln

(
1 +

r

|ζ|

)
dϕ = 2 ln

(
1 +

r

|ζ|

)
.

Лемма доказана. 2

Предложение 3.7. Пусть R > 0 – некоторое число, а z и ζ ком-

плексные числа из круга C(0, R) . Пусть µn – последовательность радо-

новых мер в области G ⊂ C , содержащей круг B(0, R) , которая широко

сходится к мере µ . Тогда последовательность

un(z) =

∫
B(0,R)

ln

∣∣∣∣R(reiϕ − ζ)

R2 − reiϕζ

∣∣∣∣ dµn(ζ)

δ -субгармонических функций в круге C(0, R) широко сходится к функции

u(z) =

∫
B(0,R)

ln

∣∣∣∣R(reiϕ − ζ)

R2 − reiϕζ

∣∣∣∣ dµ(ζ).

в пространстве Φ′(C(0, R))

Доказательство. Пусть ϕ – произвольная функция из пространства
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Φ(C(0, R)) . Имеем

(un, ϕ) =

∫
B(0,R)

 ∫
B(0,R)

ϕ(z) ln

∣∣∣∣R(reiϕ − ζ)

R2 − reiϕζ

∣∣∣∣ dxdy
 dµn(ζ).

Обозначим

ψ(ζ) =

∫
B(0,R)

ϕ(z) ln

∣∣∣∣R(reiϕ − ζ)

R2 − reiϕζ

∣∣∣∣ dxdy.
В теории потенциала хорошо известно, что потенциал непрерывной

финитной функции является непрерывной функцией в C (см. например

[17], теорема 1.7). Из этого легко получить, что ψ – непрерывная функция

в C . Очевидно, что ψ(ζ) = 0 , если |ζ| = R . В дальнейшем будем считать,

что ψ(ζ) = 0 при |ζ| ≥ R .

Пусть ε – произвольное строго положительное число. Существует δ >

0 такое, что выполняется неравенство |ψ(ζ)| < ε , если |ζ| ∈ [R− 2δ, R] .

Пусть 1 = ψ1(ζ) + ψ2(ζ) такое непрерывное разбиение единицы в C ,

что выполняются соотношения supp ψ1 ⊂ B(0, R− δ), supp ψ2 ∩B(0, R−
2δ) = ∅ .

Далее находим

(un − u, ϕ) =

∫
B(0,R)

ψ(ζ)ψ1(ζ)d(µn − µ)(ζ)

+

∫
B(0,R)

ψ(ζ)ψ2(ζ)d(µn − µ)(ζ) = J1,2 + J2,n.

Поскольку функция ψ(ζ)ψ1(ζ) принадлежит пространству Φ(C(0, R)) ,

то lim
n→∞

J1,n = 0 . Поскольку supp ψ(ζ)ψ2(ζ) принадлежит кольцу R −
2δ ≤ |ζ| ≤ R , то выполняется неравенство |J2,n| ≤ ε(|µn|(B(0, R)) +

|µ|(B(0, R))) .

Поскольку последовательность µn радоновых мер в области G яв-

ляется широко сходящейся, то из теоремы 1.6 следует, что это силь-

но ограниченная последовательность в G . Поэтому последователь-
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ность |µn|(B(0, R)) является ограниченной. Из сказанного следует, что

lim
n→∞

(un, ϕ) = (u, ϕ) . Предложение доказано. 2

Предложение 3.8. Пусть F – семейство δ -субгармонических функ-

ций в плоскости из класса δS(0) . Если для любого r > 0 множество

{T (r,w) : w ∈ F} ограничено, то семейство F компактно в простран-

стве Φ′(C) , а множество риссовских мер {µw : w ∈ F} сильно ограниче-

но в пространстве M(C) .

Доказательство. Пусть w ∈ F , а µ = µw – риссовская мера функции

w. Имеем

µ+(B(0, r)) ≤
er∫
r

µ+(B(0, t)

t
dt ≤

er∫
0

µ+(B(0, t))

t
dt ≤ T (er,w).

Мы доказали, что множество {(µw)+(B(0, r)) : w ∈ F} является огра-

ниченным. Из равенства (3.17) следует, что аналогично доказывается огра-

ниченность множества {(µw)−(B(0, r)) : w ∈ F} . Таким образом мы до-

казали, что множество {(µw) : w ∈ F} является сильно ограниченным

множеством в пространстве M(C) . По теореме 1.6 это компактное мно-

жество в этом пространстве.

Пусть wn – произвольная последовательности функций из F . Пере-

ходя, если нужно к подпоследовательности, можно считать, что последо-

вательность µn риссовских мер этих функций широко сходится к мере

µ ∈M(C) .

Пусть R – произвольное строго положительное число. В круге

C(0, R + 2) справедливо представление

wn(z) =

∫
B(0,R+2)

ln

∣∣∣∣(R + 2)(ζ − z)

(R + 2)2 − zη

∣∣∣∣ dµn(ζ) + hn(z), (3.22)

где

hn(z) =
1

2π

2π∫
0

(R + 2)2 − r2

(r + 2)2 − 2(R + 2)r cos(θ − ϕ) + r2
wn((R + 2)eiϕ)dϕ.
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В круге B(0, R + 1) выполняется неравенство

|hn(z)| ≤ 1

2π
(2R + 3)

2π∫
0

|wn((R + 2)eiϕ)|dϕ ≤ 2(2R + 3)T (R + 2,wn).

Последовательность гармонических функций hn(z) равномерно ограниче-

на в круге B(0, R+1) . Поэтому у неё есть подпоследовательность hnk(z) ,

которая сходится равномерно в круге B(0, R) . Из равенства (3.22) с n = nk

и предложения 3.7 следует, что последовательность wnk(z) сходится в про-

странстве Φ′(C(0, R)) .

Мы доказали следующее утверждение, назовём его утверждением A .

Пусть wn – произвольная последовательность функций из F , R –

произвольное строго положительное число. Тогда у последовательности

wn есть подпоследовательность wnk , которая сходится в пространстве

Φ′(C(0, R)) .

Пусть теперь wn – произвольная последовательность функций из

F , а Rk → ∞ (k → ∞) – строго возрастающая последовательность.

Из утверждения A следует, что у последовательности wn есть подпо-

следовательность w
n
(1)
k

, которая сходится в пространстве Φ′(C(0, R1)) .

Применяя ещё раз утверждение A получим, что у последовательности

w
n
(1)
k

есть подпоследовательность w
n
(2)
k

, которая сходится в пространстве

Φ′(C(0, R2)) . Продолжая этот процесс, получим что у последовательности

w
n
(s−1)
k

есть подпоследовательность w
n
(s)
k

, которая сходится в простран-

стве Φ′(C(0, Rs)) . Диагональная последовательность w
n
(s)
s

есть подпосле-

довательность последовательности wn , которая сходится в пространстве

Φ′(C) . Предложение доказано. 2

Лемма 3.4. Пусть w(z) – δ -субгармоническая функция в C . Тогда

существует δ -субгармоническая функция w1(z) в C такая, что выполня-

ются условия: w1(z) = w(z) при |z| > 3, w1(z) = 0 при z ∈ C(0, 1) .

Доказательство. Существуют субгармонические функции υ1(z) и
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υ2(z) такие, что вне полярного множества выполняется равенство w(z) =

υ1(z) − υ2(z) . Пусть υ3(z) – функция, которая совпадает с υ1(z) при

|z| ≥ 3 , а в круге C(0, 3) совпадает с гармоническим продолжением функ-

ции υ1(z) окружности S(0, 3) в круг C(0, 3) . Известно, что υ3(z) – суб-

гармоническая функция в C . Аналогично, по субгармонической функции

υ2(z) строим субгармоническую функцию υ4(z) . Далее в круге C(0, 2)

функцию υ3(z) изменяем следующим образом. В кольце 1 ≤ |z| < 2

функцию υ3(z) заменяем на решение задачи Дирихле: 4υ = 0, υ(2eiϕ) =

υ3(2e
iϕ), υ(eiϕ) = 0 . В кругеB(0, 1) функцию υ3(z) заменяем на ноль. Так

изменённую функцию υ3(z) обозначим υ5(z) . Если аналогичную проце-

дуру проделать с функцией υ4(z) , то получим функцию υ6(z) . Функции

υ5(z) и υ6(z) это δ -субгармонические функции в C . В качестве w1(z)

можно взять функцию w1(z) = υ5(z)− υ6(z) . Лемма доказана. 2

Пусть w (z) – δ -субгармоническая функция в C , ρ(r) – уточнённый

порядок. Обозначим через w t (t > 0) следующую функцию

wt(z) =
w(tz)

V (t)
.

Множество {w t : t > 0} называется траекторией функции w.

Множество {w t : t ≥ 1} называется положительной полутраекторией

функции w.

Множество δ -субгармонических функций вида u(z) = lim
n→∞

(w)tn(z) ,

где tn → ∞ (n → ∞) , предел берётся в пространстве Φ′(C) , называется

предельным множеством функции w относительно уточнённого порядка

ρ(r) и обозначается Fr[w, ρ(r)] или короче Fr[w] .

Лемма 3.5. Пусть w(z) – δ -субгармоническая функция в C , которая

обращается в ноль при |z| > r0 ∈ (0,∞) . Пусть функция w t построена с

помощью уточнённого порядка ρ(r) . Тогда для любой функции ϕ ∈ Φ(C)

выполняется равенство

lim
t→∞

(wt, ϕ) = 0.
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Доказательство. Пусть ϕ ∈ Φ(C) . Имеем

(wt, ϕ) =
1

V (t)

∫
w(tz)ϕ(z)dm2(z).

Сделав в интеграле замену ζ = tz , мы получим

(wt, ϕ) =
1

t2V (t)

∫
w(ζ)ϕ

(
ζ

t

)
dm2(ζ),

|(wt, ϕ)| ≤ 1

t2V (t)
‖ϕ‖

∫
|w(ζ)|dm2(ζ).

Из этого следует утверждение леммы. Лемма доказана. 2

Лемма 3.6. Пусть w(z) – δ -субгармоническая функция в C , которая

является функцией не выше чем нормального типа относительно уточ-

нённого порядка ρ(r) и которая обращается в ноль в некоторой окрест-

ности нуля. Тогда для любого r > 0 множество {T (r, (w)t) : t ∈ (0,∞)}
является ограниченным.

Доказательство. Из условий леммы следует, что существует посто-

янная M такая, что для всех r > 0 будет выполняться неравенство

T (r,w) ≤ MV (r) . Далее, применяя неравенство (1.4), получим T (r,wt) =

1
V (t)T (rt,w) ≤M V (rt)

V (t) ≤Mγ(r)rρ . Лемма доказана. 2

Нам будет нужно следующее утверждение.

Предложение 3.9. (см. [11], Теорема 16). Пусть wn(z) – последова-

тельность δ -субгармонических функций в G ⊂ C , которая как последо-

вательность обобщённых функций сходится к обобщённой функции w(z) ,

причём последовательность µn мер Рисса функций wn(z) слабо ограни-

чена. Пусть p ≥ 1 – произвольное число, а круг B(z0, r) входит в G .

Тогда

lim
n→∞

∫
B(z0,r)

|wn(z)− w(z)|pdm2(z) = 0.

Лемма 3.7. Пусть wn(z), w(z) – δ -субгармонические функции и

последовательность wn(z) сходится к функции w(z) в пространстве
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Φ′(C) . Пусть последовательность µn риссовских мер функций wn ком-

пактна в пространстве M(C) . Пусть tn – такая последовательность,

что lim
n→∞

tn = t > 0 . Тогда последовательность (wn)t(z) функций сходит-

ся к функции (w)t(z) в пространстве Φ′(C) .

Доказательство. Пусть ϕ – произвольная функция из пространства

Φ(C) . Имеем

((wn)tn(z), ϕ) =
1

V (tn)

∫
wn(tnz)ϕ(z)dm2(z)

=
1

t2nV (tn)

∫
wn(ζ)ϕ

(
ζ

tn

)
dm2(ζ)

=
1

t2nV (tn)

∫
wn(ζ)ϕ

(
ζ

t

)
dm2(ζ)

+
1

t2nV (tn)

∫
wn(ζ)

(
ϕ

(
ζ

tn

)
− ϕ

(
ζ

t

))
dm2(ζ)

= J1,n + J2,n.

Легко видеть, что lim
n→∞

J1,n = (wt, ϕ) .

Пусть n0 – такое число, что при n ≥ n0 выполняется неравенство

|tn − t| ≤ 1
2t . Пусть R – такое число, что выполняется соотношение

supp ϕ ⊂ B(0, R) . Тогда при n ≥ n0 будет выполняется соотношение

supp
(
ϕ
(
ζ
tn

)
− ϕ

(
ζ
t

))
⊂ B

(
0, 32tR

)
. Поэтому при n ≥ n0 будет выпол-

няться неравенство

|J2,n| ≤
1

t2nV (tn)
sup

{∣∣∣∣ϕ( ζtn
)
− ϕ

(
ζ

t

)∣∣∣∣ : ζ ∈ C
} ∫
B(0, 32 tR)

|wn(ζ)|dm2(ζ).

(3.23)

По предложению 3.9 последовательность w n(ζ) сходится к

w (ζ) в пространстве L1(B(0, 3
2tR)) . Поэтому последовательность∫

B(0, 32 tR)

|wn(ζ)|dm2(ζ) ограничена. Из этого и равенства (3.23) следует, что

lim
n→∞

J2,n = 0 . 2

Из этой леммы следует следующее утверждение
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Лемма 3.8. Пусть w(z) – δ -субгармоническая функция в C , ρ(r) –

произвольный уточнённый порядок. Тогда кривая (w)t(z), t ∈ (0,∞) явля-

ется непрерывной кривой в пространстве Φ′(C) .

Предложение 3.10. Пусть w(z) – δ -субгармоническая функция в

C не выше чем нормального типа относительно уточнённого порядка

ρ(r), µ – её риссовская мера. Тогда выполняются следующие условия.

1. Положительная полутраектория (w)t, t ∈ [1,∞) является ком-

пактным множеством в пространстве Φ′(C) .

2. Семейство мер µt, t ∈ [1,∞) сильно ограничено в пространстве

M(C) .

Доказательство. Пусть w 1(z) такая δ -субгармоническая функция в

C , что выполняется условия: w1(z) = w(z) при |z| > 3, w1(z) = 0 при

|z| < 1 . Существование такой функции следует из леммы 3.4. Обозначим

w2(z) = w(z)−w1(z) . Пусть µ1 и µ2 – риссовские меры функций w1 и w2 .

Выполняется равенство µ = µ1+µ2 . По лемме 3.6 множество {T (r, (w1)t) :

t ∈ (0,∞)} ограничено при любом r > 0 . Имеем, учитывая определение

T (r,w)

|µ|t(B(0, r)) ≤ |µ1|t(B(0, r)) + |µ2|t(B(0, r))

≤
er∫
r

|µ1|tdt
t

+ |µ2|(B(0, r))

≤ 2T (er, (w1)t) +
|µ2|(B(0, rt))

V (t)
≤ 2T (er, (w1)t) +

|µ2|(C)

V (t)
.

Из этого неравенства следует утверждение 2 теоремы.

Из леммы 3.6 и предложения 3.8 следует, что семейство функций

(w1)t, t ∈ (0,∞) компактно в пространстве Φ′(C) . Пусть tn ≥ 1 – про-

извольная последовательность. Переходя, если нужно к подпоследователь-

ности, можно считать, что выполняется одно из двух условий:

1) lim
n→∞

tn = t ≥ 1 ;
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2) lim
n→∞

tn =∞ .

Пусть lim
n→∞

tn = t . По лемме 3.8 lim
n→∞

wtn = wt .

Пусть теперь lim
n→∞

tn =∞ . По предложению 3.8 существует подпосле-

довательность t
(1)
n последовательности tn такая, что последовательность

(w1)t(1)n будет сходящейся в пространстве Φ′(C) . По лемме 3.5 последова-

тельность (w2)t(1)n сходится к нулю в пространстве Φ′(C) . Поэтому после-

довательность (w)
t
(1)
n

= (w1)t(1)n + (w2)t(1)n является сходящейся в простран-

стве Φ′(C) . Теорема доказана. 2

В теории субгармонических и δ -субгармонических функций важную

роль играет ядро

Kp(z, ζ) = Re

(
ln

(
1− z

ζ

)
+
z

ζ
+ · · ·+ 1

p

zp

ζp

)
,

где p ∈ N . Для всех z, ζ ∈ C справедливо неравенство ([18], лемма 2)

|Kp(z, ζ)| ≤M(p)
|z|p

|ζ|p
min

{
1,
|z|
|ζ|

}
, (3.24)

где M(p) зависит только от p .

Пусть ρ ≥ 1 – целое число. Рассмотрим δ -субгармоническую функ-

цию в C порядка ρ вида

w(z) =

∫
Kρ(z, ζ)dµ(ζ) +

ρ∑
k=1

Re ckz
k,

где мера µ такова, что функции ln |ζ|, 1
ζk
, k = 1, ρ принадлежат простран-

ству L1(B(0, 1), µ) . Функция δ(r) = 1
ρ

∫
B(0,r)

dµ(ζ)
ζρ + cρ называется функцией

равновесия Линделёфа функции w(z) .

Предложение 3.11. Пусть ρ(r) – уточнённый порядок такой, что

ρ = ρ(∞) ∈ N . Пусть w(z) – δ -субгармоническая функция порядка ρ ,

риссовская мера µ которой является мерой не выше чем нормального ти-

па относительно уточнённого порядка ρ(r) и кроме того удовлетворяет

условию: функции ln |ζ|, 1
ζk
, k = 1, ρ принадлежат классу L1(B(0, 1), µ) .
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Для того, чтобы функция w(z) была функцией не выше чем нормального

типа относительно уточнённого порядка ρ(r) , необходимо и достаточно,

чтобы выполнялось неравенство

lim
r→∞

rρ|δ(r)|
V (r)

<∞. (3.25)

Доказательство. Достаточность. При r = |z| имеем

w(z) =

∫
Kρ(z, ζ)dµ(ζ) +

ρ∑
k=1

Re ckz
k

=

∫
B(0,r)

Kρ−1(z, ζ)dµ(ζ) +

∫
CB(0,r)

Kρ(z, ζ)dµ(ζ)

+Re zρδ(r)+

ρ−1∑
k=1

Re ckz
k−1 = J1(z) + J2(z) + J3(z) + J4(z).

(3.26)

Справедливо неравенство

1

2π

2π∫
0

|J1(reiϕ)|dϕ ≤ 1

2π

∫
B(0,r)

2π∫
0

∣∣∣∣ln ∣∣∣∣1− reiϕ

ζ

∣∣∣∣∣∣∣∣ dϕd|µ|(ζ)

+

ρ−1∑
k=1

rk

k

∫
B(0,r)

d|µ|(ζ)

|ζ|k
= J5(r) + J6(r).

(3.27)

Из леммы 3.1 следует, что

J5(r) =
1

2π

∫
B(0,r)

2π∫
0

∣∣∣∣ln ∣∣∣∣1− reiϕ

ζ

∣∣∣∣∣∣∣∣ dϕd|µ|(ζ) ≤ 2

∫
B(0,r)

ln

(
1 +

r

|ζ|

)
d|µ|(ζ)

=

r∫
0

ln
(

1 +
r

t

)
d|µ|(B(0, t)) ≤ 2 ln 2|µ|(B(0, r)) + 2

r∫
0

r|µ|(B(0, t))

t(t+ r)
dt

≤ 2 ln 2|µ|(B(0, r)) + 2

1∫
0

|µ|(B(0, t))

t
dt+ 2

r∫
1

|µ|(B(0, t))

t
dt.

(3.28)

Из соотношения ln |ζ| ∈ L1(B(0, 1), µ) , после интегрирования по ча-

стям, следует конечность величины 2
1∫
0

|µ|(B(0,t))
t dt . Так как мера µ явля-
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ется мерой не выше чем нормального типа относительно уточнённого по-

рядка ρ(r) , то существует постоянная M1 такая, что будет выполняться

неравенство

|µ|(B(0, t)) ≤M1V (t), t ≥ 1. (3.29)

Поэтому

r∫
1

|µ|(B(0, t))

t
dt ≤M1

r∫
0

V (t)

t
dt ≤M1

1∫
0

V (τr)

τ
dτ

≤M1V (r)

1∫
0

τ ρ−1γ(τ)dτ ≤M1V (r)

1∫
0

γ(τ)dτ.

Теперь из неравенства (3.28) следует, что существует постоянная M2

такая, что для всех r ≥ 1 будет выполняется неравенство J5(r) ≤M2V (r) .

Имеем ∫
B(0,r)

d|µ|(ζ)

|ζ|k
=

∫
B(0,1)

d|µ|(ζ)

|ζ|k
+

∫
B(0,r)\B(0,1)

d|µ|(ζ)

|ζ|k
.

Из соотношения 1
|ζ|k ∈ L1(B(0, 1), µ) следует конечность величины∫

B(0,1)

d|µ|(ζ)

|ζ|k
, k ∈ 1, ρ− 1.

Далее замечаем, что∫
B(0,r)\B(0,1)

d|µ|(ζ)

|ζ|k
=

r∫
1

d|µ|(B(0, t)))

tk
≤ |µ|(B(0, r))

rk
+

1

k

r∫
1

|µ|(B(0, t))

tk+1
dt

≤M1
V (r)

rk
+
M1

k

r∫
1

V (t)

tk+1
dt ≤M1

V (r)

rk
+
M1

k

1

rk

1∫
0

V (τr)

τ k+1
dτ

= M1
V (r)

rk
+
M1

k

V (r)

rk

1∫
0

τ ρ−k−1γ(τ)dτ.

По ходу рассуждений мы использовали неравенства (3.29) и (1.4). Те-

перь из неравенства (3.27) следует, что существует постоянная M3 такая,
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что для всех r ≥ 1 будет выполняться неравенство

1

2π

2π∫
0

|J1(reiϕ)|dϕ ≤M3V (r). (3.30)

Используя лемму 3.2, неравенство (3.24), получим

1

2π

2π∫
0

|J2(reiϕ)|dϕ ≤ 1

2π

∫
R((r,2r])

2π∫
0

|Kρ(re
iϕ, ζ)|dϕd|µ|(ζ)

+
1

2π

∫
CB(0,2r)

2π∫
0

|Kρ(re
iϕ, ζ)|dϕd|µ|(ζ) ≤

(
2 ln 2 +

1

2π

ρ∑
k=1

1

k

)
|µ|(R((r, 2r]))

+M(ρ)

∫
CB(0,2r)

rρ+1

|ζ|ρ+1
d|µ|(ζ) ≤

(
2 ln 2 +

1

2π

ρ∑
k=1

1

k

)
|µ|(R((r, 2r]))

+M(ρ)rρ+1

∞∫
2r

d|µ|(B(0, t))

tρ+1
.

Теперь из того, что мера µ является мерой не выше чем нормально-

го типа относительно уточнённого порядка ρ(r) , следует, что существует

постоянная M4 такая, что для всех r ≥ 1 будет выполняться неравенство

1

2π

2π∫
0

|J2(reiϕ)|dϕ ≤M4V (r). (3.31)

Из равенства (3.26), неравенств (3.30), (3.31), (3.25) следует, что су-

ществует постоянная M5 такая, что для всех r ≥ 1 будет выполняться

неравенство

1

2π

2π∫
0

|w(reiϕ)|dϕ ≤M5V (r).
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Далее находим

m(r,∞,w) =
1

2π

2π∫
0

w+(reiϕ)dϕ ≤M5V (r),

N(r,∞,w) =

r∫
0

µ0(B(0, t))

t
dt ≤

r∫
0

|µ|(B(0, t))

t
dt.

Далее применяя рассуждения, приведённые после формулы (3.28) по-

лучим, что существует постоянная M6 такая, что для всех r ≥ 1 будет вы-

полняться неравенство N(r,∞,w) ≤ M6V (r) . Таким образом T (r,w) ≤
(M5 + M6)V (r), r ≥ 1 . Это означает, что w – функция не выше чем

нормального типа относительно уточнённого порядка ρ(r) . Достаточность

доказана.

Необходимость. Имеем δ(r) = eiϕ(r)|δ(r)| . Пусть z = reiθ . Тогда ра-

венство (3.26) можно переписать в виде

cos(ρθ + ϕ(r))rρ|δ(r)| = w− J1(z)− J2(z)− J4(z) = w3(z). (3.32)

По условию теоремы функция w является функцией не выше чем нор-

мального типа относительно уточнённого порядка ρ(r) . Поэтому суще-

ствует постоянная M7 такая, что для всех r ≥ 1 будет выполняться нера-

венство T (r,w) ≤M7V (r) .

Далее имеем

1

2π

2π∫
0

|w(reiϕ)|dϕ ≤ 2T (r,w) ≤ 2M7V (r).

Отсюда, а также из неравенств (3.30) и (3.31) следует, что существует по-

стоянная M8 такая, что для всех r ≥ 1 будет выполняться неравенство

1

2π

2π∫
0

|w3(re
iϕ)|dϕ ≤M8V (r). (3.33)

Из неравенства (3.33) следует, что существует постоянная M9 такая, что

на любой окружности |z| = r ≥ 1 найдётся точка reiθ(r) такая, что будут
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выполняться неравенства:

|w3(re
iθ(r))| ≤M9V (r), cos(ρθ(r) + ϕ(r)) ≥ 1

2
.

Если в равенстве (3.32) взять θ = θ(r) , то получим неравенство rρ|δ(r)| ≤
2M9V (r) , из которого следует неравенство (3.25). Теорема доказана. 2

Обозначим через L(α), α > 0 линейное нормированное пространство,

состоящее из локально интегрируемых в C функций g(z) , для которых

конечна величина

‖g‖α =
1

2π

∫
|g(z)|

1 + |z|α
dxdy,

называемая нормой функции g(z) .

Предложение 3.12. Пусть w(z) – δ -субгармоническая функция в C
не выше чем нормального типа относительно уточнённого порядка ρ(r) .

Тогда при α > ρ+2 кривая (w)t является непрерывной кривой в простран-

стве L(α) , а множество функций (w)t(z), t ≥ 1 является компактным

множеством в этом пространстве.

Доказательство. Пусть w1(z) – δ -субгармоническая в C функция та-

кая, что выполняются условия: w1(z) = w(z) при |z| > 3, w1(z) = 0 при

|z| < 1 . Существование такой функции утверждается в лемме 3.4. Обозна-

чим w2(z) = w(z) − w1(z) . Пусть µ, µ1, µ2 – риссовские меры функций

w, w1, w2 . Выполняется равенство µ = µ1 +µ2 . Имеем для любого R > 0

(|µ2|)t(B(0, R)) =
|µ2|(B(0, tR))

V (t)
≤ |µ2|(C)

V (t)
.

Поэтому для любого t0 > 0 множество мер (µ2)t, t ≥ t0 сильно огра-

ничено в пространстве M(C) .

По лемме 3.8 кривая (w2)t, t ∈ (0,∞) непрерывна в пространстве

Φ′(C) . Кроме того, для любого t0 > 0 множество (µ2)t, t ≥ t0 мер сильно

ограничено в пространстве M(C) . Применяя предложение 3.9, получим,

что для любого R > 0 кривая (w2)t(z), t ∈ (0,∞) является непрерывной
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кривой в пространстве L1(B(0, R)) . Так как функция w2(z) обращается в

ноль при |z| > 3 , то ∫
CB(0,R)

|(w2)t(z)|
1 + |z|α

dxdy = 0

при R > 3
t . Из вышесказанного следует непрерывность кривой

(w2)t(z), t ∈ (0,∞) в пространстве L(α) .

Рассмотрим теперь кривую (w1)t(z), t ∈ (0,∞) . По лемме 3.8 эта

кривая непрерывна в пространстве Φ′(C) . Из леммы 3.6 следует, что для

любого r > 0 множество {T (r, (w1)t) : t ∈ (0,∞)} является ограничен-

ным. Из предложения 3.8 следует, что множество мер (µ1)t(z), t ∈ (0,∞)

является сильно ограниченным множеством в пространстве M(C) . Да-

лее применяя предложение 3.9 получим, что для любого R > 0 кривая

(w1)t(z), t ∈ (0,∞) непрерывна в пространстве L1(B(0, R)) . Назовём это

утверждением B .

Функция w1(z) является функцией не выше чем нормального типа от-

носительно уточнённого порядка ρ(r) . Кроме того, w1(z) = 0 при |z| < 1 .

Поэтому существует постоянная M1 такая, что выполняется неравенство

T (r,w1) ≤M1V (r), r > 0.

Далее находим

1

2π

∫
CB(0,R)

|(w1)t(z)|
1 + |z|α

dxdy =
1

V (t)

∞∫
R

 1

2π

2π∫
0

|w1(tre
iϕ)|dϕ

 rdr

1 + rα

=
2

V (t)

∞∫
R

rT (tr,w1)

1 + rα
dr ≤ 2M1

V (t)

∞∫
R

rV (tr)

1 + rα
dr.

Применяя неравенство (1.4), получим

1

2π

∫
CB(0,R)

|(w1)t(z)|
1 + |z|α

dxdy ≤ 2M1

∞∫
R

rρ+1γ(r)

1 + rα
dr. (3.34)

Из утверждения B и неравенства (3.34) следует, что если α > ρ+2 , то

кривая (w1)t(z), t ∈ (0,∞) является непрерывной кривой в пространстве
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L(α) . Тогда кривая (w)t(z) = (w1)t(z)+(w2)t(z) также будет непрерывной

кривой в этом пространстве.

Осталось доказать, что множество функций (w)t(z), t ≥ 1 компактно в

пространстве L(α) при α > ρ+ 2 . Пусть tn ≥ 1 – произвольная последо-

вательность. У последовательности tn есть такая подпоследовательность

t
(1)
n , что выполняется одно из двух условий:

1) lim
n→∞

t
(1)
n = τ ≥ 1 ;

2) lim
n→∞

t
(1)
n =∞.

Пусть lim
n→∞

t
(1)
n = τ ≥ 1 . Поскольку кривая (w)t(z) непрерывна в

пространстве L(α) , то в этом пространстве выполняется соотношение

lim
n→∞

(w)
t
(1)
n

(z) = (w)τ(z) . В этом случае мы доказали, что у последова-

тельности (w)tn(z) есть сходящаяся в пространстве L(α) подпоследова-

тельность (w)
t
(1)
n

(z) .

Пусть теперь lim
n→∞

t
(1)
n = ∞ . По предложению 3.10 существуют δ -

субгармоническая функция υ(z) в C и подпоследовательность (w)
t
(2)
n

(z)

последовательности (w)
t
(1)
n

(z) такие, что последовательность (w)
t
(2)
n

(z)

сходится к υ(z) в пространстве Φ′(C) . Кроме того, в той же предложении

3.10 утверждается, что множество мер (µ)t, t ≥ 1 является сильно огра-

ниченным множеством в пространстве M(C) . Теперь из предложения 3.9

следует, что последовательность (w)
t
(2)
n

(z) сходится к υ(z) в пространстве

L1(B(0, R)) для любого R > 0 .

Далее будем считать, что R > 3 . Можно также считать, что выполня-

ется неравенство t
(2)
n > 1 . Тогда (w2)t(2)n (z) = 0 при |z| > R . Теперь из

неравенства (3.34) будет следовать неравенство

1

2π

∫
CB(0,R)

|(w)
t
(2)
n

(z)|
1 + |z|α

dxdy ≤ 2M1

∞∫
R

rρ+1γ(r)

1 + rα
dr.

Из этого неравенство и из того, что последовательность (w)
t
(2)
n

(z) сходит-

ся к υ(z) в пространствах L1(B(0, R)), R > 0 , следует, что эта после-
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довательность сходится к υ(z) в пространстве L(α), α > ρ + 2 . Теорема

доказана. 2

Предложение 3.13. Пусть ρ1(r) и ρ2(r) – уточнённые поряд-

ки такие, что ρ = ρ1(∞) = ρ2(∞) > 0 . Пусть w1(z) – δ -

субгармоническая функция уточнённого порядка ρ1(r) . Тогда существу-

ет δ -субгармоническая функция w2(z) уточнённого порядка ρ2(r) такая,

что соотношения (w1)tn(z) → u(z), (w2)tn(z) → u(z) эквивалентны, где

tn →∞ , а под сходимостью функций понимается сходимость в простран-

стве Φ′(C) . При этом

(w1)tn(z) =
w1(tnz)

V1(tn)
, (w2)tn(z) =

w2(tnz)

V2(tn)
.

Замечание. Если в условии теоремы требование, что функции w1(z) и

w2(z) является δ -субгармоническими заменить на требование, чтобы они

были субгармоническими, то получим теорему 4 из [10]. Однако, приве-

денное там доказательство распространяется и на сформулированный нами

случай.

Теорема 3.5. Пусть w(z) – δ -субгармоническая функция в C не вы-

ше чем нормального типа относительно уточнённого порядка ρ(r) . Тогда

множество Fr[w] = Fr[w, ρ(r)] обладает следующими свойствами:

1. Fr[w] – непустой связный компакт нормированном пространстве

L(α), α > ρ+ 2 , состоящий из δ -субгармонических функций в C .

2. Множество Fr[w] инвариантно относительно преобразований Ft ,

(Ftυ)(z) =
υ(tz)

tρ
.

3. Существует постоянная σ1 > 0 такая, что для любой функции

υ ∈ Fr[w] и любого r > 0 выполняется неравенство T (r, υ) ≤ σ1r
ρ .

Замечание. В. Азарин [27], теорема 3.1.2.2, получил такие свойства
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предельного множества для субгармонических функций. Мы переносим

его результаты на случай δ -субгармонических функций.

Доказательство. Из предложения 3.13 следует, что теорему достаточ-

но доказать для случая, когда ρ(r) ≡ ρ . Далее пусть w1(z) – такая δ -

субгармоническая функция, что выполняются: w1(z) = w(z) при |z| > 3

и w1(z) = 0 при |z| < 1 . Существование такой функции следует из лем-

мы 3.4. Обозначим w2(z) = w(z) − w1(z) . Пусть tn → ∞ . Из леммы 3.5

следует, что последовательность (w2)tn(z) сходится к нулю в пространстве

Φ′(C) . Тем самым показано, что доказательство достаточно вести при до-

полнительных предположениях: ρ(r) ≡ ρ и w = 0 при |z| < 1 .

Поскольку w(z) – функция не выше чем нормального типа относитель-

но уточнённого порядка ρ(r) ≡ ρ и поскольку w(z) = 0 при |z| < 1 , то

существует постоянная M1 > 0 такая, что будет выполняется неравенство

при всех r > 0

T (r,w) < M1r
ρ. (3.35)

Обозначим через L(α,M) метрическое пространство, являющееся

подпространством метрического пространства L(α) , состоящее из δ -

субгармонических функций, которые входят в класс δS(0) и удовлетворяют

соотношению T (r, u) ≤Mrρ, r > 0 .

Пусть υ ∈ L(α,M), ν – мера Рисса функции υ . Имеем

ν−(B(0, R)) ≤
eR∫
R

ν−(B(0, τ))

τ
dτ ≤

eR∫
0

ν−(B(0, τ))

τ
dτ ≤ T (eR, υ) ≤ eρMRρ.

Аналогично получаем, что ν+(B(0, R)) ≤ eρMRρ . Таким образом при

R > 0 выполняется неравенство |ν|(B(0, R)) ≤ 2eρMRρ . Заметим, что

если υ ∈ L(α,M) , то функция (υ)t(z) также принадлежит L(α,M) . Тем

самым доказано следующее утверждение.

Пусть υ ∈ L(α,M), ν – её риссовская мера. Тогда для любых t > 0 и
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r > 0 выполняется неравенство

(|ν|)t(B(0, r)) ≤ 2eρMrρ. (3.36)

Покажем теперь, что система отображений Ft, t ∈ (0,∞) является ди-

намической системой в метрическом пространстве L(α,M) . Пусть υn → υ

в пространстве L(α,M), tn → t . Из леммы 3.8 следует, что последователь-

ность функций (Ftnυn)(z) сходится к функции (Ftυ)(z) в пространстве

Φ′(C) . Пусть βn – риссовская мера функции Ftnυn . Из неравенства (3.36)

следует, что

|βn|(B(0, r)) ≤ 2eρMrρ.

Тем самым последовательность мер βn является сильно ограниченной в

пространстве M(C) . Из сходимости последовательности Ftnυn в про-

странстве Φ′(C) и сильной ограниченности последовательности βn следу-

ет сходимость последовательности Ftnυn в пространстве L1(B(0, R)) для

любого R > 0 . Это вытекает из предложения 3.9. Далее, применим рассуж-

дения, изложенные в начале доказательства предложения 3.12 (см. неравен-

ство (3.34), в нашем случае γ(r) = 1 ), можно получить, что сходимость

последовательности Ftnυn имеет место и в пространстве L(α) . Мы доказа-

ли, что система отображений Ft, t ∈ (0,∞) удовлетворяет условию непре-

рывности из определения динамической системы. Остальные два условия

из определения динамической системы F1u = u и Ft2(Ft1u) = Ft2t1u , оче-

видно, выполняются.

Таким образом доказано, что система отображений Ft является дина-

мической системой в метрическом пространстве L(α,M) .

Пусть tn →∞ . Из приведенных рассуждений следует, что для рассмат-

риваемой нами функции w сходимость Ftnw→ υ в пространстве Φ′(C) эк-

вивалентна сходимости в пространстве L(α) . Поэтому множество Fr[w]

совпадает с ω -предельным множеством траектории Ftw в метрическом

пространстве L(α) . Кроме того из предложения 3.12 следует, что положи-
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тельная полутраектория Ftw, t ∈ [1,∞) является компактным множеством

в этом пространстве. На языке теории динамических систем этот означа-

ет, что траектория Ftw положительно устойчива по Лагранжу. Теперь из

теорем 10, 13 [20], глава 5, следуют утверждения 1, 2 теоремы.

Пусть теперь υ ∈ Fr[w] . Существует последовательность tn →∞ та-

кая, что υ = lim
n→∞

Ftnw в пространстве Φ′(C) . Пусть µ и λ – риссовские

меры функций w и υ . Так как операция дифференцирования непрерывна в

пространстве D ′(C) , то µtn → λ в пространстве D ′(C) . Так как функция

w ∈ L(α,M) , то для мер (µ)tn справедлива оценка (3.36). Таким обра-

зом последовательность µtn сильно ограничена в пространстве M(C) . Из

теоремы 1.10 следует, что последовательность µtn широко сходится к λ .

Кроме того, переходя, если нужно к подпоследовательности, будем счи-

тать, что последовательность (|µ|)tn широко сходится к некоторой мере λ̂

в пространстве Φ(C) . Из теоремы 1.11 следует, что если R такое число,

что λ̂(S(0, R)) = 0 , то выполняется равенство

λ̂(B(0, R)) = lim
n→∞

(|µ|)tn(B(0, R)).

Из неравенства (3.36) следует, что λ̂(B(0, R)) ≤ 2eρMRρ . Далее имеем

λ(B(0, R)) ≤ λ̂(B(0, R)) ≤ 2eρMRρ ,

N(r,∞, υ) =

r∫
0

λ−(B(0, t))

t
dt ≤M1r

ρ. (3.37)

Далее будем считать, что ρ – целое число. Более простой случай неце-

лого ρ мы опускаем. Из предложения 3.11 и рассуждений приведенных

при её доказательстве можно увидеть, что существует постоянная M2 та-

кая, что для всех r > 0 будет выполняться неравенство m(r,∞,w) ≤
M2r

ρ . Далее находим

m(r,∞, (w)t) =
1

tρ
m(rt,∞,w) ≤M2r

ρ. (3.38)

Из того, что последовательность функций (w)tn(z) сходится к функ-

ции υ(z) в пространстве Φ′(C) , сильной ограниченности множества мер
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(µ)t, t ∈ (0,∞) и предложения 3.9 следует, что для любого r > 0 выпол-

няется равенство

lim
n→∞

2π∫
0

∣∣(w)tn(re
iϕ)− υ(reiϕ)

∣∣ dϕ = 0.

Из этого следует, что

m(r,∞, υ) = lim
n→∞

m(r,∞, (w)tn) ≤ lim
n→∞

T (r, (w)tn) ≤Mrρ. (3.39)

Из неравенств (3.37) и (3.39) следует утверждение 3 теоремы. Теорема

доказана. 2

Лемма 3.9. Пусть w(z) – δ -субгармоническая функция C вида

w(z) = c0 +

∫
B(0,1)

ln |z − ζ|dµ(ζ).

Тогда для любой функции ϕ ∈ Φ(C) выполняется равенство

lim
t→∞

(wt, ϕ) = 0.

Доказательство. Имеем

(wt, ϕ) =
1

V (t)

∫
w(tz)ϕ(z)dm2(z) =

1

V (t)

∫
(c0µ(B(0, 1)) + ln t|z|)ϕ(z)dm2(z)

+
1

V (t)

∫ ∫
B(0,1)

ln

∣∣∣∣1− ζ

tz

∣∣∣∣ dµ(ζ)ϕ(z)dm2(z) = J1(t) + J2(t).

Из того, что ρ = ρ(∞) > 0 , а ϕ(z) – непрерывная финитная функция

следует, что lim
t→∞

J1(t) = 0 .

Пусть R – такое число, что выполняется соотношение supp ϕ ⊂
B(0, R) . Для функции J2(t) справедлива оценка

|J2(t)| ≤
‖ϕ‖
V (t)

∫
B(0,1)

R∫
0

2π∫
0

∣∣∣∣ln ∣∣∣∣1− ζ

treiθ

∣∣∣∣∣∣∣∣ dθrdrd|µ|(ζ).
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Применяя лемму 3.2, получим

|J2(t)| ≤ 4π
‖ϕ‖
V (t)

∫
B(0,1)

R∫
0

ln

(
1 +
|ζ|
rt

)
rdrd|µ|(ζ)

≤ 4π
‖ϕ‖
V (t)
|µ|(B(0, 1))

R∫
0

ln

(
1 +

1

rt

)
rdr.

Из последнего неравенства следует, что lim
t→∞

J2(t) = 0 . Лемма доказана. 2

Лемма 3.10. Пусть ρ(r) – уточнённый порядок, ρ = ρ(∞) ≥ 1 –

целое число. Пусть мера µ является мерой не выше чем нормального типа

относительно уточнённого порядка ρ(r) и не нагружает круг B(0, 1) .

Пусть последовательность мер µtn (tn →∞) широко сходится к мере ν .

Тогда последовательность функций

υn(z) =

∫
B(0,|z|)

Kρ−1(z, ζ)dµtn(ζ)

сходится к функции

υ(z) =

∫
B(0,|z|)

Kρ−1(z, ζ)dν(ζ)

в пространствах L1,loc(C) и L(α) , где α > ρ+ 2 .

Доказательство. Из того, что мера µ является мерой не выше чем

нормального типа относительно уточнённого порядка ρ(r) и не нагружает

круг B(0, 1) , следует, что существует постоянная M1 такая, что для всех

r > 0 будет выполняться неравенство

|µtn|(B(0, r)) ≤M1
V (tnr)

V (tn)
.

Применяя неравенство (1.4), получим

|µtn|(B(0, r) ≤M1γ(r)rρ.

Так как ν ∈ Fr[µ] , то из теоремы 2.1 следует, что существует постоян-

ная M2 такая, что для всех r > 0 будет выполняться неравенство

|ν|(B(0, r)) ≤M2r
ρ.
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Обозначим αn = µtn − ν . Тогда существует постоянная M такая, что вы-

полняется неравенство

|αn|(B(0, r)) ≤M3γ(r)rρ, r > 0. (3.40)

Пусть d – произвольное число, удовлетворяющее неравенству d ≥ 2 .

Имеем

An =

∫
B(0,d)

|υn(z)− υ(z)|dm2(z)

=

∫
B(0,d)

∣∣∣∣∣∣∣
∫

B(0,|z|)

Kρ−1(z, ζ)dαn(ζ)

∣∣∣∣∣∣∣ dm2(z)

=

∫
B(0,d)

∫
B(0,d)

s(z)χB(0,|z|)(ζ)Kρ−1(z, ζ)dαn(ζ)dm2(z),

(3.41)

где

s(z) = sign g(z),

g(z) =

∫
B(0,|z|)

Kρ−1(z, ζ)dαn(ζ) =

ρ−1∑
k=0

fk(z),

f0(z) =

∫
B(0,|z|)

ln

∣∣∣∣1− 1

ζ

∣∣∣∣ dαn(ζ),

fk(z) =
1

k
Re

zk ∫
B(0,|z|)

1

ζk
dαn(ζ)

 , k = 1, ρ− 1.

Функция
∫

B(0,|z|)

1
ζk
dαn(ζ) является линейной комбинацией с комплекс-

ными коэффициентами возрастающих функций переменной |z| . Поэтому

это борелевская функция в C . Из этого, в свою очередь, следует, что функ-

ции fk(z), k = 1, ρ− 1 , являются борелевскими функциями в плоскости

C .
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Рассмотрим функцию

f̃0(z) =

∫
B(0,|z|)

ln |z − ζ| dαn(ζ) =

∫
B(0,|z|)

χB(0,|z|)(ζ) ln |z − ζ| dαn(ζ).

Функция χB(0,|z|)(ζ) ln |z − ζ| является борелевской функцией переменных

z, ζ . Имеем

I =

∫
B(0,d)

∫
B(0,d)

χB(0,|z|)(ζ) |ln |z − ζ|| dαn(ζ)

≤
∫

B(0,d)

 d∫
0

 2π∫
0

∣∣ln ∣∣reiϕ − ζ∣∣∣∣ dϕ
 rdr

 d|αn|(ζ).

Далее находим

2π∫
0

∣∣ln |reiϕ − ζ|∣∣ dϕ =

2π∫
0

(
2 ln+ |reiϕ − ζ| − 2 ln |reiϕ − ζ|

)
dϕ

≤ 4π ln 2d+ 4πmin

(
ln

1

r
, ln

1

|ζ|

)
.

(3.42)

d∫
0

 2π∫
0

∣∣ln |reiϕ − ζ|∣∣ dϕ
 rdr

≤ 2πd2 ln 2d−2π

2 ln |ζ|
|ζ|∫
0

rdr + 2

d∫
|ζ|

r ln rdr

 ≤M4(d).

(3.43)

Из полученных неравенств следует, что величина I конечна. Отсюда

и из теоремы Тонелли [14] следует, что функция χB(0,|z|) ln |z − ζ| при-

надлежит пространству L1(B(0, d) × B(0, d), dm2 × dαn) . Далее из тео-

ремы Фубини [14] следует, что функция f̃0(z) интегрируема по мере m2

и, в частности, является борелевской функцией. Далее последовательно

получаем, что борелевскими являются функции f0(z), g(z), s(z) . Поэтому

функция h(z, ζ) = s(z)χB(0,|z|)(ζ)Kρ−1(z, ζ) как функция переменных z, ζ

также является борелевской на любом множестве B(0, d)×B(0, d) .
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Мы доказали конечность величины I . Аналогично доказывается ко-

нечность интеграла∫
B(0,d)

 ∫
B(0,d)

|h(z, ζ)|dm2(z)

 d|αn|(ζ).

Из этого и теоремы Тонелли [14] следует, что

h(z, ζ) ∈ L1(B(0, d)×B(0, d), dm2 × dαn). (3.44)

Обратим внимание, что это означает конечность четырёх интегралов∫
B(0,d)

∫
B(0,d)

(
h(z, ζ)±

)
dm2(z)dα±n (ζ).

Из соотношения (3.23), равенства (3.41) и теоремы Фубини [14] следу-

ет, что

An =

∫
B(0,d)

p(ζ)dαn(ζ), (3.45)

где

p(ζ) =

∫
B(0,d)

s(z)χB(0,|z|)(ζ)Kρ−1(z, ζ)dm2(z) =

∫
R([|ζ|,d])

s(z)Kρ−1(z, ζ)dm2(z).

Докажем, что функция p(ζ) непрерывна на множестве C \ {0} . Лег-

ко увидеть, что непрерывность функции p(ζ) следует из непрерывности

функции

q(ζ) =

∫
R([|ζ|,d])

ln |z − ζ|s(z)dm2(z).

Будем считать для определенности, что выполняется неравенство

|ζ0| ≤ |ζ| . Имеем

|q(ζ)− q(ζ0)| ≤
∫

R([|ζ0|,d])

∣∣∣∣ln ∣∣∣∣ z − ζz − ζ0

∣∣∣∣∣∣∣∣ dm2(z) +

∫
R([|ζ0|,|ζ|])

|ln |z − z0|| dm2(z)

≤
∫

R([|ζ0|,d])

ln

(
1 +
|ζ − ζ0|
|z − ζ0|

)
dm2(z) +

|ζ|∫
|ζ0|

 2π∫
0

| ln |reiϕ − ζ0||dϕ

 rdr

= J1 + J2.
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Из неравенства (3.42) следует неравенство

J2 ≤ 2π|ζ|
(

ln 2d+ ln
1

|ζ0|

)
(|ζ| − |ζ0|).

Также справедливо неравенство

J1 ≤
∫

B(ζ0,2d)

ln

(
1 +
|ζ − ζ0|
|z − ζ0|

)
dm2(z).

Вводя в последнем интеграле полярные координаты с полюсом в точке

ζ0 , получим

J2 ≤ 2π

2d∫
0

r ln

(
1 +
|ζ − ζ0|

r

)
dr.

Теперь непрерывность функции q(ζ) на множестве C\{0} становится

очевидной. Таким образом, мы доказали непрерывность функции p(ζ) на

множестве C \ {0} .

Заметим, что выполняется равенство p(ζ) = 0 при |ζ| = d . Если счи-

тать, что p(ζ) = 0 при |ζ| ≥ d , то равенство (3.45) можно переписать в

виде

An =

∫
p(ζ)dαn(ζ), (3.46)

где p(ζ) – финитная функция непрерывная на множестве C \ {0} . Если

бы функция p(ζ) была непрерывна во всей плоскости, то из равенства

(3.46) уже бы следовало соотношение An → 0 (n → ∞) . Однако, это не

так. Поэтому требуются дополнительные рассуждения. Будем оценивать

функцию p(ζ) . Из неравенств (3.24), (3.43) следует оценка

|p(ζ)| ≤ M1(d)

|ζ|ρ−1
, |ζ| ≤ 1.

Пусть теперь ε – произвольное число из интервала (0, 12), 1 =

ψ1(ζ) + ψ2(ζ) – непрерывное разбиение единицы такое, что supp ψ1 ⊂
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B(0, 2ε), supp ψ2 ∩B(0, ε) = ∅ . Тогда из следует

lim
n→∞

An ≤ lim
n→∞

M1(d)

∫
B(0,2ε)

d|αn|(ζ)

|ζ|ρ−1
+ lim

n→∞

∣∣∣∣∫ ψ2(ζ)p(ζ)dαn(ζ)

∣∣∣∣
= M2(d) lim

n→∞

∫
B(0,2ε)

d|αn|(ζ)

|ζ|ρ−1
.

(3.47)

Если ρ = 1 , то из полученного неравенства легко следует, что An →
0 (n→∞) . В дальнейшем будем считать, что ρ > 1 . Имеем

2ε∫
0

d|αn|(t)
tρ−1

=
|αn|(B(0, 2ε)

(2ε)ρ−1
+

1

ρ− 1

2ε∫
0

|αn|(B(0, t))

tρ
dt.

Из этого равенства, неравенств (3.40), (3.47), получаем первое утвер-

ждение леммы. Второе утверждение является простым следствием перво-

го. Лемма доказана. 2

Лемма 3.11. Пусть ρ(r) – уточнённый порядок, ρ = ρ(∞) ≥ 1 –

целое число. Пусть мера µ является мерой не выше чем нормального типа

относительно уточнённого порядка ρ(r) и не нагружает круг B(0, 1) .

Пусть последовательность мер µtn (tn →∞) широко сходится к мере ν .

Тогда последовательность функций

υn(z) =

∫
CB(0,|z|)

Kρ(z, ζ)dµtn(ζ)

сходится к функции

υ(z) =

∫
CB(0,|z|)

Kρ(z, ζ)dν(ζ)

в пространствах L1,loc(C) и L(α) , где α > ρ+ 2 .

Доказательство. Обозначим αn = µtn − ν . Пусть d – произвольное
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число, удовлетворяющее неравенству d ≥ 2 . Имеем

Bn =

∫
B(0,d)

|υn(z)− υ(z)|dm2(z)

=

∫
B(0,d)

∣∣∣∣∣∣∣
∫

CB(0,|z|)

Kρ(z, ζ)dαn(ζ)

∣∣∣∣∣∣∣ dm2(z)

=

∫
B(0,d)

∫
s(z)χCB(0,|z|)(ζ)Kρ(z, ζ)dαn(ζ)dm2(z),

(3.48)

где

s(z) = sign

∫
CB(0,|z|)

Kρ(z, ζ)dαn(ζ).

Пусть N > d – произвольное число, 1 = ψ1(ζ) + ψ2(ζ) – непрерывное

разбиение единицы такое, что supp ψ1 ⊂ B(0, 2N), supp ψ2∩B(0, N) = ∅ .

Тогда равенство (3.48) можно переписать в виде

Bn =

∫
B(0,d)

∫
R((|z|,2N ])

s(z)ψ1(ζ)Kρ(z, ζ)dαn(ζ)dm2(z)

+

∫
B(0,d)

∫
CB(0,N)

s(z)ψ2(ζ)Kρ(z, ζ)dαn(ζ)dm2(z)

= J1,n + J2,n.

(3.49)

Будем исследовать каждый из интегралов. Имеем

J1,n =

∫
B(0,d)

∫
B(0,2N)

h(z, ζ)dαn(ζ)dm2(z),

где h(z, ζ) = s(z)ψ1(ζ)χCB(0,|z|)Kρ(z, ζ) .

Далее, повторяя рассуждение в лемме 3.10, получим

h(z, ζ) ∈ L1(B(0, d)×B(0, 2N), dm2 × dαn).

Отсюда и из теоремы Фубини [14] следует, что

J1,n =

∫
B(0,2N)

p(ζ)dαn(ζ), (3.50)
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p(ζ) =

∫
B(0,2N)

s(z)ψ1(ζ)χCB(0,|z|)(ζ)Kρ(z, ζ)dm2(z)

=

∫
B(0,|ζ|)

s(z)ψ1(ζ)Kρ(z, ζ)dm2(z).

Заметим, что p(ζ) = 0 при ζ = 0 . Далее, применяя рассуждение, при-

веденное после равенства (3.45) леммы 3.10, получим, что функция p(ζ)

непрерывна на множество B(0, 2N) .

Заметим, что выполняется равенство p(ζ) = 0 при |ζ| = 2N . Если

считать, что p(ζ) = 0 при |ζ| = 2N , то равенство (3.50) можно переписать

в виде

J1,n =

∫
p(ζ)dαn(ζ), (3.51)

где p(ζ) – финитная функция непрерывная в C . Тогда из условия леммы

следует, что

lim
n→∞

J1,n = 0.

Отсюда и из неравенства (3.49) следует, что

lim
n→∞

Bn ≤ lim
n→∞

J1,n + lim
n→∞

J2,n = lim
n→∞

J2,n

≤M(ρ, d) lim
n→∞

∞∫
N

d|αn|(B(0, t))

tρ+1
,

(3.52)

где M(ρ, d) – некоторая постоянная, зависящая только от ρ, d . Интегрируя

по частям последний интеграл, имеем
∞∫
N

d|αn|(B(0, t))

tρ+1
=
|αn|(B(0, N))

Nρ+1
+

∞∫
N

|αn|(B(0, t))

tρ+2
dt.

Из этого равенства, неравенства |αn|(B(0, t)) ≤Mtργ(t) и неравенства

(3.52) следует, что Bn → 0 (n → ∞) . Первое утверждение леммы дока-

зано. Второе утверждение является простым следствием первого. Лемма

доказана. 2
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Лемма 3.12. Пусть ρ(r) – уточнённый порядок, ρ = ρ(∞) > 0 –

нецелое число, p = [ρ] . Пусть мера µ является мерой не выше чем нор-

мального типа относительно уточнённого порядка ρ(r) и не нагружает

круг B(0, 1) . Пусть последовательность мер µtn (tn → ∞) широко схо-

дится к мере ν . Тогда последовательность функций

υn(z) =

∫
Kp(z, ζ)dµtn(ζ)

сходится к функции

υ(z) =

∫
Kp(z, ζ)dν(ζ)

в пространствах L1,loc(C) и L(α) , где α > ρ+ 2 .

Доказательство. Имеем

υn(z) =

∫
B(0,|z|)

Kp(z, ζ)dµtn(ζ) +

∫
CB(0,|z|)

Kp(z, ζ)dµtn(ζ).

ИЗ лемм 3.10, 3.11 следует, что справедлива также и лемма 3.12. 2

Теорема 3.6. Пусть w(z) – δ -субгармоническая в C функция не выше

чем нормального типа относительно уточнённого порядка ρ(r) , причём

ρ = ρ(∞) > 0 – целое число. Пусть µ – риссовская мера функции w. Пусть

множества Fr[w] и Fr[µ] построены с помощью уточнённого порядка

ρ(r) . Для того, чтобы δ -субгармоническая функция υ(z) принадлежала

множеству Fr[w] , необходимо и достаточно, чтобы существовали мера

ν ∈ Fr[µ] и функция a(r) вида

a(|z|) = lim
n→∞

tρn
V (tn)

cρ +
1

ρ

∫
B(0,|z|tn)

dµ(ζ)

ζρ

 , (tn →∞)

такие, что

υ(z) =

∫
B(0,|z|)

Kρ−1(z, ζ)dν(ζ) +

∫
CB(0,|z|)

Kρ(z, ζ)dν(ζ) +Re a(|z|)zρ.

Замечание. Для субгармонической функции аналогичное утверждение

было получено в работах Содина [24], а также Гришина и Шуиги [10].
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Доказательство. Применяя теорему 3.4 и лемму 3.9, имеем

wt(z) =

∫
B(0,|z|)

Kρ−1(z, ζ)dλt(ζ) +

∫
CB(0,|z|)

Kρ(z, ζ)dλt(ζ)

+Re
tρ

V (t)

cρ +
1

ρ

∫
B(0,|z|t)

dλ(ζ)

ζρ

 zρ + o(1),

(3.53)

при t→∞ . Здесь λ – ограничение меры µ на внешность круга B(0, 1) .

Пусть υ ∈ Fr[w] . Тогда существует последовательность tn → ∞ та-

кая, что wtn(z) → υ, µtn → ν . Если в равенстве (3.53) взять t = tn ,

применяя леммы 3.10, 3.11, то получим, что для любой функции ϕ ∈ Φ(C)

существует предел

lim
tn→∞

Re

∫
zρϕ(z)

 tρn
V (tn)

cρ +
1

ρ

∫
B(0,|z|tn)

dµ(ζ)

ζρ


 dm2(z).

Это эквивалентно существованию предела

lim
n→∞

tρn
V (tn)

cρ +
1

ρ

∫
B(0,|z|tn)

dµ(ζ)

ζρ

 = a(|z|). (3.54)

Из этого следует равенство

υ(z) =

∫
B(0,|z|)

Kρ−1(z, ζ)dν(ζ) +

∫
CB(0,|z|)

Kρ(z, ζ)dν(ζ) +Re a(|z|)zρ. (3.55)

Обратно, если ν ∈ Fr[µ] , далее построить функцию a(|z|) по фор-

муле (3.54), затем построить функцию υ по формуле (3.55), то получим

функцию υ(z) из предельного множества Fr[w] . Теорема доказана. 2

Из леммы 3.12 следует более простая теорема

Теорема 3.7. Пусть w(z) – δ -субгармоническая в C функция не выше

чем нормального типа относительно уточнённого порядка ρ(r) , причём

ρ = ρ(∞) > 0 – нецелое число. Пусть µ – риссовская мера функции w.
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Пусть множества Fr[w] и Fr[µ] построены с помощью уточнённого по-

рядка ρ(r) . Для того, чтобы δ -субгармоническая функция υ(z) принадле-

жала множеству Fr[w] , необходимо и достаточно, чтобы существовала

мера ν ∈ Fr[µ] такая, что

υ(z) =

∫
Kp(z, ζ)dν(ζ), p = [ρ].

3.5. Целые функции с наперёд заданным нулевым уточнённым

порядком

Пусть f(z) – целая функция. Мы будем пользоваться стандартным обо-

значением M(r, f) = max
θ
|f(reiθ)|.

Уточнённый порядок ρ(r) называется уточнённым целой функции

f(z) , если выполняется условие

lim
r→∞

lnM(r, f)

V (r)
= σ ∈ (0,∞).

Если f(z) – целая функция, то υ(z) = ln |f(z)| есть субгармоническая

функция в комплексной плоскости C .

Как показал Валирон (см. например [18], глава 1, §12, теорема 16) у

всякой целой функции конечного порядка ρ ,

ρ = lim
r→∞

ln lnM(r, f)

ln r
,

существует уточнённый порядок ρ(r) .

В этом разделе изучается вопрос: “Какой должен быть уточнённый по-

рядок ρ(r) , чтобы он был уточнённым порядком целой трансцендентной

функции ?”

Вначале обсудим случай, когда lim
r→∞

ρ(r) = ρ > 0 , и когда ответ на

поставленный выше вопрос известен.

Нам будет нужно следующее понятие. Дважды дифференцируемая

функция h(θ) на интервале (α, β) называется ρ -тригонометрически вы-

пуклой, если выполняется неравенство h′′(θ) + ρ2h(θ) ≥ 0 . В общем слу-
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чае одно из эквивалентных определений ρ -тригонометрической выпукло-

сти таково. Функция h(θ) называется ρ -тригонометрически выпуклой на

интервале (α, β) , если она непрерывна и функция h′′(θ)+ρ2h(θ) , рассмат-

риваемая как обобщённая функция Шварца на интервале (α, β) , является

положительной мерой.

Некоторые свойства ρ -тригонометрически выпуклых функций изложе-

ны в [18], глава 1, §16.

Для целых функций уточнённого порядка ρ(r) ≡ ρ (такие функции на-

зываются функциями порядка ρ и нормального типа) Линделёф ввёл поня-

тие индикатора. Это понятие распространяется на произвольные уточнён-

ные порядки и произвольные субгармонические функции. Функция h(θ)

вида

h(θ) = lim
r→∞

υ(reiθ)

V (r)

называется индикатором субгармонической функции υ(z) относительно

уточнённого порядка ρ(r) . Индикатор целой функции f(z) – это индика-

тор субгармонической функции υ(z) = ln |f(z)| .
Известно ([18], глава 1, §16), что если ρ(r) – уточнённый порядок

субгармонической функции υ(z) , то её индикатор есть ненулевая ρ -

тригонометрически выпуклая функция. Правда, в [18] доказательство при-

ведено для случая, когда υ(z) = ln |f(z)| . Однако, оно без изменения рас-

пространяется на случай произвольных субгармонических функций.

В начало двадцатого века был открытым вопрос о существовании це-

лой функции с заданным индикатором относительно заданного уточнённо-

го порядка ρ(r) . В дальнейшем этот вопрос получил положительное реше-

ние, полученное Бернштейным В. [28], [29], Левиным Б. Я. [18], глава 2, §1,

теорема 3 и Логвиненко В. Н. [19]. Теперь можно предложить более про-

стое решение, чем в цитированных работах. Пусть h(θ) – произвольная

2π -периодическая ρ -тригонометрически выпуклая функция. Тогда функ-

ция υ(reiθ) = rρh(θ) есть субгармоническая в C функция с индикатором
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h(θ) относительно уточнённого порядка ρ(r) ≡ ρ . Из этого и теоремы 4

из [10] следует, что если ρ(r) – произвольный уточнённый порядок такой,

что lim
r→∞

ρ(r) = ρ , то существует субгармоническая функция с индикатором

h(θ) относительно уточнённого порядка ρ(r) . Далее применяется теорема

о приближении произвольной субгармонической функции υ(z) субгармо-

ническими функциями вида ln |f(z)| , где f(z) – целая функция. Теоремы

такого типа доказывались различными авторами. Основопологающий ре-

зультат в этом направлении принадлежит Юлмухаметову [26] .

Теорема 3.8. (Юлмухаметов Р. С.). Пусть υ – субгармоническая

функция в C конечного порядка ρ > 0 . Тогда существует целая функция

f(z) порядка ρ такая, что

υ(z)− ln |f(z)| = O(ln |z|),

когда z стремится к бесконечности вне множества кругов |z − zj| < rj

таких, что
∑
rj≥r

rj = o(rρ−α) для любого наперёд заданного α ≥ ρ .

Из сказанного следует, что для любой ρ -тригонометрически выпуклой

функции h(θ) и любого уточнённого порядка ρ(r) такого, что lim
r→∞

ρ(r) =

ρ > 0 существует целая функция f(z) с индикатором h(θ) относительно

уточнённого порядка ρ(r) .

Так как

lim
r→∞

lnM(r, f)

V (r)
= max

θ
h(θ),

то тем самым доказано, что для любого уточнённого порядка ρ(r) такого,

что lim
r→∞

ρ(r) = ρ > 0 существует целая функция уточнённого порядка

ρ(r) .

Для случая, когда ρ = 0 вопрос о существовании такой целой функции

оставался открытым до настоящего времени. Мы доказываем следующую

теорему.

Теорема 3.9. Пусть ρ(r) – заданный нулевой уточнённый порядок.

Для того, чтобы существовала целая трансцендентная функция f(z) , для
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которой уточнённый порядок ρ(r) был бы уточнённым порядком этой

функции, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось равенство

lim
r→∞

ln r

V (r)
= 0. (3.56)

Доказательство. Н е о б х о д и м о с т ь. Эта часть теоремы очевидна.

Действительно, пусть f(z) – целая трансцендентная функция уточнённого

порядка ρ(r) . Тогда выполняются следующие соотношения:

lim
r→∞

lnM(r, f)

V (r)
= σ ∈ (0,∞), lim

r→∞

ln r

lnM(r, f)
= 0,

lim
r→∞

ln r

V (r)
≤ lim

r→∞

ln r

lnM(r, f)
lim
r→∞

lnM(r, f)

V (r)
= 0.

Тем самым равенство (3.56) доказано.

Д о с т а т о ч н о с т ь. Для того, чтобы доказать теорему, достаточно её

доказать для какого либо уточнённого порядка ρ1(r) эквивалентного ρ(r) .

Тогда, как следует из теоремы 1.5, можно дополнительно считать, что V (r)

– дважды непрерывно дифференцируемая функция на полуоси (0,∞) . Из

сказанного также следует, что теорему достаточно доказывать для какого-

нибудь уточнённого порядка ρ1(r) , который совпадает с ρ(r) на некоторой

полуоси [a,∞) . Поэтому имея ввиду (3.56), можно дополнительно считать,

что на полуоси [1,∞) выполняется неравенство V (r) ≥ ln r + 1 , а на

сегменте [1, e] выполняется равенство V (r) = ln r + 1 .

Поэтому дальнейшее доказательство теоремы мы будем вести, считая

что выполняются дополнительные условия:

1) V (r) – дважды непрерывно дифференцируемая функция на полуоси

(0,∞) ,

2) при r ≥ 1 выполняется неравенство V (r) ≥ ln r + 1 ,

3) на сегменте [1, e] выполняется равенство V (r) = ln r + 1 .

Так как доказательство достаточно длинное, мы разобьём его на

несколько этапов.

1. Обозначим ϕ(x) = V (ex) . Функция ϕ(x) обладает свойствами:
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1) ϕ(x) – дважды непрерывно дифференцируемая функция на полуоси

[0,∞) ,

2) при x ≥ 0 выполняется неравенство ϕ(x) ≥ x+ 1 ,

3) на сегменте [0, 1] выполняется равенство ϕ(x) = x+ 1 ,

4) lim
x→∞

ϕ(x)
x =∞ ,

5) lim
x→∞

ϕ′(x)
ϕ(x) = 0 .

Заметим, что свойство 4) следует из равенства (3.56), а свойство 5)

следует из равенства

ϕ′(x)

ϕ(x)
=
exV ′(ex)

V (ex)
= ρ(ex) + xexρ′(ex),

и свойств уточнённого порядка (из определения уточнённого порядка).

Пусть k – произвольное вещественное число. Так как ϕ(x) выпукла,

то выполняется равенство

lim
x→∞

(ϕ(x)− kx) =∞.

Поэтому функция ϕ(x) − kx на полуоси [0,∞) имеет минимальное зна-

чение, которое мы обозначим через b(k) . Заметим, что b(k) – убывающая

непрерывная функция и что b(k) = 1 при k ≤ 1 .

2. Множество решений уравнения ϕ(x) = kx+b(k) есть непустой компакт

Fk . Обозначим

x̃k = minFk, xk = maxFk. (3.57)

Прямая `(k) : y = kx+ b(k) есть опорная прямая к кривой L : y = ϕ(x)

и точки (x̃k, ϕ(x̃k)), (xk, ϕ(xk)) являются точками опоры для прямой `(k)

и кривой L .

Тем самым доказано, что у кривой L есть опорная прямая `(k) с

угловым коэффициентом k и что кривая L располагается над прямой

`(k) .

Из свойства 4) функции ϕ(x) следует, что кривая L не лежит ни в

какой полуплоскости y ≤ kx + b . Поэтому множество опорных прямых к
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кривой L , которые имеют угловой коэффициент k , содержит единствен-

ный элемент `(k) .

Мы будем рассматривать величины x̃k, xk как функции переменной

k . Изучим свойства этих функций. Рассмотрим прямые `(k) и `(k1) где

k < k1 . Точка пересечения этих прямых есть точка M(ξ, kξ + b(k)) , где

ξ = b(k)−b(k1)
k1−k .

Пусть h1 – открытый луч, лежащий на прямой `(k) : y = kx + b(k) ,

который есть образ полуоси (ξ,∞) . Поскольку кривая L лежит над пря-

мой `(k1) , а луч h1 лежит строго под прямой `(k1) , то на луче h1 нет

точек кривой L . Точка (xk, kxk + b(k)) лежит на кривой L и прямой

`(k) и не лежит на луче h1 . Значит xk ≤ ξ . Аналогично доказывается, что

ξ ≤ x̃k1 . Тем самым доказано неравенство xk ≤ x̃k1 .

Так как L – гладкая кривая, то опорная прямая к этой кривой является

касательной к этой кривой в точке опоры. Поэтому ϕ′(xk) = k, ϕ′(x̃k1) =

k1 > k, xk < x̃k1 . Из этого неравенства и очевидного неравенства x̃k ≤ xk

следует, что функции x̃k, xk являются строго возрастающими. Докажем

ещё, что

lim
k→∞

xk =∞. (3.58)

Если это не так, то существует число a > 0 такое, что limxk = a (k →∞) .

Это равенство и равенство ϕ′(xk) = k , противоречат тому, что функция ϕ

является дважды непрерывно дифференцируемой функцией. Тем самым

равенство (3.58) доказано.

3. Пусть g1 – открытый отрезок на прямой `(k) , являющийся образом

интервала (0, x̃k) при отображении y = kx + b(k), g2 – открытый луч на

прямой `(k) , являющийся образом луча (xk,∞) при том же отображении.

Докажем, что через каждую точку отрезка g1 проходит опорная прямая

к кривой L с некоторым угловым коэффициентом k1 < k , а через каждую

точку луча g2 проходит опорная прямая к кривой L с некоторым угловым

коэффициентом k2 > k .
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Пусть M – произвольная точка луча g2 . Её координаты имеют вид

(t, kt + b(k)) , где t – некоторые число на полуоси (xk,∞) . Покажем, что

существует δ = δ(t) > 0 такое, что при любом λ ∈ [k, k + δ) луч Aλ

прямой y − kt − b(k) = λ(x − t) , являющийся образом полуоси [t,∞) не

пересекается с кривой L . Если это не так, то существует последователь-

ность ξn ≥ t такая , что выполняется равенство

ϕ(ξn) = kt+ b(k) +

(
k +

1

n

)
(ξn − t). (3.59)

Из того равенства и свойства 4) функции ϕ(x) следует, что последователь-

ность ξn ограничена. Поэтому у последовательности ξn есть сходящаяся

подпоследовательность ξnm . Если ξ = lim ξnm (m → ∞) , то ξ ≥ t > xk .

Беря в равенстве (3.59) n = nm и переходя к пределу при m → ∞ , полу-

чим равенство ϕ(ξ) = kξ+b(k) . Это равенство противоречит определению

xk .

Тем самым доказано, что существуют числа δ > 0 такие, что для лю-

бого λ ∈ [k, k+δ) луч Aλ не пересекается с кривой L . Пусть δ2 – точная

верхняя грань таких δ . Очевидно, что δ2 < ∞ . Пусть k2 = k + δ2 . Легко

проверить, что прямая y − kt − b(k) = k2(x − t) , проходящая через точку

M является опорной прямой к кривой L .

Тем самым часть сформулированного выше утверждения, относящаяся

к лучу g2 доказана.

Аналогично доказывается другая часть утверждения относящаяся к от-

резку g1 . На этом мы заканчиваем доказательство сформулированного на-

ми утверждения.

4. Определим на полуоси [0,∞) функцию

ϕ1(x) = sup
k

(kx+ b(k)).

Для любых x ≥ 0 и k ∈ (−∞,∞) выполняется неравенство kx + b(k) ≤
ϕ(x) . Из этого следует, что

ϕ1(x) ≤ ϕ(x), x ∈ [0,∞). (3.60)
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Так как sup
k

(kx+ b(k)) ≥ x+ b(1) = x+ 1, то выполняется неравенство

ϕ1(x) ≥ x + 1 . Так как на сегменте [0, 1] выполняется равенство ϕ(x) =

x + 1 , то на том же сегменте выполняется равенство ϕ1(x) = x + 1 . Так

как при k ≤ 1 выполняются соотношения kx + b(k) = kx + 1 ≤ x + 1 , то

справедливо равенство

ϕ1(x) = sup
k≥1

(kx+ b(x)). (3.61)

Так как при k ≥ 1 функция kx + b(k) возрастает по переменной x ,

то ϕ1(x) – возрастающая функция на полуоси [0,∞) . Так как ϕ1(x) есть

верхняя огибающая семейства линейных функций, то ϕ1(x) – выпуклая

функция на полуоси [0,∞) .

5. Прямая `(k) является опорной прямой для кривой L . Пусть (τ, ϕ(τ)) –

произвольная точка опоры для прямой `(k) . Тогда выполняется равенство

kτ + b(k) = ϕ(τ) . Так как ϕ1(x) ≤ ϕ(x) , то ϕ1(τ) ≤ ϕ(τ) = kτ + b(k) .

С другой стороны из определения ϕ1 следует неравенство ϕ1(τ) ≥ kτ +

b(k) = ϕ(τ) . Таким образом получаем равенство ϕ1(τ) = ϕ(τ) .

Опорная прямая к гладкой кривой является касательной к этой кривой

в точке опоры. Поэтому ϕ′(τ) = k .

Имеем систему условий:

1) ϕ1(x) ≤ ϕ(x),

2) ϕ1(τ) = ϕ(τ),

3) ϕ – дифференцируемая функция,

4) ϕ1 – выпуклая функция.

Из этих условий следует, что функция ϕ1 является дифференцируемой в

точке τ и что выполняется равенство ϕ′1(τ) = ϕ′(τ) .

В частности, функция ϕ1 дифференцируема в точках x̃k и xk и вы-

полняются равенства ϕ′1(x̃k) = ϕ′1(xk) = k . Если выполняется неравенство

x̃k < xk , то на сегменте [x̃k, xk] функция ϕ1 является линейной. Таким

образом функция ϕ1 является дифференцируемой на интервале (x̃k, xk) .
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Дифференцируемость ϕ1 в точках x̃k и xk была доказана ранее. Таким

образом функция ϕ1 дифференцируема в каждой точке сегмента [x̃k, xk] .

Здесь уже на необходимости предполагать, что этот сегмент невырожден-

ный.

6. Теперь докажем равенство

lim
x→∞

ϕ1(x)

x
=∞. (3.62)

Из равенства ϕ1(xk) = ϕ(xk) и свойства 4) функции ϕ(x) (см. пункт 1.)

следует, что функция ϕ1(x)
x является неограниченной на полуоси [1,∞) .

Поскольку ϕ1 – выпуклая функция, то (ϕ1)
′
+(x) – возрастающая функция.

Поэтому существует lim(ϕ1)
′
+(x) (x → ∞) . Если этот предел конечный,

то это противоречит неограниченности функции ϕ1(x)
x на полуоси [1,∞) .

Поэтому lim (ϕ1)
′
+ (x) =∞ (x→∞) . Из этого следует равенство (3.62).

7. Из равенства (3.62) следует, что кривая L1 : y = ϕ1(x), x ∈ [0,∞)

не лежит ни в какой полуплоскости y ≤ kx + b . Поэтому при любом ве-

щественном k у кривой L1 имеется не более чем одна опорная прямая с

угловым коэффициентом k . Прямая `(k) есть единственная опорная пря-

мая к кривой L , которая имеет угловой коэффициент k . Эта прямая также

является опорной к кривой L1 , причём точки (x̃k, ϕ1(x̃k)) и (xk, ϕ1(xk))

являются точками опоры для этой прямой. Эта прямая является единствен-

ной опорной прямой к кривой L1 , которая имеет угловой коэффициент k .

Следовательно, у кривых L и L1 одно и тоже множество опорных пря-

мых.

8. Теперь докажем, что функция ϕ1(x) является дифференцируемой функ-

цией на полуоси (0,∞) . Пусть τ – произвольное строго положительное

число. Нам нужно доказать существование ϕ′1(τ) . Поскольку ϕ(x) = x+ 1

на сегменте [0, 1] , то можно считать, что τ ≥ 1 . Если ϕ1(τ) = ϕ(τ) , то

как следует из рассуждений, приведённых на этапе 5 доказательства, в этом

случае функция ϕ1 будет дифференцируемой в точке τ .
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Предположим теперь, что выполняется неравенство ϕ1(τ) < ϕ(τ) .

Проведём через точку (τ, ϕ1(τ)) прямую `1 опорную к кривой L1 . Так

как функция ϕ1 выпукла, то такая прямая существует. Из рассуждений,

приведённых на этапе 7 следует, что прямая `1 совпадает с одной из пря-

мой `(k) .

Докажем, что выполняется неравенство x̃k ≤ τ ≤ xk . Предполо-

жим, что выполняется неравенство xk < τ . Пусть τ1 такое число, что

xk < τ1 < τ . Из рассуждений приведённых на этапе 3 следует, что через

точку (τ1, kτ1 + b(k)) , лежащую на прямой `(k) можно провести прямую

`2 опорную к кривой L , угловой коэффициент которой k1 строго больше

чем k . Прямая `2 будет опорной прямой также к кривой L1 . Поэтому

кривая L1 лежит над прямой `2 . С другой стороны точка (τ, kτ + b(k))

лежит на кривой L1 и строго под прямой `2 . Полученное противоречие

доказывает неравенство τ ≤ xk . Аналогично доказывается неравенство

x̃k ≤ τ . Из рассуждений, приведённых на этапе 4 следует дифференцируе-

мость функции ϕ1 в точке τ . Дифференцируемость функции ϕ1 доказана.

9. Мы заканчиваем изучение свойств функции ϕ1 доказательством равен-

ства

lim
x→∞

ϕ′1(x)

ϕ1(x)
= 0. (3.63)

Обозначим F = {x ≥ 0 : ϕ1(x) = ϕ(x)} . Это неограниченное множе-

ство.

Пусть ε – произвольное строго положительное число. Существует ξ ∈
F такое, что при x ≥ ξ будет выполняться неравенство ϕ′(x)

ϕ(x) < ε . Пусть

x > ξ . Если x ∈ F , то ϕ′1(x)
ϕ1(x)

= ϕ′(x)
ϕ(x) < ε . Пусть теперь x /∈ F . Из

рассуждений, приведённых на предыдущем этапе следует, что существует

k такое, что выполняется неравенство x̃k ≤ x ≤ xk . Из этого неравенства

и соотношения x /∈ F следует неравенство x̃k < x < xk . Предположим,

что выполняется неравенство x̃k ≥ ξ . Используя то, что ϕ1 – линейная
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возрастающая функция на сегменте [x̃k, x] получим

ϕ′1(x)

ϕ1(x)
≤ ϕ′1(x̃k)

ϕ1(x̃k)
=
ϕ′(x̃k)

ϕ(x̃k)
< ε.

Если же выполняется неравенство x̃k < ξ , то аналогичное рассуждение

нужно применить к сегменту [ξ, x] . Тем самым равенство (3.63) доказано.

Пусть числовая функция y = ψ(x) имеет своей областью определения

множество E . Надграфик epi ψ функции ψ определяется следующим об-

разом

epi ψ =
{

(x, y) ∈ R2 : x ∈ E, y ≥ ψ(x)
}
.

Можно проверить, что построенная функция ϕ1(x) является наибольшей

выпуклой минорантой функции ϕ(x) и что множество epi ϕ1 есть выпук-

лая оболочка множества epi ϕ .

10. Функция ϕ1(x) выпукла на полуоси [0,∞) , причём ϕ1(0) = 1 ,

(ϕ1)
′
+ (0) = 1 . Поэтому функцию ϕ1(x) можно продолжить как выпуклую

на вещественную ось (−∞,∞) , причём так чтобы выполнялись соотно-

шения

lim
x→−∞

ϕ1(x) = m > 0, lim
x→−∞

ϕ′1(x) = 0.

Обозначим rρ1(r) = V1(r) = ϕ1(ln r) . Заметим, что функция ρ1(r) –

это нулевой уточнённый порядок, функция V1(r) является логорифмиче-

ски выпуклой, причём выполняются соотношения

lim
r→+0

V1(r) = m > 0, lim
r→+0

rV ′1(r) = 0, lim
r→∞

rV ′1(r) =∞.

Последнее равенство есть следствие равенства (3.62) и того, что rV ′1(r)

есть возрастающая функция.

Далее обозначим

n(r) = [rV ′1(r)] , N(r) =

r∫
0

n(t)

t
dt.

функция n(r) является возрастающей ступенчатой неограниченной функ-

цией с единичными скачками. Выполняются соотношения n(r) ∼
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rV ′1(r) (r →∞) ,

lim
r→∞

N(r)

V1(r)
= 1,

rN ′+(r)

N(r)
=

n(r)

N(r)
→ 0 (r →∞).

Из последнего равенства следует, что справедливо равенство N(r) =

rρ2(r) , где ρ2(r) – нулевой уточнённый порядок.

Пусть an – точки роста функции n(r) ,

f(z) =
∞∏
n=1

(
1− z

an

)
.

Имеем

lnM(r, f) =
∞∑
n=1

ln

(
1 +

r

an

)
=

∞∫
0

ln
(

1 +
r

t

)
dn(t)

=

∞∫
0

rn(t)

t(t+ r)
dt =

∞∫
0

rN(t)

(t+ r)2
dt.

Теперь из теоремы 1.4 следует, что

lim
r→∞

lnM(r, f)

N(r)
=

∞∫
0

dt

(1 + t)2
= 1.

Поэтому

lim
r→∞

lnM(r, f)

V1(r)
= 1.

Так как V (r) ≥ V1(r) , то

lim
r→∞

lnM(r, f)

V (r)
≤ 1.

Из того, что существует неограниченная последовательность rn такая,

что V1(rn) = V (rn) следует, что

lim
r→∞

lnM(r, f)

V (r)
= 1.

Теорема доказана. 2
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3.6. Выводы к разделу 3

Основными результатами данного раздела являются

1. Предложение 3.2, в котором найдены условия на меру γ , обеспечива-

ющие равномерную непрерывность функций (
∫
‖x− y‖(2−m)pdγ(x))

1
p .

2. Теоремы 3.1, 3.2, в которых найдены условия, при которых из сходи-

мости последовательности субгармонических и δ -субгармонических

функций в пространстве D ′(G) следует ее сходимость в пространствах

Lp(γ) .

3. Теоремы 3.3, 3.4, в которых доказаны новые теоремы о представлении

δ -субгармонических функций в плоскости.

4. Теорема 3.5, в которой доказаны некоторые свойства предельных мно-

жеств для δ -субгармонических функций в плоскости.

5. Теоремы 3.6, 3.7, в которых описана связь предельных множеств для

δ -субгармонических функций и мер Радона.

6. Теорема 3.9, в которой доказано существование целой функции задан-

ного нулевого уточнённого порядка.
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ВЫВОДЫ

В диссертационной работе изучались задачи, возникающие в теории

субгармонических, дельта-субгармонических функций и их ассоциирован-

ных мер.

В диссертации получены следующие новые результаты:

• Полностью решен вопрос о существовании целой функции заданного

нулевого уточнённого порядка;

• Построены предельные множества для дельта-субгармонических

функций и радоновых мер, описаны их основные свойства, получена

связь между регулярной радоновой мерой и существованием конус-

ной (угловой) плотности, доказаны три критерия того, чтобы заданное

множество было предельным множеством некоторой радоновой меры;

• Получены достаточные условия на меру γ с носителем, компактно

вложенным в G ⊂ Rm, m > 2 , при которых из сходимости последова-

тельности υn как последовательности обобщённых функций следует

ее сходимость в пространствах Lp(γ) ;

• Найдены новые теоремы представления δ -субгармонических функций

в форме типа Брело.

Для обоснования результатов диссертации применяются общие ме-

тоды математического анализа, в том числе методы теории меры и по-

тенциала, методы функционального анализа, а также некоторые элемен-

ты теории динамических систем. Результаты диссертационной работы но-

сят теоретический характер. Они находят применение при изучении тео-

рии вполне регулярного роста целых и мероморфных функций в смысле

Левина-Пфлюгера, могут быть использованы как в теории функции ком-

плексного переменного, так и в других разделах математики, где использу-

ются целые, субгармонические и δ -субгармонические функции.
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