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Перечень условных обозначений

H, H, H – сепарабельные гильбертовы пространства.
(·, ·)H , || · ||H – скалярное произведение и норма в гильбертовом простран-

стве H.
C(H1, H2) – множество замкнутых линейных операторов действующих из

гильбертова пространства H1 в H2.
C̃(H1, H2) – множество замкнутых линейных отношений в H1 ×H2.
C(H) := C(H,H), C̃(H) := C̃(H,H).
L(H1, H2) – множество ограниченных линейных операторов, действующих

из гильбертова пространства H1 в H2.
L(H) := L(H,H).
dom (A), ran (A), ker (A) – область определения, область значений, ядро

(нуль пространство) линейного оператора A.
A∗ – сопряженный к A линейный оператор.
DA = (I − A∗A)1/2 – дефектный оператор для сжатия A.
ρ(A) – резольвентное множество оператора A.
A �M – сужение оператора A на множество M .
τ [·, ·], τ [·] – полуторалинейная, квадратичная формы.
A[·, ·], D[A] – замыкание формы ассоциированной с оператором A, об-

ласть определения этого замыкания.
+, u, ⊕, ⊖ – сумма, прямая сумма, ортогональная сумма, ортогональная

разность линейных многобразий.
\, × – разность, декартово произведение множеств.
s− R − lim – сильный резольвентный предел последовательности опера-

торов.
PM – ортопроектор на подпространство M .
M⊥ – ортогональное дополнение к подпространству M в H.
M – замыкание множества M .
dim (M) – размерность подпространства M .
span {e1, ..., em} – линейная оболочка векторов e1, ..., em.
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Введение

Актуальность темы. Теория самосопряженных и квази-самосопряженных
расширений неотрицательных симметрических операторов играет важную
роль в теории линейных операторов в гильбертовых пространствах и в ее при-
ложениях. Фундаментальные результаты были получены в работах Дж. фон
Неймана, К.Фридрихса и М.Г.Крейна, М.И.Вишика, М.Ш. Бирмана. Фри-
дрихс доказал, что полуограниченный снизу симметрический оператор име-
ет по крайне мере одно самосопряженное расширение с той же нижней гра-
нью. Используя дробно-линейные преобразования Крейн свел задачу к описа-
нию самосопряженных сжимающих расширений неплотно определенного эр-
митова сжатия. Среди всех неотрицательных самосопряженных расширений
Крейн выделил два экстремальных – максимальное (жесткое) и минимальное
(мягкое), в смысле ассоциированных квадратичных форм. Позже Бирман и
Вишик дополнили результаты Крейна для положительно определенного опе-
ратора.

Другой подход к описанию неотрицательных самосопряженных расшире-
ний – это метод абстрактных граничных условий, начало которому положил
J.W. Calkin в 1939 году. Метод пространств граничных значений или гра-
ничных троек для описания областей определения полуограниченных и, в
том числе, неотрицательных самосопряженных, а также максимальных ак-
кретивных квази-самосопряженных расширений неотрицательного симмет-
рического оператора получил развитие в работах М.И. Вишика, Ф.С. Рофе-
Бекетова, М.Л. Горбачука и В.И. Горбачука, А.Н. Кочубея, В.А. Михайлеца,
О.Г. Сторожа, В.А. Деркача, М.М. Маламуда Ю.М. Арлинского, Э.Р. Цека-
новского, С.А. Кужеля, Л.П. Нижника, И. Браше, С. Хасси, Х. Найдхард-
та, Х.С.В. де Сну. В работах Деркача и Маламуда получены абстрактные
граничные условия для неотрицательных самосопряженных и максималь-
ных аккретивных квази-самосопряженных расширений в терминах введен-
ной ими функции Вейля, которая связана с граничной тройкой. В 2005 году
Арлинский и Цекановский предложили новый подход описания всех неотри-
цательных самосопряженных расширений неотрицательных симметрических
операторов во внутренних терминах.

В теории дифференциальных уравнений и спектральном анализе линей-
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ных операторов удобным является представление оператора (или дифферен-
циального уравнения) в дивергентной форме, то есть в виде произведения
L∗
2L1, где L1, L2 – замкнутые плотно определенные линейные операторы и

L1 ⊂ L2. В работах V. Prokaj, Z. Sebestyén и J. Stochel показано, что каж-
дый неотрицательный симметрический оператор может быть представлен
в дивергентной форме, а также получено описание экстремальных самосо-
пряженных расширений. Дивергентная форма неотрицательного симметри-
ческого оператора позволяет, в частности, найти граничную тройку, удобную
для описания неотрицательных самосопряженных расширений в терминах
абстратных граничных условий.

В последние 50 лет теория самосопряженных расширений неотрицатель-
ного симметрического оператора успешно применяется для изучения квантово-
механических моделей точечных взаимодействий. Это модели описывающие
движение элементарной частицы в поле точечных потенциалов. Операторная
постановка задачи связана с исследованием формального симметрического
оператора (оператора Шрёдингера) – свободного гамильтониана возмущен-
ного дельта-функциями, сосредоточенными в точках взаимодействий. Для
модели с одной точкой взаимодействия Ф.А. Березин и Л.Д. Фаддеев в 1961
году предложили с дельта-возмущением свободного гамильтониана ассоци-
ировать самосопряженные расширения неотрицательного симметрического
оператора с нулевыми граничными условиями. Модели точечных взаимодей-
ствий изучались в работах S. Albeverio, F. Gesztesy, R. Hoegh-Krohn, W. Kirsh,
O. Ogurisu, G. Stolz, J. Weidmann, В.М. Адамяна, Ю.М. Арлинского, Ю.М.
Березанского, А.Н. Кочубея, А.Костенко, В.Д. Кошманенко, С.А. Кужеля,
В.Э. Лянце, М.М. Маламуда, В.А. Михайлеца, Л.П. Нижника и других.

Представляется актуальным развитие подхода, предложенного Арлинским
и Цекановским, для описания всех квази-самосопряженных m-аккретивных
и m-секториальных расширений неотрицательного симметрического опера-
тора, исследование представлений неотрицательных симметрических опера-
торов в дивергентной форме и параметризация их неотрицательных самосо-
пряженных расширений, описание всех самосопряженных и квази-самосопря-
женных расширений операторов Шрёдингера с дельта-потенциалами, а так-
же исследование свойств систем дельта-функций Дирака.
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Связь с научными программами, планами, темами. Диссертация
выполнена согласно планам научной работы кафедры математического ана-
лиза Восточноукраинского национального университета имени Владимира
Даля в рамках госбюджетных тем "Аналитические функции в спектраль-
ной теории линейных операторов в гильбертовом пространстве" (номер го-
сударственной регистрации №0108U000152) и "Преобразования Шура для
операторно-значных аналитических функций и его применение к линей-
ным системам и проблеме моментов" (номер государственной регистрации
№0111U000039).

Цели и задачи исследования. Основной целью диссертации является
установление новых свойств неотрицательных симметрических операторов
и их неотрицательных самосопряженных расширений, новых методов описа-
ния квази-самосопряженных m-аккретивных и m-секториальных расширений
неотрицательных симметрических плотно определенных операторов и при-
ложения полученных результатов к симметрическим операторам в моделях
квантовой механики, связанных с точечными взаимодействиями. Задачами
являются:

• дальнейшее исследование симметрических операторов, имеющих дивер-
гентное представление, и их неотрицательных самосопряженных расши-
рений, в частности, экстремальных расширений Фридрихса и Крейна;

• параметризация во внутренних терминах всех квази-самосопряженных
m-аккретивных и m-секториальных расширений неотрицательных сим-
метрических плотно определенных операторов;

• описание расширений Фридрихса и Крейна симметрических операторов
в моделях точечных взаимодейстий в случае бесконечного числа точек
взаимодействия, установление критериев дизъюнктности и трансверсаль-
ности расширений Фридрихса и Крейна;

• исследование на базисность Рисса системы дельта-функций Дирака в
замыкании их линейных оболочек в пространствах Соболева W−1

2 (R),
W−2

2 (Rd), d = 2, 3;

• построение граничных троек и вычисление соответствующих функций
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Вейля для сопряженного минимального оператора Шрёдингера для слу-
чая бесконечного числа точечных взаимодействий на прямой, на плоско-
сти и в пространстве.

Методы исследования. В диссертации используется и развивается под-
ход Арлинского-Цекановского к описанию всех неотрицательных самосопря-
женных расширения неотрицательных симметрических операторов, метод
граничных пар и граничных троек для сопряженного оператора, методы опи-
сания экстремальных расширений операторов заданных в дивергентной фор-
ме.

Научная новизна полученых результатов. Результаты, изложенные
в диссертации, являются новыми:

• доказано, что каждый замкнутый плотно определенный неотрицатель-
ный симметрический оператор Ȧ, имеющий дизъюнктные неотрицатель-
ные самосопряженные расширения допускает бесконечно много факто-
ризаций в виде Ȧ = LL0, где L0 – замкнутый неотрицательный симмет-
рический оператор и L его неотрицательное самосопряженное расшире-
ние; такая же факторизация установлена для неплотно определенного
замкнутого неотрицательного симметрического оператора с бесконечны-
ми индексами дефекта, а в случае конечных индексов дефекта доказана
невозможность такого типа факторизации;

• приведена конструкция неотрицательных плотно заданных симметриче-
ских операторов L0 и их неотрицательных самосопряженных расширений
L таких, что dom (LL0) = {0}, в частности, dom (L2

0) = {0};

• установлена связь постранств Соболева W 2
2 (Rd), d = 1, 2, 3, W 1

2 (R \ Y ) и
гильбертова пространства ℓ2;

• доказано, что системы дельта функций Дирака {δ(· − y), y ∈ Y ⊂
R} ⊂ W−1

2 (R), {δ(· − y), y ∈ Y ⊂ Rd, d = 2, 3} ⊂ W−2
2 (Rd) и

{δ′(· − y), y ∈ Y } ⊂ W−2
2 (R), {δ(· − y), δ′(· − y), y ∈ Y } ⊂ W−2

2 (R)
образуют базисы Рисса в своих замкнутых линейных оболочках, если Y
– счетное множество точек в Rd и inf{|y − y′|, y, y′ ∈ Y, y ̸= y′} > 0;
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• исследованы свойства дизъюнктности и трансверсальности расширений
Фридрихса и Крейна минимальных операторов Шрёдингера соответству-
ющих бесконечному числу точечных взаимодействий: доказана трансвер-
сальность для случая δ, δ′ и δ − δ′ взаимодействий на прямой; доказана
дизъюнктность, но не трансверсальность для случая δ взаимодейтвий на
плоскости; доказаны дизъюнктность и получен критерий трансверсаль-
ности для случая δ взаимодействий в пространстве;

• единообразным способом построены граничные тройки и получены вы-
ражения функций Вейля для случая δ взаимодейтвий на плоскости и в
пространстве; построены базисные граничные тройки для сопряженных
операторов и дана параметризация всех неотрицательных самосопряжен-
ных расширений для операторов A0, A′ и H0;

• развит метод Арлинского-Цекановского для параметризации во внутрен-
них терминах всех квази-самосопряженных m-аккретивных и m-секто-
риальных расширений неотрицательного симметрического плотно задан-
ного оператора, в том числе описаны все квази-самосопряженные m-
аккретивные и m-секториальные гамильтонианы соответствующие конеч-
ному числу δ′ взаимодействий;

• дано описание расширений Фридрихса и Крейна операторов в дивергент-
ной форме, в частности, описаны расширения Фридрихса и Крейна ми-
нимальных операторов Шрёдингера A0, A′ и H0, соответствующих бес-
конечному числу δ, δ′ и δ − δ′ взаимодействий на прямой.

Практическое значение полученых результатов. Результаты дис-
сертации носят теоретический характер. Полученные результаты могут быть
использованы в теории расширений симметрических операторов и ее прило-
жениях к задачам математической физики.

Личный вклад соискателя. Определение направления и плана иссле-
дований, постановка задач и формулирование основных гипотез принадле-
жит научному руководителю. Изложенные в диссертации основные резуль-
таты получены автором самостоятельно. В совместной статье [52] автору дис-
сертации принадлежит доказательство теоремы 3.4 (для m-аккретисного рас-
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ширения), предложения 3.8 и разделы 4 и 5. В [54] – доказательство теоремы
3.4 и раздел 4. В [53] – идея конструкции в 5 разделе принадлежит научно-
му руководителю Ю.М. Арлинскому, а ее реализация – автору диссертации,
теоремы 1.1 и 1.2 также доказаны автором.

Аппробация результатов диссертации. Результаты дисертации были
аппробованы на конференциях:

• международная конференция – 21я Крымская осенняя математическая
школа-симпозиум (КРОМШ-2010), 17-29 сентября 2010г., пос. Батили-
ман, г. Севастополь, Республика Крым, Украина;

• международная конференция по функциональному анализу, посвящен-
ная 90-летию со дня рождения В.Е. Лянце, 17-21 ноября 2010г., г. Львов,
Украина;

• международная конференция – VIII летняя математическая школа Ал-
гебра, Топология, Анализ и приложения, 5-15 июля 2011г., пгт. Лазурное,
Херсонская область, Украина;

• 8я Международная Алгбераическая конференция в Украине, посвящен-
ная 60-летию со дня рождения профессора В.М. Усенко, 5-12 июля 2011г.,
г. Луганск, Украина;

• международная конференция – 22я Крымская Осенняя Математическая
Школа-Сипозиум (КРОМШ-2011), 17-29 сентября 2011г., п. Батилиман,
г. Севастополь, Республика Крым, Украина;

• международная конференция, посвященная 120-летию со дня рождения
С. Банаха, 17-21 сентября 2012г., г. Львов, Украина;

• Крымская Международная Математическая Конференция (КММК-
2013), 23 сентября – 3 октября 2013г., г. Судак, Республика Крым, Укра-
ина;

Публикации по теме диссертации. Основные результаты диссертации
опубликованы в 7 статьях [51, 52, 53, 54, 82, 21, 22] в профильных изданиях (3
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без соавторов [82, 21, 22]) и 7 тезисах докладов на международных научных
конференциях.

Структура и объем работы. Диссертация состоит из вступления, ше-
сти разделов, разбитых на подразделы, выводов и списка литературы, кото-
рый занимает 10 страниц и включает 96 наименований. Объем работы со-
ставляет 140 страницы.

Основные положения, выносимые на защиту.

1. Теоремы о факторизации неотрицательных симметрических операторов
с плотной и неплотной областями определения.

2. Пример конструкции плотно определенного неотрицательного симметри-
ческого оператора L0 и его самосопряженного расширения L таких, что
dom (LL0) = {0}.

3. Теоремы об описании в дивергентной форме расширений Фридрихса и
Крейна неотрицательного симметрического оператора, в частности, опи-
сание расширений Фридрихса и Крейна минимальных операторов Шрё-
дингера, соответствующих точечным δ, δ′, δ − δ′ взаимодействиям на
прямой.

4. Теорема об описании всех квази-самосопряженных m-аккретивных и m-
секториальных расширений неотрицательного симметрического операто-
ра.

5. Теоремы о базисности Рисса дельта-функций Дирака в своих линейных
оболочках

6. Теоремы о свойствах дизъюнктности и трансверсальности расширений
Фридрихса и Крейна минимальных операторов Шрёдингера, соответ-
ствующих точечным взаимодействиям на прямой, на плоскости и в про-
странстве.

12



Глава 1
Обзор литературы по теме диссертации
1.1 Операторы, линейные отношения и формы

Линейный замкнутый оператор S в гильбертовом пространстве H называ-
ется симметрическим [3, 16, 12], если dom (S) плотно в H и выполняется
условие эрмитовости (Sf, g) = (f, Sg), ∀f, g ∈ dom (S). Симметрический
оператор A такой, что ran (A) = H является самосопряженным оператором
[3, 16], а если dom (A) = H, то ограниченным самосопряженным. Если суще-
ствует константа γ ∈ R такая, что выполняется неравенство γ(f, f) ≤ (Sf, f)

для любого f ∈ dom (S), то оператор S называют полуограниченным снизу,
а наибольшее из чисел γ, для которых выполняется неравенство, называется
нижней гранью оператора S. Если нижняя грань равна нулю, то оператор на-
зывают неотрицательным и пишут S ≥ 0. Если A и B два самосопряженных
оператора в H, тогда неравенство A ≥ B означает, что A−B ≥ 0.

Квадратный корень A1/2 неотрицательного самосопряженного оператора
A имеет следующие свойства [16]:

ran (A1/2) =

{
g ∈ H sup

f∈dom (A)

|(f, g)|2

(Af, f)
<∞

}
, (1.1)

||Â−1/2g||2 = sup
f∈dom (A)

|(f, g)|2

(Af, f)
, g ∈ ran (A1/2), (1.2)

lim
z↑0

(
(A− zI)−1g, g

)
=

{
||Â−1/2g||2, g ∈ ran (A1/2),

+∞, g ∈ H \ ran (A1/2).
(1.3)

Квадратный корень A1/2 также, как и A, является неотрицательным и само-
сопряженным.

Линейный оператор T в H называется аккретивным [16], если
Re (Tf, f) ≥ 0, ∀f ∈ dom (T ) и максимальным аккретивным (m-
аккретивным), если является аккретивным и не имеет аккретивных расши-
рений в H.

Числовой областью линейного оператора T является область комплексной
плоскости W (T ) [16, 32]:

W (T ) = {(Tf, f) : ||f || = 1, f ∈ dom (T )}
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Пусть α ∈ (0, π/2). Обозначим следующий сектор комплексной плоскости:

S(α) = {z ∈ C : | arg z| ≤ α}.

Линейный оператор T в H называется секториальным с вершиной в нуле
и полууглом α (см. например [16]), если его числовая область содержится в
секторе S(α) или, что эквивалентно,

|Im (Tf, f)| ≤ tgα · Re (Tf, f), ∀f ∈ dom (T ).

Оператор T называется m-секториальным, если он секториальный и квази-
m-аккретивный. Как и в аккретивном случае, m-секториальный оператор T
плотно определен и его сопряженный T ∗ также является m-секториальным.

Пусть τ [·, ·] полуторалинейная форма в гильбертовом пространстве H,
определенная на линейном многообразии dom (τ). Форма τ называется сим-
метрической если τ [u, v] = τ [v, u] для всех u, v ∈ dom (τ) и неотрицательной
если τ [u] := τ [u, u] ≥ 0 для всех u ∈ dom (τ).

Форма τ называется секториальной [16] с вершиной в точке γ ∈ C и
полууглом α ∈ [0, π/2) если ее числовая область

W (τ) = {τ [u], u ∈ dom (τ), ||u|| = 1}

лежит в секторе {z ∈ C : | arg(z−γ)| ≤ α}, то есть, выполняется неравенство∣∣Im (τ [u]− γ||u||2)
∣∣ ≤ tanα · Re (τ [u]− γ||u||2), u ∈ dom (τ).

Пусть τ [u, v] – замкнутая плотно определенная секториальная форма вH,
тогда по первой теореме о представлении [16, 23] существует единственный
m-секториальный оператор T в H, ассоциированный с τ , то есть dom (T ) ⊂
dom (τ) и

(Tu, v) = τ [u, v] для всех u ∈ dom (T ) и v ∈ dom (τ).

Сопряженный оператор T ∗ ассоциирован с сопряженной формой τ ∗.
Если форма τ плотно определенная, симметричная, замкнутая и ограни-

ченная снизу, то ассоциированный с ней оператор T , самосопряжен и имеет
ту же нижнюю грань, что и форма.
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Если τ – плотно определенная замкнутая неотрицательная симметриче-
ская форма, то по второй теореме о представлении [16, 23]:

dom (τ) = dom (T 1/2), τ [u, v] = (T 1/2u, T 1/2v) для всех u, v ∈ dom (τ).

Линейным отношением в гильбертовом пространстве H называется под-
пространство в H2 := H × H. Скалярное произведение в H2 определяется
следующим образом (см. например [16, 40]):

(u⃗, v⃗)H2 = (u1, v1) + (u2, v2)

для u⃗ = ⟨u1, u2⟩ , v⃗ = ⟨v1, v2⟩ ∈ H2. В частности график линейного опреатора
T в H:

Gr(T ) = {⟨h, Th⟩ , h ∈ dom (T )}

является линейным отношением.
Подпространство

T(0) = {x′ ∈ H : ⟨0, x′⟩ ∈ T}

называется многозначной частью линейного отношения T. Подпространство
T⊖⟨0,T(0)⟩ является графиком линейного оператора T , dom (T ) = dom (T),
которое называется операторной частью линейного отношения T. Очевидно,
что Tx = Tx⊕T(0).

Обозначим через R[T] линейное многообразие ran (T 1/2)⊕T(0).
Пусть T1 и T2 два неотрицательных самосопряженных линейных отно-

шения, тогда неравенство T1 ≤ T2 означает, что D[T1] ⊇ D[T2] и T1[u] ≤
T2[u], u ∈ D[T2].

Теорема 1.1.1 ([60]). Пусть T1 и T2 два неотрицательных самосопря-
женных линейных отношения в H. Тогда следующие утверждения экви-
валентны: 1) T1 ≥ T2; 2) T−1

1 ≤ T−1
2 ; 3) R[T2] ⊆ R[T1], T−1

1 [T2(u)] ≤
(T2(u), u), ∀u ∈ dom (T2).

Отметим также, что

R[T] =

{
h ∈ H : sup

f∈dom (T)

|(h,f)|2
(T(f),f) <∞

}
=

=

{
h ∈ H : lim

x↓0
((T+ xI)−1h, h) <∞

} (1.4)
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и, если h ∈ R[T], то sup
f∈dom (T)

|(h,f)|2
(T(f),f) = lim

x↓0
((T+ xI)−1h, h) = T−1[h].

1.2 Самосопряженные расширения симметрических операторов

1.2.1 Расширение по Фридрихсу

Пусть T плотно определенный секториальный оператор в гильбертовом про-
странстве H. Тогда форма τ [u, v] = (Tu, v), dom (τ) = dom (T ) является за-
мыкаемой [16]. Обозначим через T [u, v] замыкание формы τ [u, v]. Оператор
TF ассоциированный с формой T [u, v] является m-секториальным и называ-
ется расширением по Фридрихсу или фридрихсовым расширением оператора
T [16]. Из всех m-секториальных расширений T̃ секториального оператора T
фридрихсово расширение TF имеет наименьшую область определения ассо-
циированной формы, то есть D[TF ] = D[T ] ⊂ D[T̃ ].

Фридрихсово расширение первоначально определялось для симметриче-
ских полуограниченных операторов S [11]. В этом случае SF является полу-
ограниченным самосопряженным оператором [16] и

dom (SF ) = D[S] ∩ dom (S∗), SF = S∗ � dom (SF ).

Пусть Nz = ker (S∗ − zI) – дефектное подпространство, тогда D[S] ∩ Nz =

{0}, z ∈ ρ(SF ). Фридрихсово расширение оператора T является его един-
ственным m-секториальным расширением имеющим область определения в
D[T ]. Поскольку dom (S

1/2
F ) = D[S] = D[SF ], тогда исходя из (1.4), имеем:

ran (S
1/2
F ) =

{
h ∈ H : sup

φ∈dom (S)

|(h, φ)|2

(Sφ, φ)
<∞

}
(1.5)

и
sup

φ∈dom (S)

|(h, φ)|2

(Sφ, φ)
= ||Ŝ−1/2

F h||2, h ∈ ran (S
1/2
F ). (1.6)

Фридрихсово расширение неплотно определенного неотрицательного эр-
митового оператора A это линейное отношение:

AF = Gr((PH0
A)F )⊕ ⟨0,B⟩, (1.7)

где H0 = dom (A), B = H ⊖ H0, и оператор (PH0
A)F это фридрихсово рас-

ширение оператора PH0
A в гильбертовом пространстве H0.
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1.2.2 Дробно-линейные преобразования и неотрицательные само-
сопряженные расширения (теория М.Г. Крейна)

Пусть S неотрицательный симметрический оператор в гильбертовом про-
странстве H, определим оператор A [16, 23]:

A(f + Sf) = f − Sf, f ∈ dom (S), dom (A) = (S + I)dom (S).

Тогда, оператор A является симметирческим и ||A|| ≤ 1, ker (A + I) = {0}.
Взаимно однозначное соответствие между операторами S иA можно записать
в виде: A = (I − S)(I + S)−1. Оператор A является самосопряженным в том
и только в том случае, если S самосопряжен.

Пусть теперь A замкнутый неплотно заданый dom (A) ̸= H эрмитов опе-
ратор и ||A|| ≤ 1. Если Ã ограниченное самосопряженное расширение опе-
ратора A с нормой ∥Ã∥ = ∥A∥, то S̃ = (I − Ã)(I + Ã)−1 – неотрицательное
самосопряженное расширение оператора S [23]. Таким образом, Крейн свел
проблему описания всех неотрицательных самосопряженных расширений S̃

неограниченного неотрицательного симметрического оператора S к описанию
всех ограниченных самосопряженных расширений Ã, ∥Ã∥ ≤ 1, неплотного
заданного ограниченного эрмитова сжатия A.

Теорема 1.2.1 ([23]). Множество всех самосопряженных расширений Ã

оператора A таких, что ||Ã|| = 1, имеет минимальный Aµ и максимальный
элемент AM и состоит из тех и только тех элементов Ã, для которых
выполняется неравенство, в смысле ассоциированных квадратичных форм:

Aµ ≤ Ã ≤ AM .

Неотрицательное самосопряженное расширение S̃ оператора S называет-
ся экстремальным [41], если:

inf
{
S̃[u− φ] : φ ∈ dom (S)

}
= 0, ∀u ∈ D[S̃].

Среди всех неотрицательных самосопряженных расширений S̃ выделим два
экстремальных [16, 23]:

SF = (I − Aµ)(I + Aµ)
−1, SK = (I − AM)(I + AM)−1.
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Расширение SF называют жестким расширением или расширением Фридрих-
са, а SK – мягким расширением или расширением Крейна. Оператор S имеет
единственное неотрицательное самосопряженное расширение в том и только
в том случае, если SK = SF .

Пусть S замкнутый симметрический (не самосопряженный) оператор, то-
гда dimN−1 > 0, где N−1 := ker (S∗ + I) = H ⊖ dom (A).

Теорема 1.2.2 ([23]). Плотно определенный оператор S имеет единствен-
ное неотрицательное самосопряженное расширение тогда и только тогда,
когда для любого φ ∈ N−a, a > 0 выполняется условие:

sup
f∈dom (S)

|(f, φ)|2

(Sf, f)
= ∞.

В силу (1.5) это условие эквивалентно ran (S
1/2
F )∩N−a = {0} или, с учетом

равенства (SF −zI)(SF −λI)−1Nz = Nλ, z, λ ∈ ρ(SF ), следующему условию:

ran (S
1/2
F ) ∩Nz = {0}, ∀z ∈ ρ(SF ).

Пусть S1 и S2 неотрицательные самосопряженные операторы и a > 0,
тогда неравенство (S1 + aI)−1 ≤ (S2 + aI)−1 эквивалентно следующим двум
условиям: D[S1] ⊂ D[S2] и S1[f, f ] ≥ S2[f, f ], ∀f ∈ D[S1].

Теорема 1.2.3 ([23]). Пусть S замкнутый плотно определенный неотри-
цательный симметрический оператор в H, S̃ – его неотрицательное само-
сопряженное расширение, тогда для любого a > 0:

(SF + aI)−1 ≤ (S̃ + aI)−1 ≤ (SK + aI)−1

и, следовательно,

D[SF ] ⊂ D[S̃] ⊂ D[SK ], SK [f ] ≤ S̃[f ],

S[f ] = SF [f ] = S̃[f ], ∀f ∈ D[SF ].
(1.8)

1.2.3 Расширение Крейна

Расширения Фридрихса и Крейна экстремальные, более того [44, 45], расши-
рение Крейна SK это единственное экстремальное неотрицательное самосо-
пряженное расширение оператора S имеющее максимальную область опре-
деления его замкнутой ассоциированной формы.
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Для формы Крейна справедливы следующие соотношения [39]:

D[SK ] = dom (S
1/2
K ) =

{
h ∈ H : sup

f∈dom (S)

|(h,Sf)|2
(Sf,f) <∞

}
,

sup
f∈dom (S)

|(h, Sf)|2

(Sf, f)
= ∥S1/2

K h∥2 = SK [h], h ∈ D[SK ].

(1.9)

Для формы, ассоциированной с неотрицательным самосопряженным рас-
ширением S̃ оператора S, справедливы формулы:

D[S̃] = D[S]uNz ∩ D[S̃],

S̃[f, h] = (f, S∗h), f ∈ D[S], h ∈ D[S̃] ∩ dom (S∗).
(1.10)

Из (1.9) и (1.6) следует эквивалентность [39] h ∈ dom (S∗) ∩ D[SK ] ⇐⇒
S∗h ∈ ran (S

1/2
F ), и равенство SK [h] = S−1

F [S∗h], h ∈ dom (S∗) ∩ D[SK ]. В
частности, Nz ∩ D[SK ] = Nz ∩ ran (S

1/2
F ) и

SK [φz] = |z|2S−1
F [φz], φz ∈ Nz ∩ D[SK ]. (1.11)

Из (1.10), (1.11) и поляризационного тождества следует, что для всех f, g ∈
D[S], φz, ψz ∈ Nz ∩ D[SK ] и z ∈ ρ(SF ):

SK [f + φz, g + ψz] =
(
S
1/2
F f + zŜ

−1/2
F φz, S

1/2
F g + zŜ

−1/2
F ψz

)
.

Следующая теорема дает описание всех замкнутых форм ассоциирован-
ных с неотрицательными самосопряженными расширениями оператора S.

Теорема 1.2.4 ([44, 50]). Если S̃ неотрицательное самосопряженное рас-
ширение неотрицательного симметрического оператора S, тогда форма
(S̃u, v) − SK [u, v], u, v ∈ dom (S̃), является неотрицательной и замыкае-
мой в гильбертовом пространстве D[SK ]. Более того, формулы

D[S̃] = dom (η), S̃[u, v] = SK [u, v] + η[u, v], u, v ∈ D[S̃]

дают взаимно однозначное соответствие между всеми замкнутыми фор-
мами S̃[·, ·] ассоциированными с неотрицательными самосопряженными
расширениями S̃ оператора S и всеми неотрицательными полуторалиней-
ными формами η[·, ·] замкнутыми в гильбертовом пространстве D[SK ] и
такими, что η[φ] = 0 для всех φ ∈ D[S].
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Замкнутая форма ассоциированная с экстремальным расширением яв-
ляется замкнутым сужением формы SK [·, ·] на линейное многообразие M
такое, что D[S] ⊆ M ⊆ D[SK ].

Предложение 1.2.5 ([79]). Если неплотно определенный неотрицательный
симметрический оператор A допускает дизъюнктные неотрицательные са-
мосопряженные расширения, то расширение Крейна AK является операто-
ром.

Отметим, что в [63] найдено приложение расширения Крейна к задачам
теории упругости.

1.2.4 Укороченные операторы Крейна

Пусть H – гильбертово пространство, B – неотрицательный ограниченный
оператор в H и K – замкнутое подпространство в H.

Теорема 1.2.6 ([23]). Среди множества Q всех операторов Z, удовлетво-
ряющих двум условиям: Z ≤ B и ran (Z) ⊂ K, всегда найдется макси-
мальный оператор BK, такой, что

BK = B1/2PLB
1/2,

где PL – ортопроектор на пространство L = {f ∈ H : B1/2f ∈ K}

Оператор BK обладает свойствами: ran (BK) ⊂ ran (B1/2) и, следователь-
но, [23]

ran (BK) ⊂ ran (B
1/2
K ) = K ∩ ran (B1/2). (1.12)

Отметим также, что

(BKf, f) = inf
φ∈K⊥

{(B(f + φ), f + φ), f ∈ H} и BK = B
ran (B

1/2
K )
. (1.13)

Нетрудно видеть [23], что

BK = 0 ⇔ ran (B
1/2
K ) = K ∩ ran (B1/2) = {0}. (1.14)

Равенство BKf = Bf справедливо для тех и только тех f ∈ H, для которых
Bf ∈ K.
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Если существует ограниченный обратный оператор B−1, то оператор BK �
K имеет обратный оператор B−1

K (см. [23]):

B−1
K f = PKB

−1PKf, f ∈ K.

Пусть теперь B – ограниченный самосопряженный блочный оператор, за-
данный матрицей

B =

(
B11 B12

B∗
12 B22

)
:

K
⊕
K⊥

→
K
⊕
K⊥

,

где B11 ∈ L(K), B22 ∈ L(K⊥), B12 ∈ L(K⊥,K).
Тогда оператор B является неотрицательным в том и только том случае,

когда [24]

B22 ≥ 0, ran (B∗
12) ⊂ ran (B

1/2
22 ), B11 ≥

(
B

[−1/2]
22 B∗

12

)∗ (
B

[−1/2]
22 B∗

12

)
.

Оператор BK задается блочной матрицей:

BK =

B11 −
(
B

[−1/2]
22 B∗

12

)∗ (
B

[−1/2]
22 B∗

12

)
0

0 0

 .

Пусть Ṡ замкнутое неплотно определенное симметрическое сжатие в гиль-
бертовом пространствеH и оператор S его самосопряженное сжимающее рас-
ширение. Преобразование Кэли оператора Ṡ: Ȧ = (I−Ṡ)(I+Ṡ)−1 – это плотно
определенный замкнутый неотрицательный симметрический оператор. Пусть
N = H⊖dom (Ṡ) = N−1(Ȧ). Жесткое Sµ и мягкое SM расширения оператора
Ṡ могут быть определены следующим образом [23]:

Sµ = S − (I + S)N, SM = S + (I − S)N. (1.15)

Таким образом, экстремальные самосопряженные сжимающие расширения
Sµ и SM оператора Ṡ удовлетворяют условию:

(IH + Sµ)N = (IH − SM)N = 0.

Операторный интервал [Sµ, SM ] можно параметризовать так [24]:

[Sµ, SM ] ∋ S ⇐⇒ S = Sµ + (SM − Sµ)
1/2X(SM − Sµ)

1/2, (1.16)
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где X – неотрицательное самосопряженное сжатие в подпространстве
ran (SM − Sµ)(⊆ N).

Предложение 1.2.7 ([48, 49]). (1) Пусть B – неотрицательный самосопря-
женный оператор и пусть S его преобразование Кэли: S = (I−B)(I+B)−1.

Тогда

D[B] = ran ((I + S)1/2),

B[u, v] = −(u, v) + 2
(
(I + S)−1/2u, (I + S)−1/2v

)
, u, v ∈ D[B].

(2) Пусть Ȧ – замкнутый неотрицательный симметрический оператор и
пусть A его неотрицательное самосопряженное расширение (в общем слу-
чае - линейное отношение). Если Ṡ = (I− Ȧ)(I+ Ȧ)−1, S = (I−A)(I+A)−1,
то D[A] = D[Ȧ]u ran ((S − Sµ)

1/2).

1.2.5 Единственность, дизъюнктность, трансверсальность

Приведем сводные условия единственности, дизъюнктности и трансвер-
сальности самосопряженных расширений неотрицательного симметрического
оператора в следующих предложениях.

Пусть A – неотрицательный симметрический оператор в H и оператор S
его преобразование Кэли. Исходя из (1.1), (1.9) и теоремы 1.2.2, следует

Предложение 1.2.8 ([60]). Следующие условия эквивалентны:

(i) оператор A имеет единственное неотрицательное самосопряженное
расширение (AF = AK),

(ii) inf
v∈dom (A)

|(v,φ−a)|2
(Av,v) = ∞, для всех не нулевых векторов φ−a из дефектного

подпространства N−a(A), где a > 0,

(iii) ran (A1/2
F ) ∩N−a(A) = {0}, a > 0,

(iv) dom (A1/2
K ) ∩N−a(A) = {0}, a > 0.

Определение 1.2.9. Два самосопряженных расширения Ã1 и Ã2 симмет-
рического оператора A называются:

• дизъюнктными, если dom (Ã1) ∩ dom (Ã2) = dom (A),

22



• трансверсальными, если dom (Ã1) + dom (Ã2) = dom (A∗).

Справедливы следующие эквивалентности:

A1 и A2 дизъюнктны ⇔ ran
(
(A1 − λI)−1 − (A2 − λI)−1

)
= Nλ,

A1 и A2 трансверсальны ⇔ ran
(
(A1 − λI)−1 − (A2 − λI)−1

)
= Nλ.

(1.17)

Предложение 1.2.10 ([45, 46, 60, 79, 27]). Следующие условия эквивалент-
ны:

(i) расширения Фридрихса AF и Крейна AK оператора A дизъюнктны,

(ii) оператор A имеет два дизъюнктных неотрицательных самосопряжен-
ных расширения,

(iii) Nz(A) ∩ dom (A1/2
K ) плотно в Nz(A) хотя бы для одного (значит для

всех) z ∈ C \ [0,∞),

(iv) N−1(A) ∩ ran (A1/2
F ) плотно в N−1(A),

(v) ker (SM − Sµ) = dom (S)(= ran (A+ I)),

(vi) из lim
n→∞

(I + AA∗)−1/2Aφn = g и lim
n→∞

(Aφn, φn) = 0 следует, что g = 0

(для плотно определенного A).

Предложение 1.2.11 ([45, 46, 60, 79, 27]). Следующие условия эквивалент-
ны:

(i) расширения Фридрихса AF и Крейна AK оператора A трансверсаль-

ны,

(ii) оператор A имеет два трансверсальных, неотрицательных, самосопря-
женных расширения,

(iii) ran (A∗) ⊂ ran (A1/2
F ),

(iv) dom (A∗) ⊂ dom (A1/2
K ),

(v) Nz(A) ⊂ dom (A1/2
K ) хотя бы для одного (значит для всех) z ∈ C\[0,∞),

(vi) Nz(A) ⊂ ran (A1/2
F ) хотя бы для одного (значит для всех) z ∈ C\ [0,∞),
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(vii) ran (SM − Sµ) = N(= N−1),

(viii) sup
f∈dom (A)

||(I +AA∗)−1/2Af ||2

(Af, f)
<∞ (для плотно определенного A).

1.2.6 Расширения положительно определенных операторов

Если оператор S положительно определен, то есть его нижняя грань положи-
тельна [23]: m(S) = sup

f∈dom (S)

(f,f)
(Tf,f) > 0, то фридрихсово расширение SF также

положительно определено и имеет ту же нижнюю грань, что и оператор S.
Расширение Крейна характеризуетя следующими равенствами:

dom (SK) = dom (S)u ker (S∗), D[SK ] = D[S]u ker (S∗). (1.18)

Более того, dom (S∗) = dom (SF )u ker (S∗) и для всякого полуограничен-
ного самосопряженного расширения S̃ оператора S:

D[S̃] = D[S]u (D[S̃] ∩ ker (S∗), S̃[g, φ] = 0, ∀g ∈ D[S], φ ∈ ker (S∗) ∩ D[S̃].

Для неотрицательности S̃ необходимо и достаточно, чтобы S̃[φ, φ] ≥ 0, ∀φ ∈
ker (S∗) ∩ D[S].

Теорема 1.2.12 ([6]). Пусть S положительно определенный симметриче-
ский оператор. Тогда формула

dom (S̃) = dom (S)u (C̃ + S−1
F )dom (C̃)u (ker (S∗)⊖ dom (C̃)),

S̃ = S∗ � dom (S̃)
(1.19)

дает взаимно однозначное соответствие между всеми неотрицательны-
ми самосопряженными расширениями S̃ оператора S и всеми самосопря-
женными неотрицательными операторами C̃ в подпространстве N :=

dom (C̃) ⊆ ker (S∗). Ассоциированные замкнутые формы для S̃ имеют сле-
дующий вид

D[S̃] = D[S]u ran (C̃1/2)u (ker (S∗)⊖ dom (C̃)),

S̃[f + h1 + h2] = S[f ] + C̃−1[h1],

f ∈ D[S], h1 ∈ ran (C̃1/2), h2 ∈ ker (S∗)⊖ dom (C̃).

(1.20)
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Пусть

C̃ =
{
⟨h1, C̃h1 + h2⟩, h1 ∈ dom (C̃), h2 ∈ ker (S∗)⊖ dom (C̃)

}
неотрицательное линейное отношение и B̃ = C̃−1 его обратное линейное от-
ношение. Тогда формулы (1.19) и (1.20) могут быть записаны в терминах
линейных отношений.

Теорема 1.2.13 ([6]). Пусть S положительно определенный симметриче-
ский оператор. Тогда формула

dom (S̃) = dom (S)u (I + S−1
F B̃)dom (B̃), S̃ = S∗ � dom (S̃)

дает взаимно однозначное соответствие между всеми неотрицательными
самосопряженными расширениями S̃ оператора S и всеми самосопряжен-
ными неотрицательными линейными отношениями B̃ в подпространстве
ker (S∗). Ассоциированные замкнутые формы для S̃ имеют следующий вид

D[S̃] = D[S]uD[B̃], S̃[f + h] = S[f ] + B̃[h], f ∈ D[S], h ∈ D[B̃].

С учетом формул (1.18) линейное отношение BK = {⟨h, 0⟩, h ∈ ker (S∗)

соответствует расширению Крейна (является оператором, если B = BK = 0),
BF = {⟨0, h⟩, h ∈ ker (S∗) соответствует расширению Фридрихса.

1.2.7 Граничные тройки

Пусть S замкнутый плотно опредленный симметрический оператор в гиль-
бертовом пространстве H с равными дефектными числами, конечными или
бесконечными: n±(S) = dim (N±i) ≤ ∞. Тогда, для оператора S∗ существует
и не единственно пространство граничных значений.

Определение 1.2.14 ([7, 11, 78, 17]). Тройка Π = {H,Γ0,Γ1}, где H гиль-
бертово пространство, Γ0, Γ1 линейные отображения dom (S∗) → H, на-
зывается пространством граничных значений или граничной тройкой для
оператора S∗, если:

1) для любых f, g ∈ dom (S∗) выполняется тождество Грина:

(S∗f, g)H − (f, S∗g)H = (Γ1f,Γ0g)H − (Γ0f,Γ1g)H; (1.21)
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2) отображение Γ : f 7→ {Γ0f,Γ1f} – сюрьекция dom(A∗) → H⊕H.

С каждой граничной тройкой Π = {H,Γ0,Γ1} для оператора S∗ связаны
два самосопряженных расширения S0 и S1 оператора S:

S0 = S∗ � ker (Γ0) и S1 = S∗ � ker (Γ1).

Заметим, что dom (S) = dom (S0) ∩ dom (S1) и dim (H) = n±(S).

Расширение S̃ оператора S называется квази-самосопряженным или соб-
ственным, если S ⊂ S̃ ⊂ S∗.

Теорема 1.2.15 ([41]). Пусть S замкнутый плотно определенный симмет-
рический оператор в гильбертовом пространстве H и Π = {H,Γ0,Γ1} гра-
ничная тройка для S∗. Тогда отображение:

S̃ := SΘ → Θ := Γ(dom (S̃)) = {(Γ0f,Γ1f), f ∈ dom (S̃)} (1.22)

устанавливает взаимно однозначное соответствие между множеством
всех собственных замкнутых расширений S̃ оператора S и множеством
всех замкнутых линейных отношений Θ в H×H. Для расширения SΘ спра-
ведливы следующие утверждения:

1) (SΘ)
∗ = SΘ∗ для любого замкнутого линейного отношения Θ;

2) расширение SΘ является самосопряженным в том и только в том слу-
чае, если линейное отношение Θ самосопряженное.

Определение 1.2.16 ([41, 50]). Граничная тройка {H,Γ0,Γ1} называется
базисной, если SF = S0 и SK = S1.

В этом случае SK [f, g] = (S∗f, g)− (Γ1f,Γ0g)H, f, g ∈ dom (S∗).

Теорема 1.2.17 ([41]). Пусть S плотно определенный неотрицательный
симметрический оператор с трансверсальными расширениями по Фридрих-
су и Крейну и Π = {H,Γ0,Γ1} базисная граничная трочка для S∗. То-
гда отображение (1.22) устанавливает взаимно однозначное соответствие
между всеми неотрицательным самосопряженными линейными отноше-
ниями Θ в H и всеми неотрицательными самосопряженными расширени-
ями SΘ ⊆ S∗ оператора S.
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Пусть операторы L1 и L2 такие, что

dom (L1) и dom (L2) плотны в H, L1, L2 ∈ C(H, H) : L1 ⊂ L2. (1.23)

Согласно работам В.Е. Лянце и О.Г. Сторожа [84, 26], пара {H,Γ} назы-
вается граничной парой для L1 ⊂ L2, если H – гильбертово пространство,

Γ ∈ L (dom (L2),H) и ker (Γ) = dom (L1), ran (Γ) = H.

Пусть {H,Γ} – граничная пара для L1 ⊂ L2. Тогда существует линейный
оператор G ∈ L(dom (L∗

1),H) такой, что {H, G} является граничной парой
для L∗

2 ⊂ L∗
1 и выполняется тождество Грина

(L∗
1f, u)H − (f, L2u)H = (Gf,Γu)H, f ∈ dom (L∗

1), u ∈ dom (L2). (1.24)

Определение 1.2.18 ([26]). Пусть H, G и Γ определены выше. Тогда трой-
ка {H, G,Γ} называется граничной тройкой для пары операторов L1 ⊂ L2.

1.2.8 γ-поле и функция Вейля

Определение 1.2.19 ([70]). Пусть Π = {H,Γ0,Γ1} граничная тройка для
S∗, тогда операторно-значные функции γ(z) : ρ(S) → L(H, H) и M(z) :

ρ(S) → L(H)

γ(z) := (Γ0 � Nz)
−1, M(z) := Γ1γ(z), z ∈ ρ(S), (1.25)

называются γ-полем и функцией Вейля, соответственно.

Функция Вейля M(·) и γ-поле γ(·) голоморфны на ρ(S0) и функция Вей-
ля является неванлинновской R-функцией. Отметим, что γ(z) = (Γ1(S0 −
zI)−1)∗.

Теорема 1.2.20 ([71]). Пусть S замкнутый плотно определенный неот-
рицательный симметрический оператор, совокупность Π = {H,Γ0,Γ1} –
граничная тройка для S∗ такая, что S0 ≥ 0 и M(·) соответствующая
функция Вейля. Тогда справедливы следующие утверждения:

1) существует сильный резольвентный предел

M(0) := s−R− lim
x↑0

M(x)

(
M(−∞) := s−R− lim

x↓−∞
M(x)

)
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который является полуограниченным снизу (сверху) самосопряженным
линейным отношением в H;

2) линейное отношение M(0) (M(−∞)) ассоциировано с замкнутой квад-
ратичной формой

t0[h] = s−R− lim
x↑0

(M(x)h, h)(
t−∞[h] = s−R− lim

x↓−∞
(M(x)h, h)

) (1.26)

с областью определения

dom (t0) =

{
h : s−R− lim

x↑0
(M(x)h, h) <∞

}
(
dom (t−∞) =

{
h : s−R− lim

x↓−∞
(M(x)h, h) <∞

})
;

(1.27)

3) расширения S0 и SK дизъюнктны в том и только в том случае, если
M(0) является оператором (M(0) ∈ C(H)) и трансверсальны в том и
только в том случае, если M(0) ограниченный оператор в H;

4) расширения Фридрихса SF и Крейна SK определяются с помощью сле-
дующих граничных условий:

dom (SK) = {f ∈ dom (S∗) : (Γ0f,Γ1f) ∈M(0)} , SK = S∗ � dom (SK),

dom (SF ) = {f ∈ dom (S∗) : (Γ0f,Γ1f) ∈M(−∞)} , SF = S∗ � dom (SF ),

если M(0),M(−∞) ∈ C(H), то

dom (SK) = ker (Γ1 −M(0)Γ0), dom (SF ) = ker (Γ1 −M(−∞)Γ0);

5)
S0 = SF ⇐⇒ lim

x↓−∞
(M(x)h, h) = −∞, ∀h ∈ H \ {0},

S0 = SK ⇐⇒ lim
x↑0

(M(x)h, h) = +∞, ∀h ∈ H \ {0};

6) если S0 = SF , то отображение (1.22) устанавливает взаимно однознач-
ное соответствие между всеми неотрицательными самосопряженны-
ми расширениями S̃ = SΘ оператора S и всеми самосопряженными ли-
нейными отношениями Θ такими, что M(0) ≤ Θ.
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1.2.9 Неотрицательные самосопряженные расширения во внут-
ренних терминах (подход Арлинского-Цекановского)

Пусть S замкнутый плотно определенный симметрический оператор в гиль-
бертовом пространстве H, Nz = ker (S∗ − zI), Im z ̸= 0 – его дефектное
подпространство. Согласно первой формуле Неймана, область определения
сопряженного оператора S∗ представляется в виде прямой суммы:

dom (S∗) = dom (S)uNz uNz, Im z ̸= 0.

Будем рассматривать область определения сопряженного оператора dom (S∗)

как гильбертово пространство H+ со скалярным произведением:

(f, g)+ = (f, g) + (S∗f, S∗g).

Тогда H+ имеет (+)-ортогональное разложение: H+ = dom (S) ⊕+ Ni ⊕+

N−i. Пусть f, g ∈ Ni ⊕+ N−i, тогда S∗2f = −f, (S∗f, S∗g)+ = (S∗f, S∗g) +

(S∗2f, S∗2g) = (f, g)+.

Зафиксируем самосопряженное расширение A опертора S и обозначим:

NA = dom (A)⊖ dom (S), MA = H+ ⊖ dom (A),

тогда справедливы равенства:

dom (A) = dom (S)⊕NA, H+ = dom (S)⊕NA ⊕MA

По второй формуле Неймана [3] самосопряженному расширению A оператора
S соответствует фиксированный изометрический оператор V из Ni на N−i и

NA = (I + V )Ni, MA = (I − V )Ni.

Тогда справедливы следующие равенства (см. [59] и[26]):

MA = ANA, NA = S∗MA, (A+ iI)NA = Ni, (A− iI)NA = N−i,

NA = {f ∈ dom (A) : S∗Af = −f}, MA = {f ∈ dom (S∗) : AS∗f = −f}.

Пусть S неотрицательный оператор и A = SF его фридрихсово расшире-
ние, в этом случае обозначим:

NF = NA, MF = MA = SFNF ,

dom (SF ) = dom (S)⊕NF , H+ = dom (S)⊕NF ⊕ SFNF .
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Пусть N0 := ran (S
1/2
F ) ∩NF . Предположим, что N0 ̸= 0 и определим на

N0 неотрицательную полуторалинейную форму ω0:

ω0[e, g] = (Ŝ
−1/2
F e, Ŝ

−1/2
F g)+. (1.28)

Форма ω0 является замкнутой в H+ [60].
Пусть W0 (+)-неотрицательное линейное отношение в NF ассоциирован-

ное с замкнутой формой ω0 [60]. Поскольку ω0[e] > 0 для всех 0 ̸= e ∈
N0, то ker (W0) = {0}. Отсюда, W−1

0 (0) = 0, а значит, dom (W−1
0 ) =

NF , тогда dom (W−1
0 ) = dom (W−1

0 ) и ran (W−1
0 ) = ran (W−1

0 ), где (+)-
самосопряженный неотрицательный оператор W−1

0 – операторная часть ли-
нейного отношения W−1

0 . То есть, линейное отношение W−1
0 является графи-

ком оператора W−1
0 . Очевидно, что ker (W−1

0 ) = W0(0) = NF ⊖N0.

Теорема 1.2.21 ([60]). Оператор S имеет единственное неотрицательное
самосопряженное расширение в том и только в том случае, если N0 = {0}.
Пусть N0 ̸= {0}, тогда формулами

dom (S̃) = dom (S)⊕ (I + SF Ũ)dom (Ũ),

S̃(φ+ h+ SF Ũh) = SF (φ+ h)− Ũh, φ ∈ dom (S), h ∈ dom (Ũ),
(1.29)

описывается взаимно однозначное соответствие между всеми неотрица-
тельными самосопряженными расширениями S̃ оператора S и всеми (+)-
самосопряженными операторами Ũ в NF такими, что

0 ≤ Ũ ≤ W−1
0 . (1.30)

Теорема 1.2.22 ([60]). Пусть N0 ̸= {0}, S неотрицательный симметриче-
ский оператор и S̃ его неотрицательное самосопряженное расширение опре-
деленное в теореме 1.2.21, где оператор Ũ удовлетворяет условию (1.30),
тогда выполняются равенства:

D[S̃] = D[S]u SF ran (Ũ
1/2), φ ∈ D[S], h ∈ ran (Ũ 1/2)

S̃[φ+ SFh] = ∥S1/2
F φ− Ŝ

−1/2
F h∥2 + Ũ−1[h]− ω0[h].

(1.31)

Пусть N0 ̸= 0 и возьмем в формуле (1.29) Ũ = W−1
0 , получим расширение
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Крейна [60]:

dom (SK) = dom (S)u (I + SFW
−1
0 )dom (W0),

D[SK ] = D[S]u SFN0,

SK [φ+ SFh] = ∥S1/2
F φ− S̃

−1/2
F h∥2, φ ∈ D[S], h ∈ N0.

(1.32)

Из (1.32) следует, что для всех g ∈ D[SK ]

inf
{
||S1/2

K (g − φ)||2, φ ∈ dom (S)
}
= 0. (1.33)

Пусть

dom (S0) = dom (SF ) ∩ dom (SK) = dom (S)uW(0), S0 = SF � dom (S0),

тогда по теореме 1.29 для любого неотрицательного самосопряженного рас-
ширения S̃ оператора S имеем S̃ ⊃ S0. Таким образом, расширение Фридрих-
са SF и расширение Крейна SK дизъюнктны в том и только в том случае,
если N0 плотно в NF , и трансверсальны в том и только в том случае, если
N0 = NF .

1.3 Квази-самосопряженные расширения симметрических опера-
торов

Пусть S плотно заданый неотрицательный симметрический оператор в
гильбертовом пространстве H. Описание всех квази-самосопряженных m-
аккретивных расширений через дробно-линейные преобразование дано в [2]
и через пространства граничных значений в работах [41, 14, 71, 18, 29], (см.
также обзор [61]).

Пусть α ∈ (0, π/2), тогда ограниченный оператор T на H принадлежит
классу CH(α) [1] если

∥T sinα± i cosα I∥ ≤ 1. (1.34)

Очевидно, что T принадлежит CH(α) в том и только в том случае, если T ∗

принадлежит CH(α). Положим

DT = (I − T ∗T )1/2, DT = ran (DT ),

тогда условие (1.34) эквивалентно каждому из следующих двух [42]:

|(TIf, f)| ≤
tgα

2
∥DTf∥2, ∀f ∈ H;
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или

оператор (I − T ∗)(I + T ) - m-α-секториальный.

Более того, из (1.34) следует, что операторы принадлежащие CH(α) являются
сжимающими.

Отметим, что дробно-линейное преобразование T = (I − S)(I + S)−1 m-
α-секториального оператора S есть оператор класса CH(α).

Пусть A неплотно определенное эрмитово сжатие в гильбертовом про-
странстве H с областью определения dom (A) =: H0 и пусть N := H ⊖ H0.
Обозначим через P0 и PN операторы отртогонального проектирования вH на
подпространства H0 и N . Тогда оператор A0 = P0A является сжимающим и
самосопряженным в H0. Пусть DA0

= (I−A2
0)

1/2 – дефектный оператор опре-
деленный через A0. Оператор A21 = PNA также является сжимающим, более
того из A∗A ≤ I следует, что A∗

21A21 ≤ D2
A0

. Тогда, следующее равенство
определяет сжимающий оператор K0 из DA0

:= ran (DA0
) в N [72],[73]:

K0DA0
f = PNAf, f ∈ dom (A).

Следовательно, мы можем записать следующее разложение эрмитового сжа-
тия A:

A =

(
P0A

PNA

)
= A0 +K0DA0

=

(
A0

K0DA0

)
. (1.35)

Линейный оператор T называется квази-самосопряженным сжимающим
расширением оператора A [55, 56, 2], если

dom (T ) = H, T ⊃ A, T ∗ ⊃ A, ||T || ≤ 1.

Множество всех сжимающих расширений оператора A формирует оператор-
ный интервал [Aµ, AM ] [23], где крайние операторы для всех h ∈ H удовле-
творяют услвоиям

inf{((I + Aµ)(h− f), h− f), f ∈ H0} = 0,

inf{((I − AM)(h− f), h− f), f ∈ H0} = 0.

Эти условия эквивалентны следующим:

ran ((I + Aµ)
1/2) ∩N = {0}, ran ((I − AM)1/2) ∩N = {0}.
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Множество всех квази-самосопряженных сжимающих расширений опера-
тора A формирует операторный шар с центром в "точке"Aµ+AM

2 и радиусом
(Aµ−AM )1/2√

2
[2, 56]:

B

(
Aµ + AM

2
,
Aµ − AM

2

)
,

то есть, взаимно однозначное соответствие между множеством всех квази-
самосопряженных сжимающих расширений T оператора A и множеством
всех сжатий X в N0 := ran (AM − Aµ) описывается равенством:

T =
Aµ + AM

2
+

(
AM − Aµ

2

)1/2

X

(
AM − Aµ

2

)1/2

.

Квази-самосопряженное сжимающее расширение T принадлежит классу
CH(α) в том и только в том случае, если сжатие X принадлежит классу
CN0

(α) [57].
Разложим оператор A согласно ортогональному разложению H = H0⊕N

как в (1.35) и квази-самосопряженное сжимающее расширение T оператора
A, разложим также согласно H = H0 ⊕ N . Тогда, T11 = A0, T

∗
12 = T21 =

K0DA0
. Следующая теорема дает описание всех квази-самосопряженных сжи-

мающих расширений оператора A с помощью блочных формул, см. [62, 69, 95]
и [55, 2, 56].

Теорема 1.3.1. Пусть A эрмитово сжатие в H = H0 ⊕ N с областью
определения dom (A) = H0 и разложением (1.35). Тогда:

1) формула

T =


A0 DA0

K∗
0

K0DA0
−K0A0K

∗
0 +DK∗

0
XDK∗

0

 :

H0 H0

⊕ → ⊕
N N

(1.36)

дает взаимно однозначное соответствие между всеми квази-само-
сопряженными сжимающими расширениями T эрмитова сжатия
A = A0 + K0DA0

и всеми сжатиями X в подпространстве DK∗
0
:=

ran (DK∗
0
) ⊂ N ;

2) T является самосопряженным расширением оператора A в том и толь-
ко в том случае, когда X в (1.36) является самоспоряженным сжатием
в DK∗

0
;
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3) T принадлежит классу CH(α) в том и только в том случае, если X

принадлежит классу CDK∗
0
(α), α ∈ (0, π/2).

Из (1.36), соответственно, с X = −I � DK∗
0

и X = I � DK∗
0
, получаем:

Aµ =

(
A0 DA0

K∗
0

K0DA0
−K0A0K

∗
0 −D2

K∗
0

)
,

AM =

(
A0 DA0

K∗
0

K0DA0
−K0A0K

∗
0 +D2

K∗
0

)
.

(1.37)

Из формул (1.37) следует, что

Aµ+AM

2 =

(
A0 DA0

K∗
0

K0DA0
−K0A0K

∗
0

)
,
AM−Aµ

2 =

(
0 0∗
0 D2

K∗
0

)
.

Если T квази-самоспоряженное сжимающее расширение оператора A та-
кое, что TR = Aµ (AM), тогда из (1.36) и (1.37) следует, что T = Aµ (AM).

Пусть S плотно определенный неотрицательный оператор в H и
{H,Γ1,Γ2} граничная тройка для S∗,M(z) соответствующая функция Вейля.
Тогда, все квази-самосопряженные m-секториальные расширения оператора
S описываются следующим образом [15]:

dom (S̃B) = ker (Γ1 −BΓ2), S̃B = S∗ � dom (S̃B)

где B замкнутый оператор в H и B −M(0) является m-секториальным.
Далее нам понадобится следующая теорема.

Теорема 1.3.2 ([43]). Пусть S неотрицательный симметрический опера-
тор и S̃ его m-аккретивное расширение, тогда следующие условия эквива-
лентны:

1) S̃ ⊂ S∗;

2) dom (S̃) ⊂ D[SK ] и Re (S̃f, f) ≥ SK [f ] = ||S1/2
K f ||2, ∀f ∈ dom (S̃);

3) |(Sg, f)|2 ≤ (Sg, g)Re (S̃f, f), ∀f ∈ dom (S̃), g ∈ dom (S).

Квази-самоспоряженное расширение S̃ является m-секториальным в том
и только в том случае, если следующая полуторaлинейная форма является
секториальной:

ω[f, h] = (S̃f, h)− SK [f, h], f, h ∈ dom (S̃).
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Из результатов полученных в [44] и теоремы 1.2.4 следует, что равенства

D[S̃] = dom (η), S̃[u, v] = Sk[u, v] + η[u, v]

устанавливают взаимно однозначное соответствие между всеми замкнутыми
формами ассоциированными с квази-самосопряженными m-секториальными
расширениями S̃ оператора S и всеми полуторaлинейными секториальными
формами η, замкнутыми в гильбертовом пространстве D[SK ] и такими, что
η[φ] = 0 для всех φ ∈ D[S].

Следствие 1.3.3 ([33]). Если SF = SK и если S̃ m-аккретивное квази-
самосопряженное расширение оператора S, то S̃ = SF .

1.4 Операторы в дивергентной форме

Предположим, что заданы линейные операторы L1, L2 такие, что

L1, L2 ∈ C(H,H), L1 ⊂ L2, domL1 = domL2 = H, (1.38)

тогда оператор вида
S = L∗

2L1 (1.39)

мы называем оператором в дивергентной форме. В частности, S = L2
0, где

L0 – симметрический оператор в H и L1 = L0, L2 = L∗
0.

Рассмотрим две полуторалинейных формы:

Sj[u, v] = (Lju, Ljv)H, u, v ∈ dom (Lj), j = 1, 2.

Ввиду (1.38) эти формы замкнуты и неотрицательны. По первой теореме о
представлении с ними ассоциированны неотрицательные самосопряженные
операторы Sj = L∗

jLj, j = 1, 2, в H:

(L∗
jLju, v)H = (Lju, Ljv)H, u ∈ dom (Sj), v ∈ dom (Lj).

Оператор S := L∗
2L1 является замкнутым, так как его график есть пересече-

ние графиков операторов S1 и S2.
В работах [89] и [91] (также см. [50], [92]) показано, что каждый неот-

рицательный симметрический оператор специальным образом может быть
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представлен в дивергентной форме, также получено описание расширений
Фридрихса, Крейна и других экстремальных расширений. Подобный подход
был предложен в [79] для представления экстремальных расширений неотри-
цательных линейных отношений.

В теории дифференциальных уравнений и спектральном анализе линей-
ных операторов зачастую удобным является представление оператора (или
дифференциального уравнения) в дивергентной форме, то есть в виде произ-
ведения [25]. В частности, дифференциальные операторы Лапласса, Штурма-
Лиувилля, акустический и электромагнитный операторы имеют естественное
представление в дивергентной форме [68].

Оператор S, представленный в дивергентной форме (1.39), может иметь
тривиальную область определения, хотя операторы L1 и L2 плотно опреде-
лены. Построение примеров, а тем более описание такого рода операторов
представляет отдельный интерес.

Наймарк в [30], [31] нашел пример плотно определенного замкнутого сим-
метрического оператора T , чей квадрат T 2 имеет тривиальную область опре-
деления dom (T 2) = {0}. Более конкретный пример неотрицательного сим-
метрического оператора с такими же свойствами построил Чернов [67]. В
работе Шмюдгена [94] получен результат, относящийся к степени симметри-
ческого оператора. В частности, установлено в [94, теорема 5.2], что для каж-
дого неограниченного самосопряженного оператора T существуют замкнутые
симметрические сужения T1 и T2 оператора T такие, что

dom (T1) ∩ dom (T2) = {0} и dom (T 2
1 ) = dom (T 2

2 ) = {0}.

В [65] показано, что эти результаты справедливы для замкнутого симметри-
ческого несамосопряженного оператора T .

Оснастим линейные многообразия dom (Lj), j = 1, 2, нормой графика.
Далее нам понадобится следующее утверждение.

Теорема 1.4.1 ([47]). Пусть операторы L1 и L2 удовлетворяют условиям
(1.38)

1) Если, к тому же, выполняется условие

dom (L1) ∩ dom (S2) плотно в dom (L1), (1.40)
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тогда

(i) оператор S = L∗
2L1 является плотно определенным неотрицательным

оператором в H, операторы S1 и S2 – неотрицательные самосопря-
женные расширения оператора S, и оператор S1 является расширением
Фридрихса оператора S;

(ii) D[SK ] ⊇ dom (L2) и для всех u, v ∈ dom (L2) SK [u, v] = (PL2u, L2v)H ,

где P – оператор проектирования в H на ran (L1) в соответствии с
разложеним H = ran (L1)u ker (L∗

1).

2) Если выполняется условие dim (dom (L2)/dom (L1)) < ∞, то выполня-
ется (1.40) и D[SK ] = dom (L2), SK = L∗

2PL2, S∗ = L∗
1L2.

1.5 Цепочки оснащенных гильбертовых пространств

Пусть A – неограниченный самосопряженный оператор в гильбертовом про-
странстве H и пусть

H+2 ⊂ H+1 ⊂ H ⊂ H−1 ⊂ H−2

– цепочка оснащенных гильбертовых пространств [4, 19], построенных с по-
мощью оператора A:

H+2 = dom(A), H+1 = dom(|A|1/2)

с нормами

||f ||k =
(∥∥∥|A|k/2f∥∥∥2 + ∥f∥2

)1/2

, k = 1, 2.

Гильбертовы пространства с отрицательным индексом H−k (k = 1, 2) – это
пополнения H по нормам ||f ||−k = sup

∥g∥k=1

|(f, g)|. Оператор A имеет непрерыв-

ное продолжение A ∈ L(Hk, Hk−2), k = 0, 1 (H0 := H) и |A|1/2 ∈ L(Hk, Hk−1),
k = −1, 0 это продолжение |A|1/2. Резольвента Rz = (A−zI)−1, z ∈ ρ(A) име-
ет продолжение Rz = (A− zI)−1 ∈ L(H−k, H−k+2), k = 0, 1, 2.

Пусть Φ – подпространство в H−2 такое, что Φ∩H = {0}, тогда оператор
A, определенный следующим образом [19]

dom(A) =
{
f ∈ H+2 : (f, φ) = 0, ∀φ ∈ Φ

}
, A = A � dom(A) (1.41)
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является замкнутым плотно определенным симметрическим оператором с ин-
дексами дефекта равными dim(Φ). Для дефектного пространства Nz(A) =

ker(A∗−zI) справедлива формула Nz(A) = RzΦ. Более того, если A неотри-
цательный самосопряженный оператор и A определен формулами (1.41), то
имеет место утверждение.

Предложение 1.5.1 ([19]). Оператор A является расширением по Фри-
дрихсу оператора A тогда и только тогда, когда Φ ∩H−1 = {0}.

Теорема 1.5.2 ([55, 60, 27, 23]). Пусть A – неотрицательный самосопря-
женный оператор и пусть оператор A задан формулами (1.41). Предполо-
жим, что A является фридрихсовым расширением оператора A.

1. Cледующие условия эквивалентны:

(a) расширение Крейна AK оператора A и оператор A трансверсальны;

(b) A1/2H+1 ⊃ N−1(A);

(c) A1/2H+1 ⊃ (A2 + I)−1Φ;

(d) A1/2H−1 ⊃ Φ.

2. Cледующие условия эквивалентны:

(a) расширение Крейна AK оператора A и оператор A дизъюнктны;

(b) A1/2H+1 ∩N−1(A) плотно в N−1(A) по норме H;

(c) A1/2H+1 ∩ (A2 + I)−1Φ плотно в (A2 + I)−1Φ по норме H+1;

(d) A1/2H−1 ∩ Φ плотно в Φ по норме H−2.

1.6 Операторы Шрёдингера c точечными взаимодействиями

С формальными дифференциальными выражениями

hY,q,α = − d2

dx2
+ q(x) +

∑
j∈J

αjδj(x), hY,q,β = − d2

dx2
+ q(x) +

∑
j∈J

βj⟨·, δ′j⟩δ′j(x),

(1.42)
ассоциированы операторы HY,q,α, HY,q,β [81] – операторы Шрёдингера с δ− и
δ′-взаимодействиями в L2(R), где δj(x) = δ(x− yj) и δ′j(x) – дельта функция
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Дирака и ее производная, J ⊆ Z, Y = {yj}j∈J ⊂ R, константы αj, βj ∈ R
называют интенсивностями взаимодействий в точке yj. Эти дифференциаль-
ные операторы относятся к числу, так называемых, решаемых моделей. Та-
кая задача впервые возникла в модели Кронига-Пенни в 1931 году при ис-
следовании движения электрона в фиксированной кристаллической решетке.
Один из способов ассоциировать самосопряженые операторы с выражения-
ми (1.42) это метод квадратичных форм: оператор −∆ + α0δ(x − y0) опре-
деляется как оператор ассоциированный с формой

∫
R
|f ′(t)|2dt + α0|f(y0)|2,

f ∈ W 1
2 (R). Другой способ – это разложение минимального дифференци-

ального оператора на ортогональную сумму минимальных операторов −∆

в пространвствах L2(−∞, y0) и L2(y0,+∞), с соответствующими граничны-
ми условиями в точке y0. Но оба метода имели ограниченый успех, так как
имеют недостатки в случае бесконечного множества точек взаимодействий.
Другой метод был предложен в [66]. Операторы Шрёдингера определяются
как самосопряженные расширения H̃ минимального оператора Hmin такие,
что скобки Лагранжа непрерывны на R для всех элементов из dom (H̃). Пусть
далее

inf
j ̸=k∈J

|yk − yj| > 0.

Тогда операторы Шрёдингера с δ− и δ′-взаимодействиями в L2(R) определе-
ны дифференциальным выражением −∆+ q(x) с областями определения

dom (HY,q,α) =
{
f ∈ W 2

2 (R\Y ) : f(yj−) = f(yj+),

f ′(yj+)− f ′(yj−) = αjf(yj), yj ∈ Y }

dom (HY,q,β) =
{
f ∈ W 2

2 (R\Y ) : f ′(yj−) = f ′(yj+),

f(yj+)− f(yj−) = βjf
′(yj), yj ∈ Y }

Самосопряженность операторов HY,q,α и HY,q,β была доказана в [11, 74]. Для
изучения спектра оператора HY,q,α Кочубей [18] впервые применил метод гра-
ничных троек (пространства граничных значений). Спектральные свойства
изучались широким кругом математиков (см. напр. [37, 87, 86, 27, 81, 18])

В многомерном случае метод квадратичных форм не работает – формаль-
ное дифференциальное выражение в L2(Rd), d = 2, 3,

HY,α,d = −∆+
∑
j∈J

αjδyj(x), (1.43)
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где αj ∈ R, J ⊆ N, не определяет оператор, так как δ(x − y) не являет-
ся непрерывным функционалом в W 1

2 (Rd), d = 2, 3. Аппроксимационный
метод имел ограниченный успех, появлялась неизбежность процедуры пере-
нормировки константы связи. Березин и Фаддеев [5] в 1961 году предложили
новый метод, на основе теории расширений симметрических операторов. Они
определили гамильтониан с одной точкой взаимодействия в пространстве как
самосопряженный оператор в L2(R3). Для случая коненого числа точечных
взаимодействий было предложено [36] рассматривать гамильтониан (1.43) как
множество самосопряженных расширений замкнутого симметрического опе-
ратора

S = −∆, dom (S) =
{
f ∈ W 2

2 (Rd) : f(yj) = 0, j ∈ J
}
,

с равными индексами дефекта (n±(S) = |J|). Самосопряженные расширения
были параметризованы в терминах резольвент.

В работах Кошманенко и др. (см. [19, 20, 64]) для исследования более
общего случая – оператора H = H0 + V , где H0 – гамильтониан свободной
системы, а V соответствует возмущению (потенциал, описывающий взаимо-
дейстивие со внешним источником воздействия), применяется метод осна-
щенных гильбертовых пространств.

Одна из задач исследования это описание всех самосопряженных расши-
рений оператора S, то есть описание гамильтонианов. Для описания всех соб-
ственных расширений оператора S применялись методы граничных троек и
соответствующих функций Вейля (см. [85, 86, 80, 38, 75]), а также методы
описания во внутренних терминах в работах [60, 59, 58].

Выводы к главе 1

В первой главе изложены основные понятия и материалы по теории само-
сопряженных и квази-самосопряженных расширений неотрицательных сим-
метрических операторов и их свойств.

• Определены экстремальные расширения Фридрихса и Крейна и их свой-
ства.

• Изложены теория Крейна, подход Бирмана-Вишика для положительно
определенных операторов
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• Даны определения граничных тройек для сопряженного оператора и для
пары операторов, определение граничной пары и базисной граничной
тройки. Приведена параметризация самосопряженных расширений сим-
метрического оператора посредством граничных троек.

• Приведены определения γ-функции и функции Вейля и дана параметри-
зация самосопряженных расширений симметрического оператора через
граничную тройку и функцию Вейля.

• Изложен подход Ю.М. Арлинского и Э.Р. Цекановского описания соб-
ственных неотрицательных самосопряженных расширений неотрицатель-
ного симметрического оператора во внутренних терминах.

• Дано определения оператора в дивергентной форме и приведено описание
его расширений Фридрихса и Крейна.

• Приведено определение цепочки оснащенных гильбертовых пространств
построеных на основе неограниченного самосопряженного оператора и
приведены его основные свойства.

• Дан обзор по операторам Шрёдингера с точечными взаимодействиями
на прямой, на плоскости и в пространстве.
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Глава 2
Операторы в дивергентной форме и их экстремальные
расширения
В первом разделе данной главы мы рассматриваем неотрицательный симмет-
рический оператор A, заданный в дивергентной форме (1.39). Мы описыва-
ем расширения Фридрихса AF и Крейна AK опертора A, ассоциированные
с ними полуторалинейные формы, сопряженный оператор A∗ и устанавли-
ваем критерий трансверсальности AF и AK . Для случая, когда A = LL0

(A = L0L), где L0 – плотно определенный замкнутый симметрический опе-
ратор с равными индексами дефекта в H и L его неотрицательное самосо-
пряженное расширение, устанавливаем критерий для выполнения равенства
A∗ = L∗

0L (A∗ = LL∗
0). В конце раздела, мы предлагаем конструкцию базис-

ной граничной тройки для A∗ и, с ее помощью, описываем все неотрицатель-
ные самосопряженные расширения оператора A.

Второй раздел главы мы начинаем с примера конструкции двух опера-
торов – плотно определенного неотрицательного симметрического операто-
ра L0 и его неотрицательного самосопряженного расширения L таких, что
dom (LL0) = {0}, в частности, dom (L2

0) = {0}. Далее, мы доказываем, что
каждый плотно определенный неотрицательный симметрический оператор
Ȧ, имеющий дизъюнктные неотрицательные самосопряженные расширения,
допускает бесконечного много факторизаций вида Ȧ = LL0, где L0 – плотно
определенный замкнутый неотрицательный симметрический оператор в H и
L его неотрицательное самосопряженное расширение, и параметризуем эти
факторизации. Для случая неплотно заданного симметрического оператора
Ȧ устанавливаем критерий существования таких факторизаций.

2.1 Экстремальные расширения операторов в дивергентной фор-
ме

В следующей теореме для оператора в дивергентной форме дается критерий
описания его сопряженного и экстремальных самосопряженных расширений
Фридрихса и Крейна и их свойства трансверсальности.

Теорема 2.1.1. Пусть операторы L1 и L2 удовлетворяют условиям (1.38),
(1.40).
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1) Если оператор A = L∗
2L1 плотно определен и его сопряженный зада-

ется равенством:
A∗ = L∗

1L2, (2.1)

тогда:

(i) D[A] = dom (L1), A[u, v] = (L1u, L1v), u, v ∈ dom (L1),

(ii) расширение Фридрихса оператора A определяется как AF = L∗
1L1, то

есть
dom (AF ) = {f ∈ dom (L1) : L1f ∈ dom (L∗

1)} ,
AFf = L∗

1L1f = L∗
1L2f, f ∈ dom (AF ),

(iii) расширение Крейна оператора A это оператор AK = L∗
2Pran (L1)L2, то

есть

dom (AK) = {f ∈ dom (L2) : Pran (L1)L2f ∈ dom (L∗
2)},

AKf = L∗
2Pran (L1)L2f, f ∈ dom (AK),

и
D[AK ] = dom (L2),

AK [u, v] = (Pran (L1)L2u, Pran (L1)L2v), u, v ∈ dom (L2),

(iv) расширения Фридрихса и Крейна оператора A трансверсальны.

2) Если оператор A = L∗
2L1 плотно определен, оператор L∗

1L1 является
его фридрихсовым расширением и является подпространством в H линей-
ное многообразие

M := ker (L∗
1L2 + I), (2.2)

тогда A∗ = L∗
1L2.

Доказательство. 1) Докажем, что dom (A) плотно в dom (L1) по норме гра-
фика. Если h ∈ dom (L1) ортогонален к dom (A), тогда

(L1f, L1h)H + (f, h)H = 0, ∀f ∈ dom (A) = dom (L∗
2L1).

Поскольку L1f ∈ dom (L∗
2), L1h = L2h и A = L∗

2L1 получаем, что

(Af, h)H + (f, h)H = 0, ∀f ∈ dom (A).
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Следовательно, h ∈ dom (A∗) и A∗h = −h. Согласно предположению A∗ =

L∗
1L2, но так как h ∈ dom (L1), то A∗h = L∗

1L1h = −h. Что противоречит
неотрицательности оператора L∗

1L1, значит h = 0. Следовательно, dom (A)

плотно в dom (L1) по норме графика.
Поскольку форма (L1u, L1v)H, u, v ∈ dom (L1) замкнута и (Af, g)H =

(L1f, L1g)H, f, g ∈ dom (A), и dom (A) плотно в dom (L1) по норме графика,
то AF = L∗

1L1.

Далее ran (A1/2
F ) = ran (L∗

1). Действительно, предположим обратное, пусть
φ ∈ ran (A1/2

F ) и 0 ̸= φ ⊥ ran (L∗
1). Значит, φ ∈ ker (L1), но тогда существует

такой f ̸= 0 из ker (L1), что |(f,φ)|2
||L1f ||2 = +∞. Противоречие. Следовательно,

φ ∈ ran (L∗
1) и ran (A1/2

F ) ⊂ ran (L∗
1). Пусть g ∈ H лежит в ran (L∗

1), тогда
существует f ∈ dom (L1) ⊂ H такой, что g = C L∗

1L1f
||L1f ||2 , C ∈ C. Тогда |(f,g)|2

||L1f ||2 =

|C|2. Следовательно, ran (A1/2
F ) ⊃ ran (L∗

1).
Очевидно, что ran (A∗) = ran (L∗

1L2) ⊆ ran (L∗
1) = ran (A1/2

F ). Тогда, по
предложению 1.2.11 расширения Фридрихса AF и Крейна AK трансверсаль-
ны.

Оператор Ã = L∗
2L2 является неотрицательным самосопряженным расши-

рением оператора A и D[Ã] = dom (L2). Обозначим дефектное подпростран-
ство оператора A: N−1(A) = ker (A∗+I). Так как A∗ = L∗

1L2, то N−1(A) = M

где M определяется формулой (2.2). Очевидно, что N−1(A) ⊂ dom (L2). От-
сюда, D[AK ] ⊇ D[Ã] = dom (L2) ⊃ N−1(A).

Поскольку D[Ã] ⊆ D[AK ] и D[AK ] ⊃ N−1(A), и D[Ã] ⊃ N−1(A), то ввиду
разложения (1.10) получаем, что D[AK ] = D[Ã] = dom (L2).

Так как dom (Ã) = dom (L∗
2L2) ⊃ dom (A), а dom (A) плотно в dom (L1),

то, применяя теорему 1.4.1, получим:

AK [u, v] = (Pran (L1)L2u, Pran (L1)L2v), u, v ∈ D[AK ] = dom (L2).

По первой теореме о представлении:

dom (AK) = dom (L∗
2Pran (L1)L2) = {f ∈ dom (L2) : Pran (L1)L2f ∈ dom (L∗

2)},
AKf = L∗

2Pran (L1)L2f = L∗
2(L2f − Pker (L∗

1)
L2f) =

= L∗
1(L2f − Pker (L∗

1)
L2f) = L∗

1L2f, f ∈ dom (AK).

2) Линейное многообразие M является ортогональным дополнением к
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dom (L1) в dom (L2) по скалярному произведению графика:

(f, g)L2
:= (f, g)H + (L2f, L2g)H.

Равенство (f, g)L2
= 0 для всех f ∈ dom (L1) влечет L2g ∈ dom (L∗

1) и
L∗
1L2g = −g, то есть, g ∈ M. Если g ∈ M, то (f, g)L2

= 0 для всех
f ∈ dom (L1).

Для всех g ∈ M и для всех f ∈ dom (A) ⊂ dom (L1) выполняется равен-
ство (f, g)L2

= (L1f, L2g)H + (f, g)H = 0. Так как L1f ∈ dom (L∗
2), то

0 = (L∗
2L1f, g)H+(f, g)H = (Af+f, g)H = (f,A∗g+g)H , для всех f ∈ dom (A).

Значит, g ∈ N−1(A∗), то есть M ⊆ N−1(A).
Поскольку AF = L∗

1L1 и оператор L∗
2L2 является неотрицательным само-

сопряженным расширением оператора A, то

dom (L2) = dom (L1)u (dom (L2) ∩N−1(A)),

а так как dom (L2) = dom (L1)⊕L2
M, то M = dom (L2) ∩N−1(A).

Неотрицательные самосопряженные расширения AF и L∗
2L2 дизъюнкт-

ны, так как dom (A) = dom (L∗
2L1) = dom (L∗

1L1) ∩ dom (L∗
2L2). Тогда

dom ((L∗
2L2)

1/2) ∩N−1(A) плотно в N−1(A) по норме H (см. теорему 1.2.10).
Так как dom ((L∗

2L2)
1/2) = dom (L2), то получаем, что M плотно в N−1(A).

Но так как M подпространство в H, то N−1(A) = M. То есть, получаем,
что N−1(A) ⊂ dom (L2) = D[L∗

2L2], а значит по теореме 1.2.11 расширения
L∗
1L1 и L∗

2L2 трансверсальны. Отсюда dom (A∗) = dom (L∗
1L1)+dom (L∗

2L2) =

dom (L∗
1L2), то есть A∗ = L∗

1L2.

Предложение 2.1.2. Пусть L0 – плотно определенный замкнутый сим-
метрический оператор в H, тогда следующие условия эквивалентны

(i) (L2
0)F = L∗

0L0,

(ii) dom (L0)∩ ran (L0−λI) плотно в ran (L0−λI) хотя бы для одного неве-
щественного λ.

Доказательство. Для всех f и g из dom (L0) выполняется равенство

(L0f,L0g) + (f, g) = ((L0 + iI)f, (L0 + iI)g) = ((L0 − iI)f, (L0 − iI)g),
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Очевидно, что

dom (L2
0) = (L0 − λI)−1 (ran (L0 − λI) ∩ dom (L0)) , Imλ ̸= 0. (2.3)

Условие (L2
0)F = L∗

0L0 эквивалентно следующему — dom (L2
0) плотно в

dom (L0) по норме графика в dom (L0). Это эквивалентно тому, что не суще-
ствует нетривиального вектора g ∈ dom (L0) такого, что (L0f,L0g)+ (f, g) =

0 для всех f ∈ dom (L2
0). Из (2.3) следует эквивалентность (i) и (ii).

Теорема 2.1.3. Пусть L0 – плотно определенный замкнутый симметриче-
ский оператор с равными индексами дефекта в H. Пусть L2

0 плотно опре-
делен и (L2

0)
∗ = L∗2

0 . Тогда, для любого самосопряженного расширения L
оператора L0 справедливы равенства:

(LL0)
∗ = L∗

0L, (2.4)

(L0L)∗ = LL∗
0.

Доказательство. Обозначим через Nλ(L0) дефектное подпространство опе-
ратора L0. Так как L∗2

0 + I = (L∗
0 + iI)(L∗

0 − iI), то ker (L∗2
0 + I) ⊃

Ni(L0)uN−i(L0).

Пусть f0 ∈ ker (L∗2
0 + I), тогда

f ∈ Ni(L0) или (L∗
0 − iI) ∈ N−i(L0) или f ∈ N−i(L0) или (L∗

0 + iI) ∈ Ni(L0).

Предположим, что f0 не лежит в Ni(L0)uN−i(L0), тогда

0 ̸= (L∗
0 − iI)f0 ∈ N−i(L0) или 0 ̸= (L∗

0 + iI)f0 ∈ Ni(L0)

и, так как dom (L∗
0) = dom (L0)uNi(L0)uN−i(L0), то f0 ∈ dom (L0). Значит,

f0 из dom (L0) такой, что

0 ̸= (L0 − iI)f0 ∈ N−i(L0) или 0 ̸= (L0 + iI)f0 ∈ Ni(L0),

то есть получили противоречие:

ran (L0 − iI) ∩ ker (L∗
0 + iI) ̸= {0} или ran (L0 + iI) ∩ ker (L∗

0 − iI) ̸= {0}.

Следовательно, ker (L∗2
0 + I) ⊂ Ni(L0)uN−i(L0).
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Отсюда следует, что

ker (L∗2
0 + I) = Ni(L0)uN−i(L0).

Поскольку оператор L2
0 плотно определен и (L2

0)
∗ = L∗2

0 , то из утвержде-
ния 1) теоремы 2.1.1, для пары L0 ⊂ L∗

0, следует, что оператор L∗
0L0 является

фридрихсовым расширением оператора L2
0. Из утверждения 2) теоремы 2.1.1

следует, что Ni(L0)uN−i(L0) является подпространством в H.
Пусть самосопряженное расширение L оператора L0 задано следующим

образом:
dom (L) = dom (L0)u (I + U)Ni(L0),

где U – изометрически отображает Ni(L0) на N−i(L0).
Покажем, что (LL0)

∗ = L∗
0L. Так как Ni(L0)uN−i(L0) является подпро-

странством в H, то и линейное многообразие (I + U)Ni(L0) тоже является
подпространством в H.

Пусть g ∈ (I + U)Ni(L0), тогда существует φ ∈ Ni(L0) такой, что g =

φ+ Uφ. Поскольку

L∗
0Lg + g = g + L∗

0(Lφ+ LUφ) = g + L∗
0(L∗

0φ+ L∗
0Uφ) =

= g + L∗
0(iφ− iUφ) = g − φ− Uφ = g − g = 0,

то g ∈ ker (L∗
0L+ I), то есть

ker (L∗
0L+ I) ⊃ (I + U)Ni(L0).

Пусть f ∈ ker (L∗
0L+ I), тогда f ∈ dom (L) и Lf ∈ dom (L∗

0), то есть

f ∈ dom (L0) или f ∈ (I + U)Ni(L0), и Lf ∈ dom (L∗
0).

Предположим, что f /∈ (I + U)Ni(L0), тогда f ∈ dom (L0) и Lf ∈ dom (L∗
0),

то есть f ∈ dom (L0) и L0f ∈ dom (L∗
0). Так как f ∈ dom (L0), то f /∈

Ni(L0) и f /∈ N−i(L0). Значит,

f ∈ dom (L0), L0f ∈ dom (L∗
0), (L∗

0 − iI)f ̸= 0, (L∗
0 + iI)f ̸= 0,

то есть

f ∈ dom (L0), (L0 − iI)f ̸= 0, (L0 + iI)f ̸= 0, L0f ∈ dom (L∗
0).
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Так как, L∗
0(L0 − iI)f = L∗

0L0f + f − iL∗
0f − f = −i(L0 − iI)f, то

(L0 − iI)f ∈ N−i(L0). (2.5)

Аналогично,
(L0 + iI)f ∈ Ni(L0). (2.6)

Отсюда, так как f /∈ Ni(L0) и f /∈ N−i(L0), то ввиду (2.5) и (2.6) L0f /∈
Ni(L0) и L0f /∈ N−i(L0). Получаем, что f ∈ dom (L0) и L0f ∈ dom (L0).
Значит, L0f + if ∈ dom (L0), что противоречит (2.6).

Следовательно, f ∈ (I + U)Ni(L0), то есть

ker (L∗
0L+ I) ⊂ (I + U)Ni(L0).

Таким образом,
ker (L∗

0L+ I) = (I + U)Ni(L0).

Поскольку LL0 ⊇ L2
0 и dom (L2

0) плотно по норме графика в dom (L0), то
dom (LL0) также плотно в dom (L0).

Так как форма (L0f,L0g), f, g ∈ dom (L0), замкнута, (LL0f, g) =

(L0f,L0g), ∀f, g ∈ dom (LL0), и dom (LL0) плотно по норме графика в
dom (L0), то

(LL0)F = L∗
0L0.

Так как dom (LL0) плотно по норме графика в dom (L0), (LL0)F = L∗
0L0 и

ker (L∗
0L+ I) = (I +U)Ni(L0) – является подпространством в H, то согласно

утверждению 2) теоремы 2.1.1 для пары операторов L0 ⊂ L, мы получаем,
что

(LL0)
∗ = L∗

0L.

Далее, мы снабдим dom (L∗
0) скалярным произведением:

(f, g)+ = (f, g) + (L∗
0f,L∗

0g).

Тогда dom (L∗
0) становится гильбертовым пространством, которое обозначим

как H+. Тогда выполняется (+)-ортогональное разложение

H+ = dom (L0)⊕+ Ni(L0)⊕+ N−i(L0).
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Пусть
N = (I + U)Ni(L0), M = (I − U)Ni(L0).

Тогда получаем (+)-ортогональные разложения:

dom (L) = dom (L0)⊕+ N , H+ = dom (L)⊕+ M.

Очевидно, что

LN = M, L∗
0M = N ,

LL∗
0h = −h, h ∈ M, L∗

0Le = −e, e ∈ N .

Пусть L̃ еще одно самосопряженное расширение оператора L0, определен-
ное следующим образом:

dom (L̃) = dom (L0)uM = dom (L0)u (I − U)Ni(L0),

L̃ = L∗
0 � dom (L̃).

Тогда, рассматривая пару операторов L0 ⊂ L̃, мы получим, что

(L̃L0)F = L∗
0L0,

и dom (L̃L0) плотно в dom (L0) по (+)-норме. К тому же, линейное многооб-
разие

ker (L∗
0L̃+ I) = (I − U)Ni(L0) = M

является подпространством в H. Также, LL̃h = −h для всех h ∈ M, L̃Le =
−e для всех e ∈ N , и

(L̃h, e)+ = −(h,Le)+, h ∈ M, e ∈ N .

Опишем dom (L0L). Обозначим через P+
M (+)-ортогональный проектор в

пространстве H+ на подпространство M. Пусть f ∈ dom (L), тогда

f = φ0 + e, φ0 ∈ dom (L0), e ∈ N , Lf = L0φ0 + Le.

Так как Le ∈ M, то Lf ∈ dom (L0) в том и только в том случае, когда
L0φ0 = Lf − Le ∈ dom (L̃) ⇐⇒ φ0 ∈ dom (L̃L0) и P+

ML0φ0 = −Le ⇐⇒
φ0 ∈ dom (L̃L0) и L̃P+

ML0φ0 = e. Следовательно,

dom (L0L) = (I + L̃P+
ML0)dom (L̃L0).

49



Покажем, что dom (L0L) плотно по (+)-норме в dom (L). Предположим,
что существует такой g ∈ dom (L), что g (+)-ортогонален к dom (L0L):

((I + L̃P+
ML0)h0, g)+ = 0 для всех h0 ∈ dom (L̃L0).

В частности, взяв h0 ∈ dom (L2
0), получаем, что вектор g (+)-ортогонален к

dom (L2
0). Но dom (L2

0) (+)-плотно в dom (L0). Следовательно g ∈ N . Так как
dom (L̃L0) ⊂ dom (L0), то (h0, g)+ = 0 и

(L̃P+
ML0h0, g)+ = 0, для всех h0 ∈ dom (L̃L0).

Далее
0 = (L̃P+

ML0h0, g)+ = (P+
ML0h0,Lg)+.

Пусть Lg = x, тогда x ∈ M и

0 = (L̃P+
ML0h0, g)+ = (L0h0, x)+ = (L0h0, x) + (L̃L0h0, L̃x)

= (h0, L̃x) + (L̃L0h0, L̃x) = ((L̃L0 + I)h0, L̃x) =
= (h0, ((L̃L0)

∗ + I)L̃x), ∀h0 ∈ dom (L̃L0).

Следовательно,
L̃x ∈ ker ((L̃L0)

∗ + I).

Применяя равенство (2.4) к L̃ вместо L мы получаем, что (L̃L0)
∗ = L∗

0L̃. То
есть,

L̃x ∈ ker (L∗
0L̃+ I) = M.

С другой стороны L̃x = −g ∈ N . Значит, g = 0. Таким образом, dom (L0L)
(+)-плотно в dom (L) и, следовательно, (L0L)F = L2. В силу утверждения 2)
теоремы 2.1.1, мы получаем, что (L0L)∗ = LL∗

0.

Теорема 2.1.4. Пусть операторы L1 и L2 удовлетворяют условию (1.23)
и пусть {H, G,Γ} – граничная тройка для пары операторов L1 ⊂ L2. Если
оператор A = L∗

2L1 плотно определен и A∗ = L∗
1L2, тогда

1) граничная тройка Π = {H,Γ, GPran (L1)L2} является базисной для A∗;

2) отображение

Θ 7→ AΘ := A∗ � Γ−1Θ = A∗ �
{
f ∈ dom (A∗) : (Γf,GPran (L1)L2f) ∈ Θ

}
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устанавливает взаимно однозначное соответствие между всеми неот-
рицательными самосопряженными расширениями AΘ оператора A и
всеми неотрицательными самосопряженными линейными отношения-
ми Θ в H.

Доказательство. По теореме 2.1.1 расширения Фридрихса и Крейна опе-
ратора A трансверсальны, D[AK ] = dom (L2), D[AF ] = dom (L1). Значит,
{H,Γ} является граничной парой для оператора A. Пусть x ∈ dom (A∗) =

dom (L∗
1L2) и y ∈ dom (L2). Тогда Pran (L1)L2x = L2x−Pker (L∗

1)
L2x ∈ dom (L∗

1).
По теореме 2.1.1 и (1.24) получаем

AK [x, y] = (Pran (L1)L2x, L2u)H = (L∗
1Pran (L1)L2x, y)H − (GPran (L1)L2x,Γy)H

= (L∗
1L2x, y)H − (GPran (L1)L2x,Γy)H = (A∗x, y)H − (GPran (L1)L2x,Γy)H.

В частности, для x, y ∈ dom (A∗), так как форма AK [x, y] является эрмито-
вой, имеем

(A∗x, y)− (x,A∗y) = (GPran (L1)L2x,Γy)H − (Γx,GPran (L1)L2y)H.

Таким образом, тройка Π = {H,Γ, GPran (L1)L2} является базисной для опе-
ратора S∗. В силу предложения 1.2.17 справедливо утверждение (2).

2.2 Факторизация неотрицательных симметрических операторов

2.2.1 Пример неотрицательного симметрического оператора L0 и
его неотрицательного самосопряженного расширения L та-
ких, что dom (LL0) = {0}

Пусть H – сепарабельное бесконечномерное комплексное гильбертово про-
странство и пусть M – бесконечномерное подпространство в H с бесконечно-
мерным ортогональным дополнением M⊥ = H ⊖M. Тогда существуют два
самосопреженных оператора B1 и B2 [88], [73], такие, что

dom (B1) = dom (B2) = M, dom (B1) ∩ dom (B2) = {0}.

Пусть Dk = (B∗
kBk)

1/2, k = 0, 1. Поскольку dom (Dk) = dom (Bk), k = 1, 2,
мы получаем, что dom (D1) ∩ dom (D2) = {0}. Тогда операторы

F = (IM +D1)
−1, V = (IM +D2)

−1
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удовлетворяют следующему условию:

ran (F ) = ran (V ) = M, ran (F ) ∩ ran (V ) = {0},
0 ≤ F ≤ IM, ker (F ) = {0}, 0 ≤ V ≤ IM, ker (V ) = {0}.

Заменяя V на U = V Φ, где Φ – унитарный оператор из M⊥ на M. Пусть са-
мосопряженный ограниченный оператор G в H задан операторной матрицей:

G =

[
IM U

U ∗ U∗U

]
:

M

⊕
M⊥

→
M

⊕
M⊥

.

Легко видеть, что

ker (G) =

{[
−Uh
h

]
: h ∈ M

}
.

Определим оператор X

X =

[
F 0

0 IM⊥

]
G

[
F 0

0 IM⊥

]
=

[
F 2 FU

U ∗F U ∗U

]
и покажем, что

ker {X} = {0}, XM = 0, XM⊥ = 0. (2.7)

Пусть f =

[
f1

f2

]
, где f1 ∈ M, f2 ∈ M⊥, тогда

(Xf, f) = ||Ff1 + Uf2||2. (2.8)

Это означает, что
Xf = 0 ⇐⇒ Ff1 + Uf2 = 0.

Так как ran (F ) ∩ ran (U) = {0}, ker (F ) = {0}, ker (U) = {0}, то f1 = 0,

f2 = 0. Из (2.8) и ran (F ) = ran (U) = M получаем равенства:

inf
φ∈M⊥

(X(f − φ), f − φ) = 0, inf
ψ∈M

(X(f − ψ), f − ψ) = 0.

Равенство (1.13) влечет XM = 0 и XM⊥ = 0. Применяя (1.14) получим:

M ∩ ran (X1/2) = {0}, M⊥ ∩ ran (X1/2) = {0}. (2.9)
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Определим в H = M⊕M⊥ оператор

X0 = X1/2PMX
1/2, (2.10)

тогда X −X0 = X1/2PM⊥X1/2. Равенство (2.7) дает

ker (X0) = {0}, ker (X −X0) = {0}.

Отметим, что
ran (X) ∩ ran (X0) = {0}. (2.11)

Действительно, если Xf = X0h, то X1/2f = PMX
1/2h и (2.9) дает f = h = 0.

Положим
A = X−1, A0 = X−1

0 .

Операторы A0 и A – неотрицательные и самосопряженные в H, (2.11) влечет

dom (A0) ∩ dom (A) = {0}.

К тому же

dom (A
1/2
0 ) = dom

(
X

−1/2
0

)
, dom (A1/2) = dom

(
X−1/2

)
.

Из (2.10) получаем ran (X
1/2
0 ) ⊂ ran (X1/2) и

X
1/2
0 = X1/2W0,

где W0 – унитарный оператор из H на M. Отсюда следует, что

X−1/2g = W0X
−1/2
0 g, g ∈ ran (X

1/2
0 ).

Таким образом, пара операторов ⟨A0, A⟩ удовлетворяет условию:

dom (A
1/2
0 ) ⊂ dom (A1/2) и ||A1/2

0 φ|| = ||A1/2φ|| для всех φ ∈ dom (A
1/2
0 ).

Определим операторы L и L0:

dom (L) = dom (A1/2), Lh = A1/2h, h ∈ dom (L),

dom (L0) = dom (A
1/2
0 ), L0g = A1/2g, g ∈ dom (L0).
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Оператор L – самосопряженный и неотрицательный, оператор L0 – плотно
определенный, неотрицательный, симметрический и является сужением опе-
ратораf L: L0 ⊂ L. Следующая полуторалинейная форма является замкну-
той:

τ0[φ, ψ] = (L0φ,L0ψ) = (A1/2φ,A1/2ψ) = (A
1/2
0 φ,A

1/2
0 ψ), φ, ψ ∈ dom (A

1/2
0 ).

Следовательно, оператор L0 замкнут и с формой τ0 ассоциирован оператор
L∗
0L0 = A0. К тому же L2 = A. Так как dom (L∗

0L0) ∩ dom (L2) = {0}, то

dom (LL0) = {0}.

В частности, dom (L2
0) = {0}.

Замечание 2.2.1. Операторы L и L0 положительно определены. Отсюда
следует, что

dom (L0L) = L−1dom (L0), (L0L)(L−1φ) = L0φ, φ ∈ dom (L0).

Значит, dom (L0L) плотно по норме графика в dom (L). Таким образом,
оператор L0L плотно определен в H и (L0L)F = L2.

Очевидно, что выполняется равенство ker ((L0L)∗) = ker (L∗
0), следова-

тельно, равенства

dom (L∗
0) = dom (L)+̇ker (L∗

0), dom ((L0L)∗) = dom (L2)+̇ker ((L0L)∗)

влекут (L0L)∗ = LL∗
0. Поскольку ran (L) = H, то, по теореме 2.1.1,

(L0L)K = L0L∗
0.

Замечание 2.2.2. Мы построили пример двух неограниченных, неотрица-
тельных, самосопряженных операторов A0 и A таких, что

1. dom (A0) ∩ dom (A) = {0},

2. A0 ≥ A и форма A0[·, ·] – замкнутое сужение формы A[·, ·].

Замечание 2.2.3. В [94] доказано, что для любого замкнутого неограничен-
ного, плотно определенного оператора B в H существует подпространство
L такое, что

L ∩ dom (B) = L⊥ ∩ dom (B) = {0}.
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Отсюда следует, что для любого ограниченного неотрицательного самосо-
пряженного оператора F , с плотной областью значений ran (F) в H, су-
ществует подпространство L такое, что

L ∩ ran (F1/2) = L⊥ ∩ ran (F1/2) = {0}.

Для любого подпространства M, с dim (M) = dim (M⊥) = ∞, мы построи-
ли ограниченный неотрицательный самосопряженный оператор X, с плот-
ной областью значений, такой, что M∩ran (X1/2) = M⊥∩ran (X1/2) = {0}.

Предложение 2.2.4. Пусть A0 и A1 неотрицательные неограниченные са-
мосопряженные операторы в H и Sk = (I − Ak)(I + Ak)

−1, k = 0, 1 – их
преобразований Кэли. Тогда эквивалентны следующие утверждения:

(i) пара операторов ⟨A0, A1⟩ удовлетворяет условию

dom (A
1/2
0 ) ⊂ dom (A

1/2
1 ) и

||A1/2
0 φ|| = ||A1/2

1 φ|| для всех φ ∈ dom (A
1/2
0 );

(2.12)

(ii) пара операторов ⟨S0, S1⟩ удовлетворяет условию

S1 ≥ S0 и ran
(
(I + S0)

1/2
)
∩ ran

(
(S1 − S0)

1/2
)
= {0}; (2.13)

(iii) пара операторов ⟨S0, S1⟩ удовлетворяет условию

I + S0 = (I + S1)
1/2P (I + S1)

1/2, (2.14)

где P – ортопроектор в H.

К тому же операторы A0 и A1 – расширения плотно определенного за-
мкнутого неотрицательного симметрического оператора Ȧ, следователь-
но, каждое из условий (i), (ii) и (iii) эквивалентно следующему:

S1 ≥ S0 и ran
(
(S0 − Sµ)

1/2
)
∩ ran

(
(S1 − S0)

1/2
)
= {0}, (2.15)

где Sµ = (I − AF )(I + AF )
−1 и AF – фридрихсово расширение оператора Ȧ.

Доказательство. (i)⇒(ii) и (i)⇒(iii). Из предложения 1.2.7 следует, что

||(I + S1)
−1/2φ|| = ||(I + S0)

−1/2φ|| для всех φ ∈ ran
(
(I + S0)

1/2
)
.
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Следовательно

(I + S1)
−1/2φ = V(I + S0)

−1/2φ, φ ∈ ran
(
(I + S0)

1/2
)
,

где V – изометрия в H, ran (V) = (I + S1)
−1/2ran

(
(I + S0)

1/2
)
. Тогда

(I + S0)
1/2 = (I + S1)

1/2V

и
I + S0 = (I + S1)

1/2VV∗(I + S1)
1/2 = (I + S1)

1/2Pran (V)(I + S1)
1/2,

где Pran (V) ортопроектор в H на ran (V), то есть, выполняется условие (2.14).
Следовательно,

S1 − S0 = (I + S1)− (I + S0) = (I + S1)
1/2(I − Pran (V))(I + S1)

1/2.

Напомним, что если ограниченные, неотрицательные, самосопряженные опе-
раторы X и Y связаны отношением X = Y 1/2ZY 1/2, где Z ∈ L(ran (Y )) –
неотрицательный оператор, то [72])

ran (X1/2) = Y 1/2ran (Z1/2).

Следовательно, ran ((S1 − S0)
1/2) = (I + S1)

1/2(H ⊖ ran (V)) и выполняется
(2.13).

Следствие (iii)⇒(ii), очевидно.
Покажем, что (ii)⇒(iii) и (ii)⇒(i). Поскольку I +S1 ≥ I +S0, то справед-

ливо равенство
I + S0 = (I + S1)

1/2P (I + S1)
1/2,

где 0 ≤ P ≤ I. Равенство S1 − S0 = (I + S1)− (I + S0) влечет следующее

S1 − S0 = (I + S1)
1/2(I − P )(I + S1)

1/2.

Согласно (2.13) получаем

ran
(
(I − P )1/2

)
∩ ran (P 1/2) = {0}.

Поскольку

ran
(
(I − P )1/2

)
∩ ran (P 1/2) = ran

(
(P − P 2)1/2

)
,
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то P 2 = P , то есть, P – ортопроектор в H. Следовательно, выполняется
условие (2.14). Из условия (2.14) получаем

(I + S0)
1/2h = (I + S1)

1/2Uh, h ∈ H,

где U – унитарный оператора из H на ran (P ). Значит,

(I + S1)
−1/2g = U(I + S0)

−1/2g для всех g ∈ ran
(
(I + S0)

1/2
)
.

Таким образом,

||(I + S1)
−1/2g||2 = ||(I + S0)

−1/2g||2, g ∈ ran
(
(I + S0)

1/2
)
. (2.16)

Далее (2.12) следует из предложения 1.2.7 и отношения (2.16).
Предположим, что A0 и A1 – два расширения плоното определенно-

го замкнутого неотрицательного симметрического оператора Ȧ. Пусть Ṡ =

(I− Ȧ)(I+ Ȧ)−1 и пусть N = H⊖dom (Ṡ). Применяя (1.15) и (1.12), получим

N ∩ ran
(
(I + S0)

1/2
)
= ran

(
(S0 − Sµ)

1/2
)
.

Что дает эквивалентность (2.15) и (2.13).

Замечание 2.2.5. Отношение (2.15) эквивалентно утверждению: S0 – экс-
тремальная точка операторного интервала [Sµ, S1] (см. [49]).

Пусть Ṡ – неплотно определнное, замкнутое, симметрическое сжатие.
Обозначим C := SM − Sµ. Используя (1.16), можно получить, что если
Sk = Sµ + C1/2XkC

1/2, k = 0, 1 – два самосопряженных сжимающих рас-
ширения оператора Ṡ, где Xk, k = 0, 1 неотрицательные, самосопряженные
сжатия в ran (C), то

S0 ≤ S1 ⇔ X0 ≤ X1, ran
(
(S0 − Sµ)

1/2
)
∩ ran

(
(S1 − S0)

1/2
)
= {0}

⇐⇒ ran (X
1/2
0 ) ∩ ran ((X1 −X0)

1/2) = {0} ⇐⇒ X0 = X
1/2
1 PX

1/2
1 ,

(2.17)

где P – ортопроектор в ran (C).

2.2.2 Факторизация плотно определенных неотрицательных сим-
метрических операторов

Теорема 2.2.6. Пусть Ȧ – плотно определенный замкнутый неотрица-
тельный симметрический оператор в гильбертовом пространстве H, име-
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ющий дизъюнктные неотрицательные самосопряженные расширения. То-
гда Ȧ допускает бесконечного много факторизация вида:

Ȧ = LL0, (2.18)

где L0 – плотно определенный замкнутый неотрицательный симметриче-
ский оператор в H и L его неотрицательное самосопряженное расширение.
Существует взаимно однозначное соответствие между всеми факториза-
циями оператора Ȧ в форме (2.18) и всеми парами ⟨A0, A1⟩ дизъюнктных
неотрицательных самосопряженных расширений оператора Ȧ, удовлетво-
ряющих условию (2.12). Это соответствие дается формулами:

dom (L) = dom (A
1/2
1 ), Lu = A

1/2
1 u, u ∈ dom (L),

dom (L0) = dom (A
1/2
0 ), L0φ = A

1/2
1 φ, φ ∈ dom (L0).

(2.19)

Более того,

1) если индексы дефекта оператора Ȧ конечные, то необходимо, чтобы
оператор L∗

0L0 совпадал с фридрихсовым расширением AF оператора Ȧ;

2) если индексы дефекта оператора Ȧ бесконечные, то оператор L0 может
быть выбран так, что L∗

0L0 совпадает или не совпадает с фридрихсо-
вым расширением оператора Ȧ;

3) если Ȧ допускает трансверсальные, неотрицательные, самосопряжен-
ные расширения и если L2 трансверсально к AF (в частности, если L2

совпадает с крейновским расширением оператора Ȧ), то необоходимо,
чтобы L∗

0L0 – фридрихсово расширение оператора Ȧ.

Доказательство. Пусть Ȧ = LL0 – факторизация оператора Ȧ, где L0 –
плотно определенный замкнутый неотрицательный симметрический опера-
тор в H и L его неотрицательное самосопряженное расширение. Тогда опе-
раторы A0 = L∗

0L0, A1 = L2 – дизъюнктные неотрицательные самосопряжен-
ные расширения оператора Ȧ и выполняется условие (2.12). Следовательно,
справедливы формулы (2.19).

Если пара дизъюнктных неотрицательных самосопряженных расширений
⟨A0, A1⟩ оператора Ȧ, удовлетворяет условию (2.12), тогда определим пару
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операторов ⟨L0,L⟩ по формулам (2.19). Очевидно, L2 = A1 и из условия (2.12)
следует, что L∗

0L0 = A0. К тому же, согласно равенсту dom (A0)∩dom (A1) =

dom (Ȧ) получаем, что Ȧ = LL0.
Пусть

Ṡ = (I − Ȧ)(I + Ȧ)−1,

Sµ = (I − AF )(I + AF )
−1, SM = (I − AK)(I + AK)

−1

это преобразование Кэли, соответственно, операторов Ȧ, AF и AK . Так как
AF и AK дизъюнктны, то ker (C) = dom (Ṡ).

Дефектные индексы оператора Ȧ конечны. Тогда n := dim (N) <∞
и ran (C) = N. Предположим, что оператор Ȧ факторизован в виде Ȧ = LL0,

где L0 – плотно определенный замкнутый неотрицательный симметрический
оператор и L его самосопряженное расширение. Поскольку A0 = L∗

0L0 и
A1 = L2 – неотрицательные самосопряженные расширения оператора Ȧ и

dom (Ȧ) = dom (A0) ∩ dom (A1),

то из (1.17), (1.10), и отношения

dom (L0) = dom (A
1/2
0 ) ⊂ dom (A

1/2
1 ) = dom (L)

следует, что ⟨n, n⟩ – индексы дефекта оператора L0, тогда по теореме 1.4.1
A0 = L∗

0L0 – фридрихсово расширение оператора Ȧ.
Согласно конструкции факторизации возьмем произвольное самосопря-

женное расширение A1 трансверсальное к AF и положим A0 = AF . Тогда,
согласно (1.8) полуторалинейная форма AF [·, ·] = Ȧ[·, ·] – замкнутое сужение
формы A1[·, ·]. Далее мы используем (2.19).

Индексы дефекта оператора Ȧ беcконечны. В этом случае
dim (N) = ∞. По предложению 1.2.11 имеем ran (C) = N. Согласно предло-
жению 2.2.4 и (2.19) мы должны описать все пары ⟨S0, S1⟩ самосопряженных
сжимающих расширений оператра Ṡ, удовлетворяющего условию (2.15) и
таких, что ker (S1 − S0) = dom (Ṡ).

Пусть Sk = Sµ + C1/2XkC
1/2, k = 0, 1, и 0 ≤ X0 ≤ X1 ≤ IN. Согласно

(2.17) оператор X0 принимает вид

X0 = X
1/2
1 PX

1/2
1 ,
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где P – ортопроектор с областью значений ran (P ) ⊂ N. Мы должны найти
такой P , чтобы ker (S1 − S0) = dom (Ṡ). Непосредственно получаем:

S1 − S0 = C1/2(X1 −X0)C
1/2 = C1/2X

1/2
1 (IN − P )X

1/2
1 C1/2,

||(S1 − S0)
1/2h||2 = ||(IN − P )X

1/2
1 C1/2h||2, h ∈ H

и
N ∋ h ∈ ker (S1 − S0) ⇐⇒ X

1/2
1 C1/2h ∈ ran (P ).

Следовательно,

ker (S1 − S0) = dom (Ṡ) ⇐⇒

 ker (X1) ∩ ran (C1/2) = {0},
ran

(
X

1/2
1 C1/2

)
∩ ran (P ) = {0}.

(2.20)

Выбор оператора X1 зависит от случая: ran (C) = N или ran (C) ̸= N. На-
помним, что ran (C) = N.

В случае ran (C) = N ( ⇐⇒ AF и AK трансверсальны) справедлива
эквивалентность:

ker (X1) ∩ ran (C1/2) = {0} ⇐⇒ ker (X1) = {0}.

Если ran (X1) = N, то тут только одна возможность удовлетворить условие

ran (P ) ∩ ran (X
1/2
1 ) = {0}

это выбрать P = 0. Это означает, что X0 = 0, то есть, S0 = Sµ и A0 = AF . В
частности,

X1 = IN ⇐⇒ S1 = SM ⇐⇒ A1 = AK ⇒ A0 = AF .

Если ker (X1) = {0} и ran (X1) ̸= N, то возможно выбрать нетривиальное
подпространство M в N такое, что

M ∩ ran (X
1/2
1 ) = {0}

и X0 = X
1/2
1 PMX

1/2
1 . Если мы возьмем M = {0}, то получим A0 = AF .

В случае ran (C) ̸= N также возможно выбрать оператор X1, удовлетво-
ряющий условию (2.20). Например, можем взять X1 ∈ [0, IN], ker (X1) = {0}
и затем взять M ⊂ N такое, что M ∩

(
X1/2ran (C1/2)

)
= {0}. В частности,

X1 = IN ⇐⇒ S1 = SM ⇐⇒ A1 = AK ⇒ S0 = Sµ + C1/2PMC
1/2,

где M подпространство в N и M ∩ ran (C1/2) = {0}.
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Несколько замечаний.
1) Из доказательства следует, что оператор L0 = L� dom (A

1/2
0 ) зависит

от выбора

• дизъюнктного к AF неотрицательного самосопряженного расширения
A1(= L2),

• неотрицательного, самосопряженного расширения A0, дизъюнктного с A1

и удовлетворяющего условию (2.12).

Минимальная область определения dom (L0) симметрического оператора L0

совпадает с D[Ȧ] = dom (A
1/2
F ).

2) Согласно теореме 2.1.1, если Ȧ∗ = L∗
0L, то AF = L∗

0L0. В добавок, в этом
случае трансверсальны расширения Фридрихса и Крейна оператора Ȧ. Сле-
довательно, если расширения Фридрихса и Крейна оператора Ȧ дизъюнктны,
но не трансверсальны, то для каждого представления Ȧ = LL0 сопряженный
оператор Ȧ∗ не равен L∗

0L. С другой стороны, если трансверсальны расши-
рения Фридрихса и Крейна оператора Ȧ = LL0 и AF ̸= L∗

0L0, то также и
Ȧ∗ ̸= L∗

0L.
3) Предположим что AF и AK не трансверсальны, но дизъюнктны. То-

гда, если мы положим A1 = AK(= L2), то неотрицательное самосопряженное
расширение A0(= L∗

0L0) должно быть выбрано так, чтобы оно было экстре-
мальным и дизъюнктным с AK . Преобразование Кэли S0 = (I−A0)(I+A0)

−1

представляется в виде:

S0 = Sµ + C1/2PMC
1/2,

где PM – ортопроектор на подпространство M в N и M ∩ ran (C1/2) = {0}.
4) В [90, следствие к теореме X.25] утверждается без доказательства, что

если L0 – симметрический оператор, квадрат которого L2
0 плотно определен,

то фридрихсово расширение (L2
0)F оператора L2

0 это оператор L∗
0L0. Этот

результат справедлив, если конечен один из индексов дефекта оператора L0

(это следует из предложения 2.1.2). Другое достаточное условие для равен-
ства (L2

0)F = L∗
0L0 (для плотно определенного L2

0) это (L2
0)

∗ = L∗2
0 (см. [83]).

С другой стороны, как это следует из [94, теорема 4.5] для любого неогра-
ниченного самосопряженного оператора L существует плотно определенное
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замкнутое симметрическое сужение L0 такое, что L2
0 плотно определен, но

область определения dom (L2
0) не плотна в dom (L0) по норме графика, то

есть (L2
0)F ̸= L∗

0L0. По теореме 2.2.6, если Ȧ = LL0 и фридрихсово расшире-
ние оператора Ȧ не совпадает с L∗

0L0, то из предположения, что L2
0 – плотно

определен следует, что L∗
0L0 не совпадает с фридрихсовым расширением опе-

ратора L2
0.

2.2.3 Факторизация неплотно определенных неотрицательных
симметрических операторов

Теорема 2.2.7. 1) Неплотно определенный замкнутый неотрицательный
симметрический оператор с конечными индексами дефекта не допускает
представления в дивергентной форме.

2) Неплотно определенный замкнутый неотрицательный симметри-
ческий оператор Ȧ с бесконечными индексами дефекта и имеющий дизъ-
юнктные самосопряженные расширения (операторы) допускает бесконеч-
ного много факторизаций:

Ȧ = LL0,

где L0 – плотно определенный замкнутый неотрицательный симметриче-
ский оператор и L – его неотрицательное самосопряженное расширение.

Доказательство. 1) Пусть оператор Ȧ имеет конечные индексы дефекта
⟨n, n⟩. Тогда для двух неотрицательных самосопряженных расширений A0

и A1 таких, что A0 ≥ A1, из (1.10) следует

dim (D[A1]/D[A0]) ≤ n.

Предположим, что Ȧ = L∗
1L0, где L0 – замкнут и плотно определен в H и L1

– замкнутое расширение оператора L0 в H. Положим A0 = L∗
0L0, A1 = L∗

1L1,
тогда dim (dom (L1)/dom (L0)) ≤ n. Это дает, что dom (L∗

1L0) плотно в H.
Получили противоречие.

2) Пусть Ȧ имеет бесконечные индексы дефекта. Поскольку Ȧ имеет дизъ-
юнктные неотрицательные самосопряженные расширения (операторы), полу-
чаем ker (C) = dom (Ṡ) (предложение 1.2.5). Напомним, что C = SM − Sµ.
Отметим, что расширений Крейна AK является оператором, это означает,
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что ker (I + SM) = {0}. Пусть

S1 = Sµ + C1/2X1C
1/2, 0 ≤ X1 ≤ IN

это самосопряженное сжимающее расширение оператора Ṡ. Используя ра-
венство I + S1 = (I + Sµ) + C1/2X1C

1/2 и (1.7) получаем, что

ker (I + S1) = {0} ⇐⇒ ker (X1) ∩ C1/2B = {0},

где B = H ⊖ dom (Ȧ). Следовательно, если, в частности, ker (X1) = {0}, то
ker (I + S1) = {0}. Пусть P – ортопроектор в H, ran (P ) ⊂ N. Положим
X0 = X

1/2
1 PX

1/2
1 и пусть

S0 = Sµ + C1/2X0C
1/2 = Sµ + C1/2X

1/2
1 PX

1/2
1 C1/2.

Операторы S0 и S1 также должны удовлетворять следующим условиям:

ker (S1 − S0) = {0}, ker (I + S0) = {0}.

Отсюда, (см. (2.20)) (N⊖ ran (P )) ∩X1/2
1 C1/2B = {0} и ker (X1) ∩ ran (C1/2) = {0},

ran
(
X

1/2
1 C1/2

)
∩ ran (P ) = {0}.

Итак, если мы построим оператор X1 ∈ [0, IN] и подпространство M ⊂ N

такие, что

ker (X1) = {0}, ran (X1) ̸= N, ran (X
1/2
1 ) ∩M = ran (X

1/2
1 ) ∩ (N⊖M) = {0},

то мы получим неотрицательные самосопряженные расширения Ak = (I −
Sk)(I + Sk)

−1, k = 0, 1 оператора Ȧ, удовлетворяющие условию (2.12). Для
конструкции такого оператора X1 мы можем повторить конструкцию в под-
разделе 2.2 или использовать результаты в [94] (см. замечание 2.2.3).

В случае ran (C) ̸= N мы можем взять X1 = IN, это эквивалентно выбору
S1 = SM ⇐⇒ A1 = AK . Тогда мы можем найти (см. замечание 2.2.3)
подпространство M ⊂ N такое, что

M ∩ ran (C1/2) = {0}, (N⊖M) ∩ ran (C1/2) = {0}.
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Отсюда, S0 = Sµ + C1/2PMC
1/2 и A0 = (I − S0)(I + S0)

−1 – экстремальное
расширение оператора Ȧ.

Отметим, что возможна ограниченность оператора Ȧ. Таким образом,
ограниченный оператор Ȧ, имеющий неотрицательные самосопряженные опе-
раторные расширения, допускает факторизацию Ȧ = LL0 с неограниченны-
ми L0 и L.

Выводы к главе 2

Во второй главе диссертации изучаются свойства операторов в дивергентной
форме и их неотрицательных самосопряженных расширений.

• Для неотрицательного симметрического оператора A, заданного в ди-
вергентной форме (1.39), описаны расширения Фридрихса AF и Крейна
AK и ассоциированные с ними полуторалинейные формы, сопряженный
оператор A∗ и устанавлен критерий трансверсальности AF и AK ; для
случая, когда A = LL0 (A = L0L), где L0 – плотно определенный, за-
мкнутый, симметрический оператор с равными индексами дефекта в H
и L его неотрицательное самосопряженное расширение, устанавлен кри-
терий выполнения равенства A∗ = L∗

0L (A∗ = LL∗
0).

• Построена конструкция базисной граничной тройки для A∗ и описаны
все неотрицательные самосопряженные расширения оператора A.

• Приведен пример конструкции двух операторов – плотно определенного
неотрицательного симметрического оператора L0 и его неотрицательного
самосопряженного расширения L таких, что dom (LL0) = {0}, в частно-
сти, dom (L2

0) = {0}.

• Доказано, что каждый плотно определенный неотрицательный симмет-
рический оператор Ȧ, имеющий дизъюнктные неотрицательные само-
сопряженные расширения, допускает бесконечного много факторизаций
вида Ȧ = LL0, и параметризованы такие факторизации. Для случая
неплотно заданного симметрического оператора Ȧ устанавлен критерий
существования таких факторизаций.
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Глава 3
Квази-самосопряженные расширения неотрицательного
симметрического оператора
В данной главе мы развиваем метод описанный в разделе 1.2.9 теперь для
описания всех квази-самосопряженных m-аккретивных и m-секториальных
расширений плотно определенного неотрицательного симметрического опе-
ратора во внутренних терминах. Описываем ассоциированные с ними полу-
торалинейные формы и даем критерий дизъюнктности и трансверсальности
квази-самосопряженного расширения S̃ с фридрихсовым расширением SF . А
также даем критерий экстремальности квази-самосопряженных расширений.

3.1 Параметризация всех квази-самосопряженных m-аккре-
тивных и m-секториальных расширений

В следующей теореме мы даем описание всех квази-самосопряженных m-
аккретивных и m-секториальных расширений неотрицательного симметри-
ческого оператора S.

Теорема 3.1.1. Пусть S неотрицательный плотно определенный замкну-
тый симметрический оператор. Существует взаимно однозначное соот-
ветствие между всеми m-аккретивными квази-самосопряженными расши-
рениями S̃ оператора S и всеми (+)-m-аккретивными операторами Ũ в NF ,
удовлетворяющими условию:

ran (Ũ) ⊂ N0 и Re (Ũe, e)+ ≥ ω0[Ũe], ∀e ∈ dom (Ũ). (3.1)

Это соответствие дается формулами:

dom (S̃) = dom (S)⊕ (I + SF Ũ)dom (Ũ),

S̃(φ+ e+ SF Ũe) = SF (φ+ e)− Ũe, φ ∈ dom (S), e ∈ dom (Ũ).
(3.2)

Расширение S̃ определенное формулами (3.2) является m-секториальным в
том и только том случае, если

оператор Ũ (+)-m-аккретивен в NF , ran (Ũ) ⊂ N0

и секториальна полуторалинейная форма
τŨ [e, h] := (Ũe, h)+ − ω0[Ũe, Ũh], e, h ∈ dom (Ũ).

(3.3)
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Замкнутая форма S̃[·, ·], ассоциированная с S̃,описывается следующим об-
разом:

D[S̃] = D[S]u SFD[Ũ−1], S̃[u+ SFf, v + SFg] =

= (S
1/2
F u− Ŝ

−1/2
F f, S

1/2
F v − Ŝ

−1/2
F g) + Ũ−1[f, g]− ω0[f, g],

u, v ∈ D[S], f, g ∈ D[Ũ−1],

(3.4)

Расширения S̃ и SF дизъюнктны в том и только в том случае, когда опе-
ратор Ũ обратим, и трансверсальны в том и только в том случае, когда
оператор Ũ−1 ограничен.

Доказательство. Предположим, что S̃ это аккретивное квази-
самосопряженное расширение оператора S. Если e ∈ dom (S̃) ∩ MF , то
e = SFg, g ∈ NF , S̃e = S∗SFg = −g и Re (S̃e, e) = −(g, SFg) ≤ 0. Но
SF неотрицательный самосопряженный оператор, значит e = SFg = 0.
Следовательно, dom (S̃) ∩MF = {0}.

Это означает, что область определения dom (S̃) может быть представлена
в виде:

dom (S̃) = dom (S)⊕ (I + SF Ũ)dom (Ũ),

где Ũ это линейный оператор в NF с областью определения dom (Ũ).
Покажем, что Ũ является (+)-аккретивным оператором в NF . Рассмотрим

произвольный вектор f ∈ dom (S̃) в виде f = h+ SF Ũh, h ∈ dom (Ũ), тогда
S̃f = S∗f = SFh− Ũh и

(S̃f, f) = (SFh− Ũh, h+ SF Ũh) =

= (SFh, h)− (Ũh, SF Ũh) + (SFh, SF Ũh)− (Ũh, h) =

= (SFh, h)− (Ũh, SF Ũh) + (SFh, SF Ũh) + (h, Ũh)− 2Re (Ũh, h) =

= (SFh, h)− (Ũh, SF Ũh) + (h, Ũh)+ − 2Re (Ũh, h).

Поскольку S̃ аккретивное квази-самосопряженное расширение оператора S,
то по теореме 1.3.2 каждый вектор f ∈ dom (S̃) принадлежит dom (S

1/2
K )

и выполняется неравенство Re (S̃f, f) ≥ ||S1/2
K ||2. Из (1.32) следует, что

ran (Ũ) ⊂ N0 и для всех f = h + SF Ũh, h ∈ dom (Ũ) выполняется нера-
венство:

||S1/2
F h− Ŝ

−1/2
F Ũh||2 ≤ (SFh, h)− (Ũh, SF Ũh) + Re (Ũh, h)+ − 2Re (Ũh, h).
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Поскольку ||S1/2
F h − Ŝ

−1/2
F Ũh||2 = (SFh, h) + ||Ŝ−1/2

F Ũh||2 − 2Re (Ũh, h), то
||Ŝ−1/2

F Ũh||2 + ||S1/2
F Ũh||2 ≤ Re (Ũh, h)+. Тогда (1.28) влечет

ω0[Ũh] ≤ Re (Ũh, h), ∀h ∈ dom (Ũ). (3.5)

Это неравенство показывает, что оператор Ũ является (+)-аккретивным.
Предположим теперь, что оператор S̃ m-аккретивен, тогда его сопряжен-

ный S̃∗ тоже m-аккретивен и является квази-самосопряженным расширением
оператора S. В этом случае оператор Ũ (+)-замкнутый и плотно определен-
ный. Если вектор e ∈ NF (+)-ортогонален dom (Ũ), то есть (e, h)+ = 0 для
всех h ∈ dom (Ũ), тогда (SFe, SFh) + (e, h) = 0, ∀h ∈ dom (Ũ). Исполь-
зуя (+)-ортогональность SFNF к dom (S)uNF , получаем, что для каждого
φ ∈ dom (S)

(−e, φ+ h+ SF Ũh) = (SFe, Sφ+ SFh− Ũh).

Последнее означает, что вектор SFe принадлежит dom (S̃∗), а значит e = 0.
Таким образом, если S̃ m-аккретивное квази-самосопряженное расширение
оператора S, то соответствующий оператор Ũ (+)-замкнут, плотно опреде-
лен в NF , (+)-аккретивен и удовлетворяет условую (3.5). Более того, для S̃∗

выполняется разложение:

dom (S̃∗) = dom (S)⊕ (I + SF Ũ
∗)dom (Ũ ∗),

где Ũ ∗ это (+)-сопряженный оператор к Ũ в подпространстве NF . Так как
S̃∗ аккретивен, то оператор Ũ ∗ является (+)-аккретивным и удовлетворяет
условию (3.5), если заменить Ũ на Ũ ∗. Поскльку оба оператора Ũ и Ũ ∗ (+)-
аккретивны, то они являются (+)-m-аккретивными в подпространстве NF и
удовлетворяют условию (3.5).

Предположим теперь, что оператор Ũ в NF удовлетворяет условиям
(3.1). Пусть оператор S̃ задан формулами (3.2), тогда оператор S̃ являет-
ся замкнутым квази-самосопряженным расширением оператора S и вектор
f = h+SF Ũh, где h ∈ dom (Ũ), удовлетворяет условию Re (S̃f, f) ≥ |SKf ||2.
Тогда, из (1.9) следует, что для всех φ ∈ dom (S) выполняется неравенство:

|(Sφ, f)|2 ≤ (Sφ, φ)Re (S̃f, f).
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Что влечет |(Sφ, f)| ≤ (Sφ, φ) + Re (S̃f, f). Значит,

Re (S̃(φ+ f), φ+ f) = (Sφ, φ) + Re (S̃f, f) + 2Re (S̃φ, f) ≥
≥ (Sφ, φ) + Re (S̃f, f)− (Sφ, φ)− Re (S̃f, f) = 0.

Таким образом, оператор S̃ аккретивен. Рассмотрим пару ⟨S, S̃⟩. Поскольку
(Sφ, g) = (φ, S̃g) для всех φ ∈ dom (S) и всех g ∈ dom (S̃), и S̃ являет-
ся замкнутым аккретивным оператором, то существует [93] m-аккретивный
оператор S̃ ′ такой, что S̃ ′ ⊃ S̃ и S̃ ′∗ ⊃ S. Значит,

S ⊂ S̃ ⊂ S̃ ′ ⊂ S∗.

Это означает, что оператор S̃ ′ является квази-самосопряженным m-аккретив-
ным расширением оператора S. Так как S̃ ′ расширяет S̃, то соответствующий
оператор Ũ ′ в представлении

dom (S̃ ′) = dom (S)⊕ (I + SF Ũ
′)dom (Ũ ′)

является (+)-аккретивным расширением в NF оператора Ũ . Но, поскольку
Ũ m-аккретивен, то Ũ ′ = Ũ и, следовательно, S̃ ′ = S̃. То есть, S̃ является m-
аккретивным расширением оператора S. Так как, нуль пространства (ядра)
m-аккретивного оператора и его сопряженного совпадают, то условие (3.5)
эквивалентно условию (3.1).

Предположим, что квази-самосопряженное и m-аккретивное расширение
S̃ оператора S задано по формулам (3.2). Пусть g = φ + h + SF Ũh, где
φ ∈ dom (S) и h ∈ dom (Ũ). Поскольку (Ũh, φ)+ = 0, а значит, и (Ũh, φ) =

−(SF Ũh, SFφ), то

(S̃g, g) = (SF (φ+ h)− Ũh, φ+ h+ SF Ũh) =

= (SF (φ+ h), φ+ h) + (SF (φ+ h), SF Ũh)− (Ũh, φ+ h)− (Ũh, SF Ũh) =

= (SF (φ+ h), φ+ h) + 2Re (SF Ũh, SFφ) + (Ũh, SF Ũh)− 2Re (Ũh, h) + (h, Ũh)+.

Из (1.32) следует, что

||S1/2
K g||2 = ||S1/2

F (φ+ h)− Ŝ
−1/2
F Ũh||2 =

= (SF (φ+ h), φ+ h) + ||Ŝ−1/2
F Ũh||2 − 2Re (φ+ h, Ũh) =

= (SF (φ+ h), φ+ h) + ||Ŝ−1/2
F Ũh||2 − 2Re (h, Ũh) + 2Re (SFφ, SF Ũh).
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Так как ||S1/2
F Ũh||2 + ||Ŝ−1/2

F Ũh||2 = ω0[Ũh], то

(S̃g, g)− ||S1/2
K g||2 = (h, Ũh)+ − ω0[Ũh]. (3.6)

Согласно теореме 1.3.2 оператор S̃ является секториальным в том и только
в том случае, когда является секториальной квадратичная форма (S̃g, g) −
||S1/2

K g||2, g ∈ dom (S̃). Из равенства (3.6) следует, что оператор S̃ является
секториальным в том и только в том случае, когда является секториальной
форма:

τŨ [e, h] = (e, Ũh)+ − ω0[Ũe, Ũh], e, h ∈ dom (Ũ).

Из условий (3.3) следует, что являются секториальными оператор Ũ и об-
ратное линейное отношение Ũ−1. Значит, форма (Ũ−1e, h)+ имеет замыкание
Ũ−1[·, ·] в NF . Более того, D[Ũ−1] ⊆ N0 = dom (ω0) и является секториальной
полуторалинейная форма

νŨ [e, h] := Ũ−1[e, h]− ω0[e, h], e, h ∈ D[Ũ−1].

Доказательство (3.4) аналогично доказательству теоремы 1.2.22. Отметим,
что форма νŨ замкнута в гильбертовом пространстве D[SK ].

Определение 3.1.2 ([41, 46]). Квази-самосопряженное m-аккретивное рас-
ширение S̃ неотрицательного симметрического оператора S называется
экстремальным, если для любого f ∈ dom (S̃):

inf{Re (S̃(f − φ), f − φ), φ ∈ dom (S)} = 0.

В следующем предложении мы даем критерий экстремальности квази-
самосопряженного m-аккретивного расширения S̃ неотрицательного симмет-
рического оператора S.

Предложение 3.1.3. Следующие условия эквивалентны:

1) квази-самосопряженное m-аккретивное расширение S̃ неотрицательно-
го симметрического оператора S является экстремальным;

2) (+)-m-аккретивный оператор Ũ в NF из (3.2) удовлетворяет условию:

ran (Ũ) ⊂ N0, Re (Ũh, h)+ = ω0[Ũh], ∀h ∈ dom (Ũ);
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3) (+)-m-аккретивный оператор Ũ в NF из (3.2) удовлетворяет условию:

ran (Ũ) ⊂ N0, Re ((ŨPŨ)
−1e, e)+ = ω0[e], ∀e ∈ ran (Ũ), (3.7)

где PŨ (+)-ортогональный проектор в NF на ran (Ũ).

Доказательство. Пусть S̃ квази-самосопряженное m-аккретивное расшире-
ние оператора S и пусть g ∈ dom (S̃), тогда, согласно (3.2), вектор g имеет
представление g = ψ + h + SF Ũh, где ψ ∈ dom (S) и h ∈ dom (Ũ). Пусть
φ ∈ dom (S), тогда в силу (3.6) имеем:

(S̃(g − φ), g − φ) = ||S1/2
K (g − φ)||2 + (h, Ũh)+ − ω0[Ũh].

В силу (1.33) получаем:

inf
{
Re (S̃(g − φ), g − φ), φ ∈ dom (S)

}
= Re (h, Ũh)+ − ω0[Ũh].

Следовательно, расширение S̃ является экстремальным в том и только в том
случае, когда Re (h, Ũh)+ = ω0[Ũh] для всех h ∈ dom (Ũ). Переходя к обрат-
ному оператора, мы получим эквивалентное условие (3.7).

3.2 Случай симметрического оператора с конечными индексами
дефекта

Предложение 3.2.1. Предположим, что неотрицательный симметрич-
кеский оператор S имеет индексы дефекта ⟨m,m⟩, m ∈ N, N0 = NF и
пусть {e1, e2, ..., em} линейный базис подпространства NF . Обозначим
через G и W0 следующие m×m матрицы:

G = ||(ek, ej)+||mk,j=1, W0 = ||ω0[ek, ej]||mk,j=1.

Существует взаимно однозначное соответствие между

1) всеми m-аккретивными квази-самосопряженными расширениями S̃ опе-
ратора S и всеми m×m матрицами U = ||ukj||mk,j=1, удовлетворяющими
условию:

UG + GU∗ ≥ 2UW0U∗; (3.8)
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2) всеми m-секториальными квази-самосопряженными расширениями S̃

оператора S и всеми m × m матрицами U = ||ukj||mk,j=1, удовлетво-
ряющими условию:{

tgα · (UG + GU∗) + i(UG − GU∗) ≥ 2tgα · UW0U∗,

tgα · (UG + GU∗)− i(UG − GU∗) ≥ 2tgα · UW0U∗.

Это соответствие дается формулами:

dom (S̃) =

{
φ+

m∑
j=1

λjej +
m∑

k,j=1

ukjλkSFej, φ ∈ dom (S), λj ∈ C, j ≤ m

}
,

S̃

(
φ+

m∑
j=1

λjej +
m∑

k,j=1

ukjλkSFej

)
= SFφ+

m∑
j=1

λjSFej −
m∑

k,j=1

ukjλkej.

Если U = GW−1
0 , то соответствующее расширения является расширением

Крейна.

Доказательство. Пусть h =
m∑
j=1

λjej ∈ NF и пусть оператор U в NF опреде-

лен следующим образом:

U

(
m∑
j=1

λjej

)
:=

m∑
k,j=1

ukjλkej,

тогда

(Uh, h)+ =
m∑

k,j=1

λjλk

(
m∑
l=1

ujl(el, ek)+

)
. (3.9)

Отметим, что матрица W = ||wkj||mk,j=1 оператора W0, ассоциированного с
формой ω0[·, ·] в базисе {ej}mj=1 совпадает с матрицей W0G−1. Действительно,
так как

ω0[h] = (W0h, h)+ =
m∑

k,j=1

λjλk

(
m∑
l=1

wjl(el, ek)+

)
и

ω0[h] =
m∑

k,j=1

λjλkω0[ej, ek], (3.10)

то получаем, что W0 = WG.
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Обозначим gkj = (ek, ej)+ и wo
kj = ω0[ek, ej]. Согласно (3.9) и (3.10) условие

Re (Uh, h)+ ≥ ω0[Uh], h ∈ dom (U), может быт записано в виде

m∑
k,j=1

λjλk

 m∑
s=1

(ujsgsk + gjsuks)− 2
m∑

s,l=1

ujsw
o
slukl

 ≥ 0.

Что влечет (3.8). Расширение S̃ является m-секториальным в том и только
в том случае, если полуторалинейная форма q[h, e] := (Uh, e)+ − ω0[Uh, Ue],

является секториальной, то есть

|Im q[h]| ≤ tgα · Re q[h], h ∈ dom (U). (3.11)

Из равенств (3.9) и (3.10) получаем, что

Re q[h] =
1

2

m∑
k,j=1

λjλk

 m∑
s=1

(ujsgsk + gjsūks)− 2
m∑

s,l=1

ujsw
0
slūkl

 ,

Im q[h] =
1

2i

m∑
k,j=1

λjλ̄k

(
m∑
s=1

(ujsgsk − gjsūks)

)
.

Тогда неравенство (3.11) эквивалентно следующим:

1
2i

m∑
k,j=1

λjλ̄k

(
m∑
s=1

(ujsgsk − gjsūks)

)
≤

≤ tgα · 1
2

m∑
k,j=1

λjλk

(
m∑
s=1

(ujsgsk + gjsūks)− 2
m∑

s,l=1

ujsw
0
slūkl

)
,

1
2i

m∑
k,j=1

λjλ̄k

(
m∑
s=1

(gjsūks − ujsgsk)

)
≤

≤ tgα · 1
2

m∑
k,j=1

λjλ̄k

(
m∑
s=1

(ujsgsk + gjsūks)− 2
m∑

s,l=1

ujsw
0
slūkl

)
.

В матричном виде:{
tgα · (UG + GU∗) + i(UG − GU∗) ≥ 2tgα · UW0U∗,

tgα · (UG + GU∗)− i(UG − GU∗) ≥ 2tgα · UW0U∗.

Расширение Крейна SK определяется параметром U = GW−1
0 этот факт до-

казан в работе Арлинского и Цекановского [60].
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Выводы к главе 3

В третьей главе развит метод Арлинского-Цекановского, изложенный в раз-
деле 1.2.9, для описания всех квази-самосопряженных m-аккретивних и m-
секториальных расширений неотрицательного симметрического оператора.

• Дана параметризация всех квази-самосопряженных m-аккретивних и m-
секториальных расширений неотрицательного симметрического операто-
ра во внутренних терминах, в частности, для неотрицательного симмет-
рического оператора с конечными индексами дефекта; описаны полу-
торалинейные формы ассоциированные с квази-самосопряженными рас-
ширениями и дан критерий дизъюнктности и трансверсальности квази-
самосопряженного расширения S̃ и фридрихсова расширения SF .

• Дан критерий экстремальности квази-самосопряженных m-аккретивних
расширений неотрицательного симметрического оператора.
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Глава 4
Связь пространств Соболева W 1

2 (Rd), W 2
2 (Rd), d = 1, 2, 3, W 1

2 (R\Y ) и
гильбертова пространства ℓ2

В данной главе мы доказываем определенную взаимосвязь пространств Со-
болева W 1

2 (Rd), W 2
2 (Rd), d = 1, 2, 3, W 1

2 (R\Y ), где Y – несходящаяся по-
следовательность точек, с гильбертовым пространством ℓ2. Данная связь ис-
пользуется нами в 5 и 6 главах для доказательства базисности Рисса дельта-
функций Дирака, выяснения свойств дизъюнктности и трансверсальности
расширений Крейна и Фридрихса, а также для построения базисных гранич-
ных троек.

4.1 Связь между W 1
2 (R), W 2

2 (R), W 1
2 (R \ Y ) и ℓ2

Пусть Y – конечная или бесконечная монотонная последовательность точек
на R, удовлетворяющая условию:

inf{|y′ − y′′|, y′, y′′ ∈ Y, y′ ̸= y′′} = d1 > 0. (4.1)

Установим определенную связь между пространствами Соболева
W 1

2 (R), W 2
2 (R) и гильбертовым пространством ℓ2(J).

Предложение 4.1.1. 1) Если g ∈ W 2
2 (R), тогда последовательности

{g(yj), yj ∈ Y } и {g′(yj), yj ∈ Y } лежат в ℓ2(J). Более того, суще-
ствует положительная константа c такая, что для всех g из W 2

2 (R)
выполняются неравенства:

∥{g(yj)}∥ℓ2(J) ≤ c∥g∥W 2
2 (R), ∥{g

′(yj)}∥ℓ2(J) ≤ c∥g∥W 2
2 (R).

2) Если {aj, j ∈ J}, {bj, j ∈ J} ∈ ℓ2(J), тогда существует фукнция g из
W 2

2 (R) такая, что g(yj) = aj, g
′(yj) = bj, ∀j ∈ J.

Доказательство. 1) Пусть g лежит в W 2
2 (R), тогда согласно теореме вложе-

ния [4], функция g непрерывно дифференцируема. Справедливы равенства:

g(yj) =
1

2

∫
R

e−|x−yj |(g(x)− sgn (x− yj)g
′(x))dx, (4.2)

g′(yj) =
1

2

∫
R

e−|x−yj |(g′(x)− sgn (x− yj)g
′′(x))dx. (4.3)
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Далее

|g(yj)| ≤ 1
2

∫
R
e−|x−yj ||g(x)− sgn (x− yj)g

′(x)|dx ≤

≤ 1
2

∑
n∈Z

(
yn∫

yn−1

e−2|x−yj |dx

)1/2(
2

yn∫
yn−1

(
|g(x)|2 + |g′(x)|2

)
dx

)1/2

= 1
2

∑
n∈Z

Mjnhn,

где h⃗ :=

hn :=
(
2

yn∫
yn−1

(
|g(x)|2 + |g′(x)|2

)
dx

)1/2

, n ∈ Z

 ∈ ℓ2(Z) так как

||⃗h||ℓ2(Z) =
∑
n∈Z

2
yn∫

yn−1

(
|g(x)|2 + |g′(x)|2

)
dx = 2||g||2

W 1
2 (R)

≤ 2||g||2
W 2

2 (R)
<∞,

и

Mjn =

 yn∫
yn−1

e−2|x−yj |dx

1/2

.

Если n ≥ j + 1, тогда yn−1 ≥ yj и

M 2
jn =

yn∫
yn−1

e−2|x−yj |dx = e2yj

2 (e−2yn−1 − e−2yn) ≤ 1
2e

−2(yn−1−yj) ≤ 1
2e

−2d1(n−j−1).

Если n ≤ j, тогда yn ≤ yj и

M 2
jn =

yn∫
yn−1

e−2|x−yj |dx = e−2yj

2 (e2yn − e2yn−1) ≤ 1
2e

−2(yj−yn) ≤ 1
2e

−2d1(j−n).

Тогда∑
n∈Z

Mjn =
∑

n≥j+1

Mjn +
∑
n≤j

Mjn ≤ 1√
2

∑
n≥j+1

e−d1(n−j−1) + 1√
2

∑
n≤j

e−d1(j−n) =

=
√
2
∑
k≥0

e−d1k =

√
2

1− e−d1
<∞.

Аналогично, ∑
j∈Z

Mjn ≤
√
2

1− e−d1
<∞.

Пусть M – линейный оператор в ℓ2(J), заданый матрицей (Mjn)j,n∈Z. Тогда
граница Хольмгрена оператора M [36, Appendix C] удовлетворяет неравен-
ству:

∥M∥H =

(
sup
j∈Z

∑
n∈Z

|Mjn|

)1/2
sup

n∈Z

∑
j∈Z

|Mjn|

1/2

≤
√
2

1− e−d1
<∞. (4.4)
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Это означает, что оператор M является ограниченным в пространстве
ℓ2(Z).

В случае, если sup{Y } = y−1 <∞, пусть y0 := +∞, тогда

|g(yj)| ≤ 1
2

0∑
n=−∞

(
yn∫

yn−1

e−2|x−yj |dx

)1/2(
2

yn∫
yn−1

(
|g(x)|2 + |g′(x)|2

)
dx

)1/2

=

= 1
2

∑
n∈Z

Mjnhn,

где, очевидно
||⃗h||ℓ2(Z) ≤

√
2||g||W 2

2 (R) <∞,

M0n = lim
y0→+∞

 yn∫
yn−1

e−2|x−y0|dx

1/2

= 0, для всех n ≤ 0,

Mj0 = lim
y0→+∞

 y0∫
y−1

e−2|x−yj |dx

 =
1√
2
e−(y−1−yj),

и
0∑

n=−∞
Mjn ≤

√
2

1− e−d1
<∞,

0∑
j=−∞

Mjn ≤
√
2

1− e−d1
<∞.

Отсюда, граница Хольмгрена оператора M удовлетворяют неравенству (4.4),
то есть оператор M является ограниченным в пространстве ℓ2(J). Аналогич-
ный результат получаем в случае inf{Y } = y1 > −∞ и в случае, когда Y

содержит конечное число точек. Следовательно,

∑
j∈J

|g(yj)|2 ≤
1

4

∑
j∈J

(∑
n∈J

Mjnhn

)2

=
1

4
||Mh||2ℓ2(J) ≤

≤
1

4
||M ||2H ||g||2W 2

2 (R)
≤

1

2(1− e−d1)2
||g||2

W 2
2 (R)

= c2||g||2
W 2

2 (R)
<∞.

(4.5)

То есть, {g(yj), yj ∈ Y } ∈ ℓ2(J) и

∥{g(yj)}∥ℓ2(J) ≤ c||g||W 2
2 (R) <∞,

где c =
1

√
2(1− e−d1)

.

Аналогично, {g′(yj), yj ∈ Y } ∈ ℓ2(J) и

∥{g′(yj)}∥ℓ2(J) ≤ c||g′||W 1
2 (R) ≤ c||g||W 2

2 (R) <∞.
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2) Пусть

fα(t) =

 e · exp
(

α2

t2−α2

)
−α2(a+bt)
t2−α2 , |t| ≤ α,

0, |t| > α.

Отметим, что fα(t) ∈ C∞(R) и fα(0) = a. К тому же

f ′α(t) =

 e · exp
(

α2

t2−α2

)
α2

(t2−α2)3

(
bt4 + 2at3 + 2bα2t2 − bα4

)
, |t| ≤ α,

0, |t| > α,

и f ′α(0) = b.
Пусть a⃗ := {ak, k ∈ J}, b⃗ := {bk, k ∈ J} ∈ ℓ2(J),

gk(x) = fd1/2(x− yk) =

=

 e · exp
(

(d1/2)
2

(x−yk)2−(d1/2)2

)
−(d1/2)

2(ak+bk(x−yk))
(x−yk)2−(d1/2)2

, |x− yk| < d1/2,

0, |x− yk| ≥ d1/2,

g(x) =
∑
k∈J

gk(x),

(4.6)

тогда g(yk) = ak, g′(yk) = bk. Очевидно, что функция g(x) лежит в W 2
2 (R),

так как fα(t) ∈ C∞(R) ⊂ W 2
2 (R) и {ak, k ∈ J}, {bk, k ∈ J} ∈ ℓ2(J) .

В силу (4.5), (4.6) и так как g(x) лежит в W 2
2 (R), мы получаем следующее

Следствие 4.1.2. 1) Если f ∈ W 1
2 (R), то последовательность {f(yj), yj ∈

Y } лежит в ℓ2(J).
2) Для любого a⃗ = {aj, j ∈ J} из ℓ2(J) существует функция g из W 1

2 (R)
такая, что g(yj) = aj, j ∈ J.

Предложение 4.1.3. Пусть множество точек Y удовлетворяет условию
(4.1). Тогда справедливы следующие утверждения:

1) Если φ ∈ W 1
2 (R\Y ), то последовательность {φ(yj+0)−φ(yj−0), yj ∈

Y } лежит в ℓ2(J).
2) Для любой a⃗ = {aj, j ∈ J} ∈ ℓ2(J) существует функция φ из W 1

2 (R \
Y ) такая, что φ(yj + 0)− φ(yj − 0) = aj, j ∈ J.
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Доказательство. 1) Пусть g(x) вещественная функция из W 1
2 (R \ Y ), тогда

выполняются равенства:

g2(yj − 0)− g2(yj−1 + 0)e−(yj−yj−1) =
yj−0∫

yj−1+0

e−|x−yj |(g2(x) + 2g(x)g′(x))dx,

g2(yj−1 + 0)− g2(yj − 0)e−(yj−yj−1) =
yj−0∫

yj−1+0

e−|x−yj−1|(g2(x)− 2g(x)g′(x))dx.

(4.7)
Из (4.7) получаем

(g2(yj − 0) + g2(yj−1 + 0))(1− e−(yj−yj−1)) =

=
yj−∫

yj−1+

g2(x)(e−|x−yj | + e−|x−yj−1|) + 2g(x)g′(x)(e−|x−yj | − e−|x−yj−1|)

 dx ≤

≤
yj−∫

yj−1+

2g2(x) + 4|g(x)g′(x)|

 dx ≤ 4
yj−∫

yj−1+

(
g2(x) + g′2(x)

)
dx.

Поскольку 1− e−(yj−yj−1) ≥ 1− e−d1, то

∑
j∈J

(g2(yj − 0) + g2(yj−1 + 0)) ≤
4

1− e−d1

∫
R\Y

(
g2(x) + g′2(x)

)
dx =

=
4

1− e−d1
∥g∥2

W 1
2 (R\Y )

<∞.

(4.8)

Пусть φ(x) из W 1
2 (R \ Y ) и φ = φR(x) + iφI(x), где φR(x) и φI(x) –

вещественные функции, тогда для них справедливо неравенство (4.8) и, сле-
довательно,

∑
j∈J

(|φ(yj−0)|2+|φ(yj+0)|2) <∞. Так как |φ(yj+0)−φ(yj−0)|2 ≤

2(|φ(yj − 0)|2 + |φ(yj + 0)|2), то {φ(yj + 0)− φ(yj − 0), j ∈ J} ∈ ℓ2(J).
2) Положим φ(x) =

∑
j∈J

aiωd1(x− yj), где

ωα(x) =

{
e · e

α2

x2−α2 , 0 ≤ x < α ≤ d1,

0, x /∈ [0;α].

Очевидно, что ωα(+0) = 1, ωα(−0) = 0 и φ(yj + 0) − φ(yj − 0) = aj, j ∈ J.
Поскольку ωd1(x) ∈ W 1

2 [0, d1] и {aj, j ∈ J} ∈ ℓ2(J), то φ ∈ W 1
2 (R\Y ).
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4.2 Связь между W 2
2 (Rd), d = 2, 3, и ℓ2

В дальнейшем W±1
2 (Rd), W±2

2 (Rd), (здесь и далее d = 2 или 3) – пространства
Соболева [4]. Пусть Y = {yj}j∈N – счетное множество точек в Rd таких, что

inf{|yj − yk|, j ̸= k} =: d∗(Y ) > 0. (4.9)

Предложение 4.2.1. Пусть Y удовлетворяет условию (6.3) и пусть
{aj, j ∈ N} ∈ ℓ2(N), тогда существует функция f(x) ∈ W 2

2 (Rd), d = 2, 3,

такая, что ||f ||2 = 1 и f(yj) = A · aj, ∀j ∈ N, A = const.

Доказательство. Пусть g(x) =
∑
j∈N

ajgj(x), где {aj}j∈N ∈ ℓ2(N) и

gj(x) =

 exp
(

|x−yj |2
|x−yj |2−α2

)
, |x− yj| < α < d∗(Y )/2,

0, |x− yj| ≥ α.

Поскольку

||gj||2 =

√√√√√ ∫
|x|<α

[
e

2|x|2
|x|2−α2 +

∣∣∣∣∆e |x|2
|x|2−α2

∣∣∣∣2
]
dx =: γ(α) <∞,

то ||g(x)||2 = γ(α)||a|| и g(yj) = aj, ∀j ∈ N.
Положим f(x) := g(x)

||a||γ(α) , тогда ||f ||2 = 1 и f(yj) =
aj

γ(α)||a|| , ∀j ∈ N.

Выводы к главе 4

В четвертой главе диссертации описаны связи пространств Соболева W 1
2 (Rd),

W 2
2 (Rd), d = 1, 2, 3, W 1

2 (R\Y ), где Y – несходящаяся последовательность
точек, с гильбертовым пространством ℓ2.

• Если g ∈ W 2
2 (R), то

{g(yj), yj ∈ Y }, {g′(yj), yj ∈ Y } ∈ ℓ2(J).

Для любого g ∈ W 2
2 (R) существует c > 0 такая, что выполняются нера-

венства:

∥{g(yj)}∥ℓ2(J) ≤ c∥g∥W 2
2 (R), ∥{g

′(yj)}∥ℓ2(J) ≤ c∥g∥W 2
2 (R).
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Для любых последовательностей {aj, j ∈ J}, {bj, j ∈ J} ∈ ℓ2(J), суще-
ствует функция g ∈ W 2

2 (R) такая, что

g(yj) = aj, g
′(yj) = bj, ∀j ∈ J.

• Если φ ∈ W 1
2 (R \ Y ), то

{φ(yj + 0)− φ(yj − 0), yj ∈ Y } ∈ ℓ2(J).

Для любой последовательности a⃗ = {aj, j ∈ J} ∈ ℓ2(J) существует функ-
ция φ ∈ W 1

2 (R \ Y ) такая, что

φ(yj + 0)− φ(yj − 0) = aj, j ∈ J.

• Для любой последовательности {aj, j ∈ N} ∈ ℓ2(N) существует функция
f(x) ∈ W 2

2 (Rd), d = 2, 3 такая, что

||f ||2 = 1 и f(yj) = A · aj, ∀j ∈ N, A = const.
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Глава 5
1D неотрицательные операторы Шрёдингера с точечными
взаимодействиями
В данном разделе мы исследуем свойства минимальных операторов Шрёдин-
гера A0, A′ и H0 с δ, δ′ и δ − δ′ потенциалами (5.2)-(5.4). Даем представле-
ние операторов A0, A′ и H0, и сопряженных к ним, в дивергентной форме.
Пользуясь результатами 2 главы, мы описываем экстремальные расширения
Фридрихса и Крейна в дивергентной форме.

Используя связь пространств Соболева W 2
2 (R), W 1

2 (R), W (R\Y ) с гиль-
бертовым пространством ℓ2(J), установленную в 4 главе, мы доказыва-
ем, что системы дельта-функций Дирака {δ(x − yj)}j∈J, {δ′(x − yj)}j∈J и
{δ(x − yj), δ

′(x − yj)}j∈J, x ∈ R – образуют базисы Рисса в своих линей-
ных оболочках.

Исходя из базисноти Рисса дельта-функций Дирака, мы доказываем
трансверсальность расширений Крейна и Фридрихса, строим базисные гра-
ничные тройки и даем описание всех неотрицательных самосопряженных рас-
ширений операторов A0, A′ и H0, соответственно.

В конце раздела, используя результаты 3 главы, мы даем описание во
внутренних терминах всех квази-самосопряженных m-аккретивных и m-
секториальных гамильтонианов соответствующих конечному числу δ′ взаи-
модействий на прямой.

5.1 Операторы Шрёдингера A0, A′ и H0 с δ, δ′ и δ−δ′ потенциалами

5.1.1 Дивергентная форма операторов Шрёдингера A0, A′ и H0

Пусть Y – конечная или бесконечная монотонная последовательность точек
на R, удовлетворяющая условию:

inf{|y′ − y′′|, y′, y′′ ∈ Y, y′ ̸= y′′} > 0. (5.1)

Рассмотрим следующие дифференциальные операторы в гильбертовом про-
странстве L2(R):

dom (A0) =
{
f ∈ W 2

2 (R) : f(y) = 0, y ∈ Y
}
, A0 := − d2

dx2
, (5.2)

dom (A′) =
{
f ∈ W 2

2 (R) : f ′(y) = 0, y ∈ Y
}
, A′ := − d2

dx2
, (5.3)
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dom (H0) =
{
f ∈ W 2

2 (R) : f(y) = 0, f ′(y) = 0, y ∈ Y
}
, H0 := − d2

dx2
. (5.4)

Операторы A0, A′ и H0 – плотно определеные неотрицательные и симметри-
ческие с равными конечными (если множество Y конечно) или бесконечными
(если Y бесконечно) индексами дефекта и являются основой для исследова-
ния гамильтонианов на действительной оси, соответствующие точечным δ, δ′

и δ − δ′ взаимодействиям [36]. Отметим, что (см. [36]):

dom (A∗
0) = W 1

2 (R) ∩W 2
2 (R \ Y ), A∗

0 = −
d2

dx2
,

dom (A′∗) = {g ∈ W 2
2 (R) : g′(y+) = g′(y−), y ∈ Y }, A′∗ = −

d2

dx2
,

dom (H∗
0) = W 2

2 (R \ Y ), H∗
0 = −

d2

dx2
.

(5.5)

В добавок A0 ⊃ H0, A′ ⊃ H0 и операторы A0, A′, H0 являются сужениями
неотрицательного самосопряженного оператора A:

dom (A) = W 2
2 (R), A = − d2

dx2
. (5.6)

Пусть Z – множество всех целых чисел и пусть Z− = {j ∈ Z, j ≤
−1}, Z+ = {j ∈ Z, j ≥ 1}. Для случая бесконечного Y возможны три
случая:

Y = {yj, j ∈ Z}, если inf{Y } = −∞ и sup{Y } = +∞,

Y = {yj, j ∈ Z−}, если y−1 = sup{Y } < +∞,

Y = {yj, j ∈ Z+}, если y1 = inf{Y } > −∞.

Через J обозначим одно из множеств Z, Z−, Z+ для случая бесконечного Y .
Рассмотрим в гильбертовом пространстве L2(R) следующие операторы:

dom (L0) = {f ∈ W 1
2 (R) : f(y) = 0, y ∈ Y }, L0 = i

d

dx
, (5.7)

dom (L) = W 1
2 (R), L = i

d

dx
. (5.8)

Оператор L0 является плотно определенным симметрическим и его сопря-
женный L∗

0 задается формулой

dom (L∗
0) = W 1

2 (R \ Y ), L∗
0 = i

d

dx
. (5.9)
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Оператор L является самосопряженным расширением оператора L0 и

L0 ⊂ L ⊂ L∗
0.

Если Y состоит из m точек, то дефектные индексы оператора L0 рав-
ны ⟨m,m⟩, а дефектные индексы операторов H0, A0, A′, соответственно,
⟨2m, 2m⟩, ⟨m,m⟩, и ⟨m,m⟩.

Пусть dk = |yk − yk+1|, k ∈ J,

L0k = i
d

dx
, dom (L0k) = {f ∈ W 1

2 [yk, yk+1] : f(yk) = f(yk+1) = 0}, k ∈ J.

Оператор L0k является симметрическим в гильбертовом пространстве
L2[yk, yk+1] и имеет дефектные индексы (1, 1). Его сопряженный имеет вид:

dom (L∗
0k) = W 1

2 (yk, yk+1) , L∗
0k = i

d

dx

Тогда, (L2
0k)

∗ = L∗2
0k (см. теорема 1.4.1). Очевидно, что

dom (L0) =
⊕
k

dom (L0k), L0 =
⊕
k

L0k,

dom (L∗
0) =

⊕
k

dom (L∗
0k), L∗

0 =
⊕
k

L∗
0k.

Далее,

ker (L∗
0k) =

{
f(x) = const, x ∈ [yk, yk+1]

}
и ker (L∗

0) =
⊕
k

ker (L∗
0k).

Аналогично

dom (H0) =
⊕
k

dom (L2
0k), H0 = L2

0 =
⊕
k

L2
0k,

dom (H∗
0) =

⊕
k

dom (L∗2
0k), H

∗
0 = L∗2

0 =
⊕
k

L∗2
0k.

(5.10)

В силу теоремы 2.1.3 и из (5.5), (5.8) (5.2), (5.3), (5.4) следует, что

A0 = LL0, A
′ = L0L, H0 = L2

0, A
∗
0 = L∗

0L, A′∗ = LL∗
0, H

∗
0 = L∗2

0 . (5.11)

Обозначим через χk характеристическую функцию интервала [yk, yk+1],
тогда функции

{
χk√
dk

}
k∈J

образуют ортонормированный базис ker (L∗
0). Сле-

довательно,

Pker (L∗
0)
L∗
0f =

∑
k

(
f, χk√

dk

)
χk√
dk

=
∑
k

1
dk

(
yk+1∫
yk

if ′(x)dx

)
χk =

= i
∑
k

1
dk
(f(yk+1 − 0)− f(yk + 0))χk, f ∈ dom (L∗

0),

(5.12)
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и

Pran (L0)L
∗
0f = if ′ − i

∑
k

1

dk
(f(yk+1 − 0)− f(yk + 0))χk, f ∈ dom (L∗

0). (5.13)

Если f ∈W 1
2 (R), то f(y ± 0) = f(y), y ∈ Y .

Из (5.11) следует, что выполняются условия (5.1) и (2.1) для пар опера-
торов ⟨L0,L⟩, ⟨L,L∗

0⟩, и ⟨L0,L∗
0⟩ и мы можем применять теорему 2.1.1.

5.1.2 Расширения Фридрихса и Крейна операторов A0, A′ и H0

Расширения Фридрихса и Крейна оператора A0

Пусть оператор A0 задан равенствами (5.2), тогда A0 = LL0, A
∗
0 = L∗

0L, где
операторы L0, L и L∗

0 определены, соответственно, равенствами (5.7), (5.8) и
(5.9). Поскольку L является самосопряженным расширением оператора L0,
то мы можем применить теорему 2.1.1, где L1 = L0 и L2 = L. Расширение
Фридрихса A0F определяется следующим образом A0F = L∗

0L0, то есть,

A0Ff = −d2f
dx2 , dom (A0F ) =

{
f ∈ W 1

2 (R) : f ′ ∈ W 1
2 (R\Y ), f(y) = 0, y ∈ Y

}
.

В силу теоремы 2.1.1 и (5.13), расширение Крейна имеет вид:

dom (A0K) =
{
f ∈ dom (L) : Pran (L0)Lf ∈ dom (L)

}
=

=

{
f ∈ W 1

2 (R) : f ′ −
∑
k

1
dk
(f(yk+1)− f(yk))χk ∈ W 1

2 (R)
}
,

A0K = − d2

dx2 .

Отсюда следует, что граничные условия для f ∈ dom (A0K) такие, что

f ′(yk − 0)− 1
dk−1

(f(yk)− f(yk−1)) = f ′(yk + 0)− 1
dk
(f(yk+1)− f(yk)) ,

или

f ′(yk + 0)− f ′(yk − 0) = 1
dk−1

f(yk−1)−
(

1
dk−1

+ 1
dk

)
f(yk) +

1
dk
f(yk+1), k ∈ J.

Дополнительные условия появляются в случае когда множество точек Y
ограничено слева inf{Y } > −∞, или справа sup{Y } < +∞. Пусть

ξ(x) = f ′(x)−
∑
k

1

dk
(f(yk+1)− f(yk))χk(x).
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Если множество точек бесконечно Y и −∞ < y1 = inf{Y }, тогда ξ(y1 + 0) =

ξ(y1 − 0), где

ξ(y1 + 0) = f ′(y1 + 0)− 1

d1
(f(y2)− f(y1)), так как (y1 + 0) ∈ [y1; y2],

и
ξ(y1 − 0) = f ′(y1 − 0), так как (y1 − 0) ∈ (−∞; y1],

отсюда
f ′(y1 − 0)− f ′(y1 + 0) =

1

d1
(f(y1)− f(y2)).

Если +∞ > y−1 = sup{Y }, тогда ξ(y−1 + 0) = ξ(y−1 − 0), где

ξ(y−1− 0) = f ′(y−1− 0)− 1

d−2
(f(y−1)− f(y−2)), так как (y−1− 0) ∈ [y−2; y−1],

и
ξ(y−1 + 0) = f ′(y−1 + 0), так как (y−1 + 0) ∈ [y−1; +∞),

отсюда
f ′(y−1 + 0)− f ′(y−1 − 0) =

1

d−2
(f(y−1)− f(y−2)).

В случае когда множество точек Y конечно, то есть Y = {y1, y2, . . . , ym},
мы получаем

f ′(y1 − 0)− f ′(y1 + 0) = 1
d1
(f(y1)− f(y2)),

f ′(ym + 0)− f ′(ym − 0) = 1
dm−1

(f(ym)− f(ym−1)),

f ′(yk + 0)− f ′(yk − 0) = 1
dk−1

f(yk−1)−
(

1
dk−1

+ 1
dk

)
f(yk) +

1
dk
f(yk+1),

k = 2, . . . ,m− 1.

Область определения квадратичной формы A0K [f, g] равна D[A0K ] = W 1
2 (R)

и ∀f, g ∈ W 1
2 (R)

A0K [f, g] =
∫
R
f ′(x)g′(x)dx−

∑
k

1
dk
(f(yk+1)− f(yk))

(
g(yk+1)− g(yk)

)
.

Расширения Фридрихса и Крейна оператора A′

Рассмотрим оператор A′ заданый формулами (5.3). Тогда A′ = L0L, A′∗ =

LL∗
0. Обозначив L1 = L, L2 = L∗

0, мы можем применять теорему 2.1.1:

dom (A′
F ) = dom (L2) =W 2

2 (R), A′
Ff = L2f = −d2f

dx2 , f ∈ W 2
2 (R).
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Так как ker (L) = {0}, то A′
K = L0L∗

0, то есть,

A′
Kf = −d2f

dx2 , dom (A′
K) =

{
f ∈ W 1

2 (R\Y ) : f ′ ∈W 1
2 (R), f ′(y) = 0, y ∈ Y

}
.

Область определения формы, ассоциированной с раширением Крейна, равна
D[A′

K ] = W 1
2 (R \ Y ) и A′

K [f, g] =
∫
R
f ′(x)g′(x)dx, f, g ∈ W 1

2 (R \ Y ).

Расширения Фридрихса и Крейна оператора H0

Пусть оператор H0 задан формулами (5.4), тогда H0 = L2
0, H

∗
0 = L∗

0
2. Поло-

жим L1 = L0, L2 = L∗
0, тогда по теореме 2.1.1 мы получим фридрихсово

расширение:

dom (H0F ) = {f ∈ dom (L0) : L0f ∈ dom (L∗
0)} =

=
{
f ∈ W 1

2 (R), f ′ ∈ W 1
2 (R\Y ), f(y) = 0, y ∈ Y

}
.

Отметим, что A0F = H0F .
Расширение Крейна dom (H0K):

dom (H0K) =
{
f ∈ dom (L∗

0) : Pran (L0)L
∗
0f ∈ dom (L0)

}
=

=
{
f ∈ W 1

2 (R\Y ) : g = f ′ −
∑
k

1
dk
(f(yk+1 − 0)− f(yk + 0))χk,

g ∈ W 1
2 (R), g(y) = 0, y ∈ Y

}
.

Граничные условия для f ∈ dom (H0K) можно записать в виде:

f ′(yk + 0) =
1

dk
(f(yk+1 − 0)− f(yk + 0)) ,

f ′(yk − 0) =
1

dk−1
(f(yk − 0)− f(yk−1 + 0)) для всех yk ∈ Y,

к тому же
f ′(y−1 + 0) = 0 если +∞ > y−1 = sup{Y },

или
f ′(y1 − 0) = 0 если −∞ < y1 = inf{Y },
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и если Y = {y1, . . . , ym}, то

f ′(y1 − 0) = 0, f ′(ym + 0) = 0,

f ′(yk + 0) =
1

dk
(f(yk+1 − 0)− f(yk + 0)) , k = 1, . . . ,m− 1,

f ′(yk − 0) =
1

dk−1
(f(yk − 0)− f(yk−1 + 0)) , k = 2, . . . ,m.

Очевидно, что

D[H0K ] = W 1
2 (R\Y ), H0K [f, g] =

∫
R
f ′(x)g′(x)dx−

−
∑
k

1
dk
(f(yk+1 − 0)− f(yk + 0))

(
g(yk+1 − 0)− g(yk + 0)

)
.

Отметим, что в силу (5.10) и согласно [85, следствию 5.5] мы имеем:

H0F =
⊕
k

(
L2
0k

)
F
, H0K =

⊕
k

(
L2
0k

)
K
.

5.1.3 Базисы Рисса δ(· − y), δ′(· − y) и δ(· − y) − δ′(· − y) функций
Дирака

Рассмотрим в гильбертовом пространстве L2(R) дифференциальные опера-
торы A0, A

′ иH0 определенные формулами (5.2), (5.3) и (5.4), соответственно.
Хорошо известно [36], что

δy = δ(x−y) ∈W−1
2 (R)\L2(R), (δy)′ = δ′(x−y) ∈ W−2

2 (R)\W−1
2 (R), (5.14)

где δ(x− y) и δ′(x− y) – дельта-функция Дирака и ее производная.
Пространства Соболева образуют цепочку гильбертовых пространств:

W 2
2 (R) ⊂ W 1

2 (R) ⊂ L2(R) ⊂ W−1
2 (R) ⊂ W−2

2 (R)

Тройки W 2
2 (R) ⊂ L2(R) ⊂ W−2

2 (R) и W 1
2 (R) ⊂ L2(R) ⊂ W−1

2 (R) – оснащен-
ные гильбертовы пространства, то есть, гильбертово пространство W−2

2 (R)
(соответственно, W−1

2 (R)) является множествоим всех непрерывных антили-
нейных функционалов над W 2

2 (R) (соответственно, над W 1
2 (R)) [4].

Определим следующие подпространства:

Φ = span {δ′(x− y), y ∈ Y } (замыкание в W−2
2 (R)),
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Ψ−1 = span {δ(x− y), y ∈ Y } (замыкание в W−1
2 (R)),

Ψ−2 = span {δ(x− y), y ∈ Y } (замыкание в W−2
2 (R)),

Ω = span {δ(x− y), δ′(x− y), y ∈ Y } (замыкание в W−2
2 (R)).

Очевидно, Ψ−1 ⊆ Ψ−2. Отметим [36], что

Φ ∩ L2(R) = {0}, Ψ−2 ∩ L2(R) = {0}, Ω ∩ L2(R) = {0}.

Значит, операторы A′, A0, и H0 можно определить следующим образом:

dom (A′) = {f ∈ W 2
2 (R) : (f, φ) = 0, φ ∈ Φ}, (5.15)

dom (A0) = {f ∈ W 2
2 (R) : (f, ψ) = 0, ψ ∈ Ψ−2}, (5.16)

dom (H0) = {f ∈ W 2
2 (R) : (f, ω) = 0, ω ∈ Ω}. (5.17)

Оператор A, как уже говорилось, неотрицательный и самосопряженный
в H = L2(R), далее обозначим

H+2 = dom (A) = W 2
2 (R), H+1 = dom (A1/2) =W 1

2 (R),
H−1 = W−1

2 (R), H−2 = W−2
2 (R).

Как отмечалось выше (см. (5.14))

δy = δ(x− y) ∈ H−1 \H, (δy)
′ = δ′(x− y) ∈ H−2 \H−1.

Дефектные подпространства операторов A′, A0 и H0 определяются сле-
дующим образом (см. [36]):

Nλ(A
′) = span

{
sgn (x− yj) exp(i

√
λ|x− yj|), j ∈ J

}
,

Nλ(A0) = span {exp(i
√
λ|x− yj|), j ∈ J},

Nλ(H0) = span {exp(i
√
λ|x− yj|), sgn (x− yj) exp(i

√
λ|x− yj|), j ∈ J}.

Напомним [12], что счетное множество векторов {ej} образует базис Рисса
в сепарабельном гильбертовом пространстве H если

span{ej} = H
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и существуют две положительные константы c1 и c2 такие, что для каждого
натурального n и каждого набора комплексных чисел {a1, a2, . . . an} выпол-
няется неравенство

c2

n∑
j=1

|aj|2 ≤

∥∥∥∥∥
n∑
j=1

ajej

∥∥∥∥∥
2

H

≤ c1

n∑
j=1

|aj|2.

Поскольку {ej}j∈N образует базис Рисса в H, каждый f ∈ H имеет разло-
жение f =

∑
j∈N

ajej такое, что
∑
j∈N

|aj|2 <∞, и наоборот, если
∑
j∈N

|aj|2 <∞, то

ряд
∑
j∈N

ajej сходится в H.

Предложение 5.1.1. Системы функций {δ(x − yj)}j∈J, {δ′(x − yj)}j∈J и
{δ(x− yj), δ

′(x− yj)}j∈J образуют базисы Рисса подпространств Ψ−2, Φ и,
соотетственно, Ω.

Доказательство. Покажем, что система {δ(x − yj), δ
′(x − yj)}j∈J образует

базис Рисса подпространства Ω.
Пусть f =

∑
j

ajδ(x− yj)+ bjδ
′(x− yj) ∈ Ω, где a⃗ := {aj}j∈J, b⃗ := {bj}j∈J ∈

l2(J), тогда, в силу утверждения 1) предложения 4.1.1, получаем:∥∥∥∥∥∑j ajδ(x− yj) + bjδ
′(x− yj)

∥∥∥∥∥
2

H−2

= sup
∥g∥2=1

|(f, g)|2 =

= sup
∥g∥2=1

∣∣∣∣∣∑j ajg(yj) + bjg
′(yj)

∣∣∣∣∣
2

≤

≤ 2

(
sup

∥g∥2=1

∑
j

|aj|2
∑
j

|g(yj)|2 + sup
∥g∥2=1

∑
j

|bj|2
∑
j

|g′(yj)|2
)

=

=
1

(1− e−d1)2

(
∥a⃗∥2ℓ2(J) + ∥⃗b∥2ℓ2(J)

)
<∞.

С другой стороны, в силу утверждения 2) предложения 4.1.1 для любых a⃗
и b⃗ из ℓ2(J) существует функция f(x) из W 2

2 (R) вида (4.6) такая, что f(yj) =

aj и f ′(yj) = bj. Положим g(x) :=
f(x)

∥f∥2
.

∥fd/2∥2 = |a|2ξ1 + |b|2ξ2 и ∥f ′′d/2∥2 = |a|2ξ3 + |b|2ξ4,
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где

ξ1 = e2d1

1∫
0

e
2

x2−1

dx

(x2 − 1)2
<∞, ξ2 =

e2d31

4

1∫
0

e
2

x2−1

x2dx

(x2 − 1)2
<∞,

ξ3 =
64e2

d51

1∫
0

e
2

x2−1

(−6x6 − 4x4 + 6x2)2

(x2 − 1)10
dx <∞,

ξ4 =
16e2

d31

1∫
0

e
2

x2−1

(−2x7 − 12x5 − 2x3 + 8x)2

(x2 − 1)10
dx <∞,

тогда
∥f∥2 = ∥a⃗∥2ξ1 + ∥⃗b∥2ξ2 и ∥f ′′∥2 = ∥a⃗∥2ξ3 + ∥⃗b∥2ξ4.

Пусть γ = 2max{ξ1, ξ2, ξ3, ξ4}, тогда

||f ||22 = ||f ||2 + ||f ′′||2 = (ξ1 + ξ3)||⃗a||2 + (ξ2 + ξ4)||⃗b||2 ≤ γ(||⃗a||2 + ||⃗b||2).

Значит,

sup
∥g∥2=1

∣∣∣∣∣∑j ajg(yj) + bjg
′(yj)

∣∣∣∣∣
2

≥

∣∣∣∣∣∑j aj aj
√
γ
√

(||⃗a||2+||⃗b||2)
+ bj

bj
√
γ
√

(||⃗a||2+||⃗b||2)

∣∣∣∣∣
2

=

= 1
γ

(
||⃗a||2 + ||⃗b||2

)
.

Следовательно, система функций {δ(x − yj), δ
′(x − yj)}j∈J образует ба-

зис Рисса подпространства Ω. Отсюда следует, что и системы функций
{δ(x− yj)}j∈J и {δ′(x− yj)}j∈J образуют базисы Рисса, соответственно в под-
пространствах Ψ−2 и Φ.

Пусть F : L2(R, dx) → L2(R, dp) – преобразование Фурье:

f̂(p) = (Ff) (p) =
1

√
2π

lim
R→∞

R∫
R

f(x)e−ipxdx.

Отметим, что

(Fδy)(p) = δ̂y(p) =
1√
2π

e−ipy, (Fδ′y)(p) = δ̂′y(p) =
ipe−ipy√

2π
,
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и преобразование Фурье F является унитарным отображением. К тому же

dom (Â) = Ĥ+2 =

{
f̂ ∈ L2(R, dp) :

∫
R
|f̂(p)|2(p4 + 1)dp <∞

}
,

dom (Â1/2) = Ĥ+1 =

{
f̂ ∈ L2(R, dp) :

∫
R
|f̂(p)|2(p2 + 1)dp <∞

}
,

(Â1/2f̂)(p) = |p|f̂(p), (Âf̂)(p) = p2f̂(p).

dom (Â′) =

{
f̂ ∈ Ĥ+2 :

∫
R
peipyj f̂(p)dp = 0, j ∈ J

}
, (Â′f̂)(p) = p2f̂(p),

dom (Â0) =

{
f̂ ∈ Ĥ+2 :

∫
R
eipyj f̂(p)dp = 0, j ∈ J

}
, (Â0f̂)(p) = p2f̂(p),

dom (Ĥ0) =

{
f̂ ∈ Ĥ+2 :

∫
R
eipyj f̂(p)dp = 0,

∫
R
peipyj f̂(p)dp = 0 j ∈ J

}
,

(Ĥ0f̂)(p) = p2f̂(p)

Пары операторов
⟨
Â, A

⟩
,
⟨
Â′, A′

⟩
,
⟨
Â0, A0

⟩
, и
⟨
Ĥ0, H0

⟩
являются уни-

тарно эквивалентными, так как FA = ÂF . Очевидно, что Ĥ+2 = FH+2,

Ĥ+1 = FH+1,

Ĥ−1 = FH−1 =
{
f̂(p) : f̂(p)

p2+1 ∈ Ĥ+1

}
, ||f̂(p)||2−1 =

∫
R

|f̂(p)|2
p2+1 dp,

Ĥ−2 = FH−2 =
{
f̂(p) : f̂(p)

p4+1 ∈ Ĥ+2

}
, ||f̂(p)||2−2 =

∫
R

|f̂(p)|2
p4+1 dp,

Âf̂ = p2f̂(p), Â : Ĥ+1 → Ĥ−1, L2(R) → Ĥ−2.

Пусть

Φ̂ = FΦ, Ψ̂−1 = FΨ−1, Ψ̂−2 = FΨ−2, Ω̂ = FΩ.

Тогда

Φ̂ = span Ĥ−2
{pe−ipyj , j ∈ J}, Ψ̂−2 = span Ĥ−2

{e−ipyj , j ∈ J},
Ψ̂−1 = span Ĥ−1

{e−ipyj , j ∈ J}, Ω̂ = span Ĥ−2
{e−ipyj , pe−ipyj , j ∈ J}.

Предложение 5.1.2. Справделиво следующее равенство: Ψ−2 = Ψ−1.

Доказательство. Пусть f ∈ Ψ−2, тогда f =
∑
k

ckδ(x− yk), c⃗ := {cj, j ∈ J} ∈

ℓ2(J). В силу (4.1.2) имеем

∥f∥2−1 = sup
∥g∥1=1

|(f, g)|2 = sup
∥g∥1=1

∣∣∣∣∣∑k∈J ckg(yk)
∣∣∣∣∣
2

≤

≤
∑
k∈J

|ck|2 sup
∥g∥1=1

∑
k∈J

|g(yk)|2 ≤ ||⃗c||2
2(1−e−d1)2

||g||22 <∞.
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Следовательно, Ψ−2 ⊂ H−1 и Ψ−2 = Ψ−1.

Предложение 5.1.3. Системы функций {e−ipyj}j∈J, {pe−ipyj}j∈J,
{pe−ipyj , e−ipyj}j∈J и

{
e−ipyj

p2+1

}
j∈J

,
{
pe−ipyj

p2+1

}
j∈J

,
{
pe−ipyj

p2+1 ,
e−ipyj

p2+1

}
j∈J

образу-

ют базисы Рисса подпространств, соответственно, Ψ̂−1, Φ̂, Ω̂ и N̂−1(Â0),
N̂−1(Â

′), N̂−1(Ĥ0).

Доказательство. Так как оператор F унитарно отображает H−2 на Ĥ−2 и в
силу предложения (6.2.1) системы {e−ipyj}j∈J, {pe−ipyj}j∈J, {pe−ipyj , e−ipyj}j∈J
образуют базисы Рисса подпространств Ψ̂−1, Φ̂, Ω̂. Пусть

N̂−1(Â
′) = ker (Â′∗ + I), N̂−1(Â0) = ker (Â∗

0 + I), N̂−1(Ĥ0) = ker (Ĥ∗
0 + I).

Тогда

N̂−1(Â
′) = (Â+ I)−1Φ̂, N̂−1(Â0) = (Â+ I)−1Ψ̂−1, N̂−1(Ĥ0) = (Â+ I)−1Ω̂

и
{
e−ipyj

p2+1

}
j∈J

,
{
pe−ipyj

p2+1

}
j∈J

,
{
pe−ipyj

p2+1 ,
e−ipyj

p2+1

}
j∈J

образуют базисы Рисса подпро-

странств N̂−1(Â0) ⊂ Ĥ+1, N̂−1(Â
′) ⊂ Ĥ, N̂−1(Ĥ0) ⊂ Ĥ.

5.1.4 Трансверсальность расширений Фридрихса и Крейна

Предложение 5.1.4. Справедливо следующее равенство: Φ ∩H−1 = {0}.

Доказательство. Пусть g ∈ Φ̂, тогда g(p) =
∑
k∈Z

ckpe
−ipyk , c⃗ := {cj, j ∈ Z} ∈

ℓ2(Z). Вектор g лежит в H−1 в том и только в том случае, если
∫
R

|g(p)|2
p2+1 dp <∞.

∫
R

|g(p)|2

p2 + 1
dp =

∫
R

1

p2 + 1

∣∣∣∣∣∑
k∈Z

ckpe
−ipyk

∣∣∣∣∣
2

dp =

= ||⃗c||2
∫
R

p2dp

p2 + 1
+

∑
k,j∈Z,k>j

ckcj

∫
R

p2
(
e−ip(yk−yj) + eip(yk−yj)

)
p2 + 1

dp.

Рассмотрим второй интеграл (a > 0):∫
R

p2
(
e−ipa + eipa

)
p2 + 1

dp = 2

∫
R

p2eipa

p2 + 1
dp = −2πe−a.
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Значит, ∫
R

|g(p)|2

p2 + 1
dp = ||⃗c||2

∫
R

p2dp

p2 + 1
− π

∑
k,j∈Z,k ̸=j

ckcje
−|yk−yj |.

Пусть M – оператор в ℓ2(Z) заданый матрицей
(
e−|yk−yj |

)
k,j∈Z,k ̸=j. Оператор

M является ограниченным в ℓ2(Z), так как является эрмитовым и удовлетво-
ряет тесту Шура [96]

sup
j∈Z

∑
k∈Z

|Mkj| = sup
j∈Z

∑
k∈Z

e−|yk−yj | ≤ sup
j∈Z

∑
k∈Z

e−d1|k−j| <

< 2 · sup
j∈Z

∞∑
n=0

e−d1n =
2

1− e−d1
<∞.

Следовательно,∣∣∣∣∣∣
∑

k,j∈Z,k ̸=j

ckcje
−|yk−yj |

∣∣∣∣∣∣ = ∣∣((M − I)c⃗, c⃗)ℓ2(Z)
∣∣ <∞.

Поскольку
∫
R

p2dp

p2 + 1
= +∞, то

∫
R

|g(p)|2
p2+1 dp = +∞. То есть g не лежит в Ĥ−1,

следовательно Φ̂ ∩ Ĥ−1 = {0} и Φ ∩H−1 = {0}.

Поскольку Φ ∩H−1 = {0}, то в силу предложения 1.5.1 справедливо сле-
дующее

Следствие 5.1.5. Оператор A является фридрихсовым расширением опе-
ратора A′.

Предложение 5.1.6. Расширения Фридрихса и Крейна операторов H0, A′,
A0 являются трансверсальными.

Доказательство. 1) Пусть u(p) ∈ Φ̂, тогда u(p) =
∑
j∈J

bjpe
−ipyj , b⃗ = {bj, j ∈

J} ∈ ℓ2(J). По предложению 1.5.2, исходя из следствия 5.1.5, A′
F и A′

K транс-
версальны, в том и только в том случае, если Φ̂ ⊂ Â1/2Ĥ−1. Функция u(p)

лежит в Â1/2Ĥ−1 в том случае, если существует f(p) ∈ Ĥ−1 такой, что
u(p) = |p|f(p), то есть

∫
R

|u(p)|2
p2(p2+1)dp <∞. В силу предложения 6.2.2

∫
R

|u(p)|2

p2(p2 + 1)
dp =

∫
R

1

p2 + 1

∣∣∣∣∣∣
∑
j∈J

bje
−ipyj

∣∣∣∣∣∣
2

dp <∞.
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Значит, A′
F и A′

K трансверсальны.
2) Пусть w(p) ∈ N̂−1(Â0), тогда w(p) =

∑
j∈J

aje
−ipyj

p2+1 , a⃗ = {aj, j ∈ J} ∈ ℓ2(J).

По предложению 6.2.2

sup
f∈dom (Â0)

|(Â0f, w)|2

(Â0f, f)
= sup

f∈dom (Â0)

∣∣∣∣∫
R
p2f(p)w(p)dp

∣∣∣∣2∫
R
p2|f(p)|2dp

≤

≤
∫
R
p2|w(p)|2dp =

∫
R

∣∣∣∣∣∣∑j∈J ajpe
−ipyj

p2 + 1

∣∣∣∣∣∣
2

dp <∞,

значит, N̂−1(Â0) ⊂ dom (Â
1/2
0K ). По теореме 1.2.11 операторы A0K и A0F транс-

версальны.
3) Пусть s(p) ∈ N̂−1(Ĥ0), тогда s(p) =

∑
j∈J

aj
e−ipyj

p2+1 + bj
pe−ipyj

p2+1 и

sup
f∈dom (Ĥ0)

|(f,s)|2

(Ĥ0f,f)
= sup

f∈dom (Ĥ0)

∣∣∣∣∫
R
f(p)s(p)dp

∣∣∣∣2∫
R
p2|f(p)|2dp ≤

≤ sup
f∈dom (Ĥ0)

 ∣∣∣∣∫
R
p2f(p)v(p)dp

∣∣∣∣2∫
R
p2|f(p)|2dp +

∣∣∣∣∫
R
p2f(p)w(p)dp

∣∣∣∣2∫
R
p2|f(p)|2dp

 <∞,

так как пары операторов A0K и A0F , A′
F и A′

K трансверсальны, где v(p) :=
(Â+I)−1u(p). Тогда N̂−1(Ĥ0) ⊂ ran (Ĥ

1/2
0F ) и по предложению 1.5.2 операторы

H0F и H0K трансверсальны.

5.1.5 Базисные граничные тройки и описание всех неотрицатель-
ных самосопряженных расширений операторов A0, A′ и H0.

Рассмотрим в L2(R) плотно определенный неотрицательный симметрический
оператор L0 (5.7), оператор L (5.8) является его неотрицательным самосопря-
женным расширением, а сопряженный L∗

0 определяется равенствами (5.9).
В следующих утверждениях для операторов A′∗, A∗

0 и H∗
0 построены ба-

зисные граничные тройки и описаны все неотрицательные самосопряженные
расширения операторовA′,A0 иH0, с помощью абстрактных граничных усло-
вий.
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Предложение 5.1.7. Пусть

H =

{
Cm, Y состоит из m точек,
ℓ2(J), Y бесконечно,

dom (Γ) =W 1
2 (R \ Y ), Γu = {u(yj + 0)− u(yj − 0), j ∈ J},

dom (G) = W 1
2 (R), Gf = {−if(yj), j ∈ J}.

Тогда

(i) {H, G,Γ} – граничная тройка для пары операторов L ⊂ L∗
0;

(ii) граничная тройка Π = {H,Γ, GL∗
0} является базисной для A′∗, где GL∗

0

определяется отношением

GL∗
0f = {f ′(yj), j ∈ J}, f ∈ dom (A′∗);

(iii) отображение

Θ 7→ A′
Θ = A′∗ � {f ∈ dom (A′∗) : ({f(yj + 0)− f(yj − 0), j ∈ J},

{f ′(yj), j ∈ J}) ∈ Θ}

устанавливает взаимно однозначное соответствие между всеми неот-
рицательными самосопряженными расширениями оператора A′ и всеми
неотрицательными самосопряженными линейными отношениями Θ в
H.

Доказательство. По определению граничной тройки для пары операторов
L1 ⊂ L2, где L1 = L, L2 = L∗

0 получаем:

dom (Γ) = dom (L2) = dom (L∗
0) =W 1

2 (R \ Y ),

ker (Γ) = dom (L) = W 1
2 (R).

Также

dom (G) = dom (L∗
1) = dom (L) = W 1

2 (R),
ker (G) = dom (L∗

2) = dom (L0) = {u ∈ W 1
2 (R) : u(y) = 0, y ∈ Y }.

В силу следствия 4.1.2 получаем, что ran (G) = H, из предложения 4.1.3 –
ran (Γ) = H.
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Справедливо тождество Грина:

(L∗
1f, u)− (f, L2u) =

∫
R
if ′(x)u(x)dx−

∫
R
f(x)iu′(x)dx =

= i
∫
R
u(x)df(x)− f(x)du(x).

В случае, когда J = Z, получаем:

(L∗
1f, u)− (f, L2u) = i

∑
j∈Z

yj+1−0∫
yj+0

u(x)df(x)− f(x)du(x) =

= i
∑
j∈Z

f(x)u(x)
∣∣∣yj+1−0
yj+0 = i

∑
j∈Z

(f(yj+1)u(yj+1 − 0)− f(yj)u(yj + 0)) =

= i
∑
j∈Z

f(yj) (u(yj − 0)− u(yj + 0)) =

= −i
∑
j∈Z

f(yj)(u(yj + 0)− u(yj − 0)) = (Gf,Γu)H.

Если множество точек Y ограничено слева, то есть inf{Y } = y1 > −∞,
положим y0 = −∞, тогда

(L∗
1f, u)− (f, L2u) = i

∞∑
j=0

yj+1−0∫
yj+0

u(x)df(x)− f(x)du(x) =

= i
∞∑
j=0

f(x)u(x)
∣∣∣yj+1−0
yj+0 = i

∞∑
j=0

(f(yj+1)u(yj+1 − 0)− f(yj)u(yj + 0)) =

= i
∞∑
j=1

f(yj) (u(yj − 0)− u(yj + 0)) =

= −i
∞∑
j=1

f(yj)(u(yj + 0)− u(yj − 0)) = (Gf,Γu)H.

В случае, когда Y конечно, Y = {y1, y2, ..., ym}, и y1 = inf{Y } > −∞,
ym = sup{Y } < +∞, положим y0 = −∞ и ym+1 = +∞, тогда

(L∗
1f, u)− (f, L2u) = i

m∑
j=0

yj+1−0∫
yj+0

u(x)df(x)− f(x)du(x) =

= i
m∑
j=0

f(x)u(x)
∣∣∣yj+1−0
yj+0 = i

m∑
j=0

(f(yj+1)u(yj+1 − 0)− f(yj)u(yj + 0)) =

= i
m∑
j=1

f(yj) (u(yj − 0)− u(yj + 0)) =

= −i
m∑
j=1

f(yj)(u(yj + 0)− u(yj − 0)) = (Gf,Γu)H.

По предложениям 4.1.2 и 4.1.3 операторы Γ и G ограничены. Значит, трой-
ка {H, G,Γ} является граничной для пары операторов L ⊂ L∗

0.
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Поскольку ker (L) = {0}, и применяя теорему 2.1.4 получаем утверждения
(ii) и (iii).

Предложение 5.1.8. Пусть

H =

{
Cm, Y состоит из m точек,
ℓ2(J), Y бесконечно,

dom (Γ) =W 1
2 (R), Γu = {u(yj), j ∈ J},

dom (G) =W 1
2 (R \ Y ), Gf = {−i(f(yj + 0)− f(yj − 0)), j ∈ J},

тогда

(i) {H, G,Γ} – граничная тройка для пары операторов L0 ⊂ L;

(ii) тройка Π = {H,Γ, GPran (L0)L} является базисной для оператора A∗
0, где

GPran (L0)Lf =

=
{
f ′(yj + 0)− f ′(yj − 0)− f(yj+1−0)−f(yj+0)

yj+1−yj +
f(yj−0)−f(yj−1+0)

yj−yj−1
, j ∈ J

}
,

f ∈ dom (A∗
0);

(iii) отображение

Θ 7→ A0Θ = A0
∗ �
{
f ∈ dom (A0

∗) :
(
{f(yj), j ∈ J},{

f ′(yj + 0)− f ′(yj − 0)− f(yj+1−0)−f(yj+0)
yj+1−yj +

f(yj−0)−f(yj−1+0)
yj−yj−1

, j ∈ J
})

∈ Θ
}

устанавливает взимно однозначное соответствие между всеми неот-
рицательными самосопряженным расширениями оператора A0 и всеми
неотрицаетльными самосопряженными линейными отношениями Θ в
H.

Доказательство. По определению граничной тройки для пары операторов
L1 ⊂ L2, где L1 = L0, L2 = L получаем:

dom (Γ) = dom (L2) = dom (L) =W 1
2 (R),

dom (G) = dom (L∗
1) = dom (L∗

0) = W 1
2 (R \ Y ).

Также

ker (Γ) = dom (L1) = dom (L0) = {u ∈ W 1
2 (R) : u(yj) = 0, j ∈ J},

ker (G) = dom (L∗
2) = dom (L) = W 1

2 (R).
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В силу следствия 4.1.2 получаем, что ran (Γ) = H, из предложения 4.1.3 –
ran (G) = H.

Справедливо тождество Грина, так как

(L∗
1f, u)− (f, L2u) =

∫
R
if ′(x)u(x)dx−

∫
R
f(x)iu′(x)dx =

= i
∑
j∈J

(
yj+1−0∫
yj+0

f ′(x)u(x)dx+
yj+1−0∫
yj+0

f(x)u′(x)dx

)
=

= i
∑
j∈J

f(x)u(x)
∣∣∣yj+1−0
yj+0 = −i

∑
j∈J

(f(yj + 0)− f(yj − 0))u(yj) =

= (Gf,Γu)H.

В силу предложений 4.1.2 и 4.1.3 операторы Γ и G ограничены. Значит,
тройка {H, G,Γ} является граничной для пары операторов L0 ⊂ L.

Пусть f ∈ dom (A∗
0) = W 1

2 (R) ∩W 2
2 (R \ Y ), тогда

GPran (L0)Lf(x) = G

if ′(x)− i
∑
j∈J

1

dj
(f(yj+1 − 0)− f(yj + 0))χj(x)

 =

=

{
f ′(yj + 0)− 1

dj
(f(yj+1 − 0)− f(yj + 0))−

−f ′(yj − 0) +
1

dj−1
(f(yj − 0)− f(yj−1 + 0)) , j ∈ J

}
Из теоремы 2.1.4 получаем утверждения (ii) и (iii).

Предложение 5.1.9. Пусть

H =

{
C2m, Y состоит из m точек,
ℓ2(J)⊗ C2, Y бесконечно,

dom (Γ) =W 1
2 (R \ Y ), Γu = {(u(yj − 0), u(yj + 0)) , j ∈ J},

dom (G) =W 1
2 (R \ Y ), Gf = {(if(yj − 0),−if(yj + 0)) , j ∈ J}.

Тогда

(i) {H, G,Γ} – граничная тройка для пары операторов L0 ⊂ L∗
0;

(ii) тройка Π = {H,Γ, GPran (L0)L∗
0} является базисной для H∗

0 , где

GPran (L0)L∗
0f =

=
{(

−f ′(yj − 0) +
f(yj−0)−f(yj−1+0)

yj−yj−1
, f ′(yj + 0)− f(yj+1−0)−f(yj+0)

yj+1−yj

)
, j ∈ J

}
,

f ∈ dom (H∗
0);
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(iii) отображение

Θ 7→ H0Θ = H0
∗ �
{
f ∈ dom (H0

∗) :
{(

f(yj − 0), f(yj + 0)
)
, j ∈ J

}
,{(

−f ′(yj − 0) +
f(yj−0)−f(yj−1+0)

yj−yj−1
, f ′(yj + 0)− f(yj+1−0)−f(yj+0)

yj+1−yj

)
, j ∈ J

}
∈ Θ

}
устанавливает взаимно однозначное соответствие между всеми неот-
рицательными самосопряженными расширениями оператора H0 и все-
ми неотрицательными самосопряженными линейными отношениями
Θ в H.

Доказательство. По определению граничной тройки для пары операторов
L1 = L0 ⊂ L2 = L∗

0 получаем:

dom (Γ) = dom (L2) = dom (L∗
0) = W 1

2 (R \ Y ),

dom (G) = dom (L∗
1) = dom (L∗

0) = W 1
2 (R \ Y ).

Также

ker (Γ) = dom (L1) = dom (L0) = {u ∈ W 1
2 (R) : u(yj) = 0, j ∈ J},

ker (G) = dom (L∗
2) = dom (L0).

В силу следствия 4.1.2 получаем, что ran (Γ) = H и ran (G) = H.
Справедливо тождество Грина, так как

(L∗
1f, u)− (f, L2u) = i

∫
R
u(x)df(x) + f(x)du(x) =

= i
∑
j∈J

(
yj+1−0∫
yj+0

u(x)df(x) + f(x)du(x)

)
= i
∑
j∈J

f(x)u(x)
∣∣∣yj+1−0
yj+0 =

=
∑
j∈J

(
u(yj − 0)if(yj − 0)− if(yj + 0)u(yj + 0)

)
= (Gf,Γu)H.

В силу предложений 4.1.2 и 4.1.3 операторы Γ и G ограничены. Значит,
тройка {H, G,Γ} является граничной для пары операторов L0 ⊂ L∗

0.
Пусть f ∈ dom (H∗

0) =W 2
2 (R \ Y ), тогда

GPran (L0)L
∗
0f(x) = G

if ′(x)− i
∑
j∈J

1

dj
(f(yj+1 − 0)− f(yj + 0))χj(x)

 =

=

{ (
−f ′(yj − 0) +

1

dj−1
(f(yj − 0)− f(yj−1 + 0)) ,
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f ′(yj + 0)− 1

dj
(f(yj+1 − 0)− f(yj + 0))

)
, j ∈ J.

}
Из теоремы 2.1.4 получаем утверждения (ii) и (iii).

Другая граничная тройка для H∗
0 была предложена в [18] и [81].

5.2 m-аккретивные гамильтонианы соответствующие конечному
числу δ′ взаимодействий

Пусть Y = {y1, y2, ..., ym} ⊂ R. Рассмотрим линейный оператор A′ опре-
деленный формулами (5.3). Пусть F , как и выше, преобразование Фурье и
Â′ = FA′F−1. Обозначим ej(p) = p

exp(−ipyj)
1+p4 , j = 1, ...,m, тогда

N̂F = (Â2 + I)−1Φ̂ = span {e1(p), ..., em(p)},
M̂F = span {p2e1(p), ..., p2em(p)}.

Сопряженный оператор Â′∗ имеет следующий вид:

dom (Â′∗) = dom (Â′)u N̂F u M̂F = Ĥ2(R)u M̂F ,

Â′∗(f̂(p) +
m∑
j=1

λjp
2ej(p)) = p2f̂(p)−

m∑
j=1

λjej(p),

f̂(p) ∈ Ĥ2(R), (λ1, ..., λm) ∈ Cm.

Поскольку
dom (Â′1/2) = Ĥ1(R) := L2(R, (p2 + 1)dp),

(Â′1/2f̂)(p) = |p|f̂(p), f̂(p) ∈ Ĥ1(R),
то

Â′−1/2ej(p) =
p exp(−ipyj)
|p|(1 + p4)

∈ Ĥ1(R), j = 1, ...,m.

Пусть φ̂ ∈ Φ̂, тогда φ̂(p) =
m∑
j=1

ajpe
−ipyj , aj ∈ C, j = 1, ...m. Поскольку

∫
R

∣∣∣∣∣ m∑j=1

ajpe
−ipyj

∣∣∣∣∣
2

|p|2(p2 + 1)
dp ≤ π

∣∣∣∣∣
m∑
j=1

aj

∣∣∣∣∣
2

<∞,

то φ̂ ∈ Â1/2Ĥ−1, то есть Φ̂ ⊂ Â1/2Ĥ−1. Следовательно, по теореме 1.5.2 опе-
раторы Â′ и Â′

K трансверсальны и N̂F = N̂0 = N̂F ∩ ran (Â′1/2). Пусть

W0 = ||ωkj||mk,j=1, G = ||gkj||mk,j=1,
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где
gkj = (ek(p), ej(p))+ =

∫
R

|p|2e−ip(yk−yj)

1+p4 dp =

= π√
2
exp(− |yk−yj |√

2
)(cos

|yk−yj |√
2

− sin
|yk−yj |√

2
),

и
ωkj = (A

1/2
F ek(p), A

1/2
F ej(p)) + (A

−1/2
F ek(p), A

−1/2
F ej(p)) =

=
∫
R

e−ip(yk−yj)

1+p4 dp = π√
2
exp(− |yk−yj |√

2
)(cos

|yk−yj |√
2

+ sin
|yk−yj |√

2
).

По предложению 3.2.1 мы получаем описание в импульсном виде 1) всех
m-аккретивных квази-самосопряженных расширений Ã оператора Â′, 2) всех
m-секториальных квази-самосопряженных расширений Ã оператора Â′:

dom (Ã) =

{
φ̂(p) +

m∑
j=1

λjej(p) +
m∑

k,j=1

ukjλkp
2ej(p)

}
,

φ̂(p) ∈ dom (A), (λ1, ..., λm) ∈ Cm,

Ã

(
φ̂(p) +

m∑
j=1

λjej(p) +
m∑

k,j=1

ukjλkp
2ej(p)

)
=

= p2φ̂(p) +
m∑
j=1

λjp
2ej(p)−

m∑
k,j=1

ukjλkej(p),

где матрицы U = ||ukj||mk,j=1 удовлетворяют соответственно условиям:

1)UG + GU∗ ≥ 2UW0U∗,

2)

{
tgα · (UG + GU∗) + i(UG − GU∗) ≥ 2tgα · UW0U∗,

tgα · (UG + GU∗)− i(UG − GU∗) ≥ 2tgα · UW0U∗.

В случае одноточечного взаимодействия, m = 1, мы получаем:

dom (Ã) =
{
φ̂(p) + λ (1+up2) exp(−ipy)

1+p4

}
,

Ã
(
φ̂(p) + λ (1+up2) exp(−ipy)

1+p4

)
= p2φ̂(p) + λp (p

2−u) exp(−ipy)
1+p4 ,

φ̂(p) ∈ dom (A), λ ∈ C, y ∈ R,
(Reu− 1

2)
2 + (Imu)2 ≤ 1

4 - для m-аккретивных расширений,
(Reu− 1

2)
2 + (Imu± ctgα

2 )2 ≤ 1
4 sin2 α

- для m-секториальных расширений.

Проводя обратные преобразования Фурье, получаем:

F−1ej(p) = gj(x) =
1√
2π

∫
R

p exp(ip(x−yj))
1+p4 dp =

= i
√

π
2 exp

(
− |x−yj |√

2

)
sin
(
|x−yj |√

2

)
,

101



F−1AFej(p) = hj(x) =
1√
2π

∫
R

p3 exp(ip(x−yj))
1+p4 dp =

= i
√

π
2 exp

(
− |x−yj |√

2

)
cos
(
|x−yj |√

2

)
.

Теорема 5.2.1. Пусть оператор A′ задан формулами (5.3). Тогда следую-
щие формулы

dom (Ã′) =

{
f0(x) +

m∑
j=1

λjgj(x) +
m∑

k,j=1

ukjλkhj(x)

}
,

f0(x) ∈ dom (A′), (λ1, ..., λm) ∈ Cm,

Ã′

(
f0(x) +

m∑
j=1

λjgj(x) +
m∑

k,j=1

ukjλkhj(x)

)
=

= − d2

dx2f0(x) +
m∑
j=1

λjhj(x)−
m∑

k,j=1

ukjλkgj(x),

описывают взаимно однозначное соответствие между

1) всеми m-аккретивными квази-самосопряженными расширениями Ã′

оператора A′ и всеми матрицами U = ||ukj||mk,j=1 удовлетворяющими
условию:

UG + GU∗ ≥ 2UW0U∗,

2) всеми m-секториальными квази-самосопряженными расширениями Ã′

оператора A′ и всеми матрицами U = ||ukj||mk,j=1 удовлетворяющими
условию: {

tgα · (UG + GU∗) + i(UG − GU∗) ≥ 2tgα · UW0U∗,

tgα · (UG + GU∗)− i(UG − GU∗) ≥ 2tgα · UW0U∗.

В случае одноточечного взаимодействия, m = 1:

dom (Ã′) =
{
f0(x) + λ exp

(
− |x−y|√

2

)(
sin |x−y|√

2
+ u cos |x−y|√

2

)}
,

f0(x) ∈ dom (A′), λ ∈ C, y ∈ R,
(Reu− 1

2)
2 + (Im u)2 ≤ 1

4 - для m-аккретивных расширений,
(Reu− 1

2)
2 + (Im u± cotα

2 )2 ≤ 1
4 sin2 α

для m-секториальных расширений

Ã′
(
f0(x) + λ exp

(
− |x−y|√

2

)(
sin |x−y|√

2
+ u cos |x−y|√

2

))
=

= − d2

dx2f0(x) + λ exp
(
− |x−y|√

2

)(
cos |x−y|√

2
− u sin |x−y|√

2

)
.
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Выводы к главе 5

В данном разделе исследуются свойства минимальных операторов Шрёдин-
гера A0, A′ и H0 с δ, δ′ и δ − δ′ потенциалами (5.2)-(5.4).

• Дано представление операторов A0, A′ и H0, и сопряженных к ним, в ди-
вергентной форме, и описаны их экстремальные расширения Фридрихса
и Крейна (также в дивергентной форме).

• При условии, что последовательность точек Y = {yj ∈ R, j ∈ J ⊆
Z} удовлетворяет условию (5.1), доказано, что системы дельта-функций
Дирака {δ(x − yj)}j∈J, {δ′(x − yj)}j∈J и {δ(x − yj), δ

′(x − yj)}j∈J, x ∈
R – образуют базисы Рисса в своих линейных оболочках в негативных
пространствах Соболева.

• Доказана трансверсальность расширений Крейна и Фридрихса, постро-
ены базисные граничные тройки и дано описание всех неотрицательных
самосопряженных расширений операторов A0, A′ и H0, соответственно, в
терминах граничных троек.

• Дано описание во внутренних терминах всех квази-самосопряженных m-
аккретивных и m-секториальных гамильтонианов соответствующих ко-
нечному числу δ′ взаимодействий на прямой.
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Глава 6
2D и 3D неотрицательные операторы Шрёдингера с точечными
взаимодействиями
Применяя подход описания неотрицательных самосопряженных расширений
неотрицательных симметрических операторов во внутренних терминах, пред-
ложенный Ю.Арлинским и Э.Цекановским [60], мы начинаем главу с опи-
сания всех неотрицательных гамильтонианов, соответствующих конечному
числу точечных взаимодействий на плоскости.

Далее, используя связь пространств СоболеваW 1
2 (Rd) иW 2

2 (Rd), d = 2, 3,

с гильбертовым пространством ℓ2, доказанную в 4 главе, мы показываем,
что системы дельта-функций Дирака {δ(x − y), y ∈ Y }, x ∈ Rd, где Y –
несходящаяся конечная или бесконечная последовательность точек в Rd, d =

2, 3, образуют базисы Рисса в своих линейных оболочках в пространствах
W−2

2 (Rd), соответственно.
Исходя из базисности Рисса систем дельта-функций Дирака, мы иссле-

дуем свойства дизъюнктности и трансверсальности расширений Фридрихса
(AY,d)F и Крейна (AY,d)K минимальных операторов Шрёдингера AY,d, d =

2, 3, определенных формулами (6.4). А именно, мы доказываем, что в двух-
мерном случае расширения Фридрихса и Крейна дизъюнктны, но не транс-
версальны, в трехмерном случае мы устанавливаем критерий трансверсаль-
ности расширений Фридрихса и Крейна.

В последней секции мы строим унифицированную конструкцию гранич-
ных троек для A∗

Y,d для обоих случаев d = 2 и d = 3, а также γ-поле и
функцию Вейля. Используя свойства функции Вейля мы даем еще одно до-
казательство свойств дизъюнктности и трансверсальности расширений Фри-
дрихса (AY,d)F и Крейна (AY,d)K , доказанных в предыдущей секции.

6.1 Неотрицательные 2D гамильтонианы соответствующие конеч-
ному числу точечных взаимодействий

Пусть Y = {y1, y2, ..., ym} ⊂ R2. Рассмотрим линейный оператор:

AY,2 = −∆, dom (AY,2) = {f ∈ W 2
2 (R2) : f(yj) = 0, j = 1, ...,m}. (6.1)

Оператор AY,2 является неотрицательным плотно определенным замкнутым
и симметрическим с индексами дефекта

⟨
m,m

⟩
. Его фридрихсово расшире-
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ние это свбодный гамильтониан:

dom (A2) = W 2
2 (R2), A2 = −∆.

Пусть F : L2(R2, dx) → L2(R2, dp) – преобразование Фурье:

f̂(p) = (Ff)(p) = lim
R→∞

1

2π

∫
|x|<R

f(x)e−ipxdx

В импульсном представлении мы получаем неотрицательный симметриче-
ский оператор ÂY,2 и его фридрихсово расширение Â2:

dom (ÂY,2) =

{
ĥ(p) ∈ L2(R2, dp) :

∫
R2

ĥ(p) exp(ipyj)dp = 0, j = 1, ...,m

}
,

(ÂY,2ĥ)(p) = |p|2ĥ(p), ĥ(p) ∈ dom (ÂY,2),

dom (Â2) = Ĥ2(R2) := L2(R2, (|p|4 + 1)dp),

(Â2ĥ)(p) = |p|2ĥ(p), ĥ(p) ∈ dom (Â2),

dom (Â
1/2
2 ) = Ĥ1(R2) := L2(R2, (|p|2 + 1)dp),

(Â
1/2
2 ĥ)(p) = |p|ĥ(p), ĥ(p) ∈ dom (Â

1/2
2 ).

Пусть
Φ̂2 = span {exp(−ipyj), j = 1, ...,m}

ej(p) =
exp(−ipyj)
1 + |p|4

, j = 1, ...,m,

и
γj(p) =

exp(−ipyj)− exp(−ipy1)
1 + |p|4

, j = 2, ...,m,

тогда

N̂F = span {e1(p), ..., em(p)}, M̂F = span {|p|2e1(p), ..., |p|2em(p)}.

Сопряженный оператор Â∗
Y,2 определяется следующим образом:

dom (Â∗
Y,2) = dom (ÂY,2)u N̂F u M̂F = Ĥ2(R2)u M̂F ,

Â∗
Y,2(f̂(p) +

m∑
j=1

λj|p|2ej(p)) = |p|2f̂(p)−
m∑
j=1

λjej(p),

f̂(p) ∈ Ĥ2(R2), (λ1, ..., λm) ∈ Cm.
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Поскольку
∫
R2

1+|p|2
|p|2(1+|p|4)2dp = 2π

∞∫
0

1+ρ2

ρ(1+ρ4)2dρ = ∞, то

Â
−1/2
2 ej(p) =

exp(−ipyj)
|p|(1 + |p|4)

/∈ H1(R2), j = 1, ...,m.

Далее, ∫
R2

|e−ipyj−e−ipy1|2
|p|2(1+|p|4)2 (1 + |p|2)dp =

∫
R2

|e−ip(yj−y1)−1|2
|p|2(1+|p|4)2 (1 + |p|2)dp =

= 2
π∫
0

dφ
∞∫
0

|e−iρ|yj−y1| cosφ−1|2
ρ(1+ρ4)2 (1 + ρ2)dρ =

= 2
π∫
0

dφ
∞∫
0

[
|e−iρ|yj−y1| cosφ−1|2

ρ(1+ρ4) +
|e−iρ|yj−y1| cosφ−1|2ρ(1−ρ2)

(1+ρ4)2

]
dρ ≤

≤ 2
π∫
0

dφ
∞∫
0

[
|e−iρ|yj−y1| cosφ−1|2

ρ(1+ρ4) + 4ρ|1−ρ2|
(1+ρ4)2

]
dρ ≤

≤ 8π + 2
π∫
0

dφ
∞∫
0

2−e−iρ|yj−y1| cosφ−eiρ|yj−y1| cosφ

ρ(1+ρ4) dρ =

= 8π + 4
π∫
0

dφ
∞∫
0

1−cos(ρ|yj−y1| cosφ)
ρ(1+ρ4) dρ =

= 8π + 4π
∞∫
0

1−J0(ρ|yj−y1|)
ρ(1+ρ4) dρ =

= 8π + 4π (ker (|yj − y1|) + γ − ln(2|yj − y1|)) ,

где [13] J0(z) = 1
π

π∫
0

cos(z cosx)dx – функция Бесселя, (цилиндрическая функ-

ция первого рода), и (см. [13])∫∞
0

J0(ax)−1
x(1+x4) dx =

∫∞
0

J0(ax)−1
x dx+

∫∞
0

x3

1+x4dx−
∫∞
0

x3J0(ax)
1+x4 dx =

= lim
R→∞

(
−

∞∫
R/a

J0(x)dx
x − γ − ln R

2a +
1
4 ln |1 +R4|

)
− ker (a) =

= ln(2a)− γ − ker (a),

ker (z) =
∞∫
0

x3J0(zx)

1 + x4
dx – обобщенная функция Кельвина [34, 13], γ – посто-

янная Эйлера.
Следовательно,

Â
−1/2
2 γi(p) =

e−ipyj − e−ipy1

|p|(1 + |p|4)
∈ Ĥ1(R2), j = 2, ...,m,

и
N̂0 = span {γ2(p), ..., γm(p)} ⊂ N̂F , dim (N̂0) = m− 1. (6.2)
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Таким образом, по теореме 1.5.2 расширения Фридрихса и Крейна не транс-
версальны, так как NF = (A2

2 + I)−1ΦY,2 * A
1/2
2 H1, более того, они не дизъ-

юнктны, ввиду (6.2) и теоремы 1.5.2.
Прямым вычислением, при k ̸= j, получаем:

ωkj = (Â
1/2
2 γk, Â

1/2
2 γj) + (Â

−1/2
2 γk, Â

−1/2
2 γj) =

=

∫
R2

(e−ipyk − e−ipy1)(eipyj − eipy1)

|p|2(1 + |p|4)
dp =

=

∫
R2

(e−ip(yk−yj) − 1)− (e−ip(y1−yj) − 1)− (e−ip(yk−y1) − 1)

|p|2(1 + |p|4)
dp =

=
π∫

−π
dφ

∞∫
0

e−i|yk−yj |ρ cosφ−1
ρ(1+ρ4) dρ−

π∫
−π
dφ

∞∫
0

e−i|yk−y1|ρ cosφ−1
ρ(1+ρ4) dρ−

−
π∫

−π
dφ

∞∫
0

e−i|yj−y1|ρ cosφ−1
ρ(1+ρ4) dρ =

= 2
π∫
0

dφ
∞∫
0

cos(|yk−yj |ρ cosφ)−1
ρ(1+ρ4) dρ− 2

π∫
0

dφ
∞∫
0

cos(|yk−y1|ρ cosφ)−1
ρ(1+ρ4) dρ−

−2
π∫
0

dφ
∞∫
0

cos(|yj−y1|ρ cosφ)−1
ρ(1+ρ4) dρ =

= 2π
∞∫
0

J0(ρ|yk−yj |)−1
ρ(1+ρ4) dρ− 2π

∞∫
0

J0(ρ|yk−y1|)−1
ρ(1+ρ4) dρ− 2π

∞∫
0

J0(ρ|yj−y1|)−1
ρ(1+ρ4) dρ =

= 2π
(
γ − ker (|yk − yj|) + ker (|yk − y1|)+

+ker (|yj − y1|) + ln
|yk−yj |

2|yk−y1||yj−y1|

)
.

При k = j:

ωkk = −4π
∞∫
0

J0(ρ|yk−y1|)−1
ρ(1+ρ4) dρ = −4π (ln(2|yk − y1|)− γ − ker (|yk − y1|)) .

Значит

ωkj =



2π

γ − ker (|yk − yj|) + ker (|yk − y1|) + ker (|yj − y1|)+

+ ln
|yk − yj|

2|yk − y1||yj − y1|

 , k ̸= j,

− 4π (ln(2|yk − y1|)− γ − ker (|yk − y1|)) , k = j,

k, j = 2, ...,m.
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Далее,

gkj = (γk, γj) + (Â∗
Y,2γk, Â

∗
Y,2γj) =

∫
R2

(e−ipyk−e−ipy1)(eipyj−eipy1)
1+|p|4 dp =

=


π2

2
+ 2π

∞∫
0

ρ(J0(ρ|yk − yj|)− J0(ρ|yk − y1|)− J0(ρ|yj − y1|))
1 + ρ4

dρ, k ̸= j,

π2 − 4π
∞∫
0

ρJ0(ρ|yk − y1|)
1 + ρ4

dρ, k = j,

=


π2

2
− 2π(kei (|yk − yj|)− kei (|yk − y1|)− kei (|yj − y1|)), k ̸= j,

π2 + 4πkei (|yk − y1|), k = j,

k, j = 2, ...,m,

где kei (z) = −
∞∫
0

xJ0(xz)
1+x4 dx – обобщенная функция Кельвина [34, 13]. Пусть

W = (ωkj)
m
k,j=2, V = W−1 = (vjk)

m
k,j=2 и

W−1
0 =


v22 ... vm2 0

... ... ... ...

v2m ... vmm 0

0 ... 0 0

 , G =


g22 ... g2m 0

... ... ... ...

g2m ... gmm 0

0 ... 0 0

 .

Проводя обратные преобразования Фурье, находим:

F−1γk(p) = gk(x) =
1

2π

∫
R2

e−ip(yk−x) − e−ip(y1−x)

1 + |p|4
dp =

=
∞∫
0

ρ(J0(ρ|yk−x|)−J0(ρ|y1−x|))
1+ρ4 dρ = kei (|x− y1|)− kei (|x− yk|),

F−1Â2γk(p) = hk(x) =
1
2π

∫
R2

|p|2(e−ip(yk−x)−e−ip(y1−x))
1+|p|4 dp =

=
∞∫
0

ρ3(J0(ρ|yk−x|)−J0(ρ|y1−x|))
1+ρ4 dρ = ker (|x− yk|)− ker (|x− y1|), k = 2, ...,m.

Теорема 6.1.1. Пусть оператор AY,2 задан формулами (6.1), тогда форму-
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лы

dom (ÃY,2) =

{
φ(x) +

m∑
j=2

λjgj(x) +
m∑

k,j=2

ukjλkhj(x)

}
,

ÃY,2

(
φ(x) +

m∑
j=2

λjgj(x) +
m∑

k,j=2

ukjλkhj(x)

)
=

= −∆φ(x) +
m∑
j=2

λjhj(x)−
m∑

k,j=2

ukjλkgj(x),

φ ∈ dom (AY,2), λk ∈ C, k = 2, ...,m,

устанавливают взаимно однозначное соответствие между всеми неотри-
цательными самосопряженными расширениями ÃY,2 оператора AY,2 и меж-
ду всеми матрицами U = (ukj)

m
k,j=2, удовлетворяющими условию:

0 ≤ UG ≤ GW−1
0 G.

Расширение ÃY,2 совпадает с расширением Крейна, если U = GW−1
0 .

6.2 Операторы Шрёдингера AY,d с δ потенциалом в Rd, d = 2, 3

6.2.1 Базисы Рисса δ(· − y) функций Дирака в W−2
2 (Rd), d = 2, 3

В дальнейшем W±1
2 (Rd), W±2

2 (Rd), (здесь и далее d = 2 или 3) – пространства
Соболева [4]. Тройки W 2

2 (Rd) ⊂ L2(Rd) ⊂ W−2
2 (Rd) и W 1

2 (Rd) ⊂ L2(Rd) ⊂
W−1

2 (Rd) – оснащенные гильбертовы пространства [4], т.е. гильбертово про-
странство W−2

2 (Rd) (W−1
2 (Rd)) – множество всех непрерывных антилинейных

функционалов на W 2
2 (Rd) (на W 1

2 (Rd)). Имеем цепочку гильбертовых про-
странств

W 2
2 (Rd) ⊂ W 1

2 (Rd) ⊂ L2(Rd) ⊂ W−1
2 (Rd) ⊂ W−2

2 (Rd).

Пусть Y = {yj}j∈N – счетное множество точек в Rd таких, что

inf{|yj − yk|, j ̸= k} =: d∗(Y ) > 0. (6.3)

Определим в гильбертовом пространстве L2(Rd) линейный оператор

AY,d := −∆, dom(AY,d) :=
{
f ∈ W 2

2 (Rd) : f(y) = 0, y ∈ Y
}
, (6.4)

где ∆ – оператор Лапласа в L2(Rd). Оператор AY,d – основа для исследо-
ваний гамильтонианов в Rd, соответствующих δ взаимодействиям [36], см.
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также [35, 37, 5, 60, 15, 76, 77, 18, 81, 87, 28, 10, 9]. AY,d – плотно определен-
ный замкнутый симметрический и неотрицательный оператор, являющийся
сужением самосопряженного неотрицательного оператора Ad (свободного га-
мильтониана) [36]:

Ad = −∆, dom(Ad) = W 2
2 (Rd). (6.5)

Как известно, функция δ(· − y) принадлежит W−2
2 (Rd) \ W−1

2 (Rd) при
любом y ∈ Rd [36]. Определим следующее подпространство в W−2

2 (Rd):

ΦY,d := span{δ(· − y), y ∈ Y } (замыкание в W−2
2 (Rd)). (6.6)

Тогда ΦY,d ∩ L2(Rd) = {0} [36], а область определения оператора AY,d можно
задать так

dom(AY,d) = {f ∈ W 2
2 (Rd) : (f, φ) = 0, φ ∈ ΦY,d}.

Оператор Ad заданный формулами (6.5) – неотрицательный и самосопря-
женный в H = L2(Rd). Положим

H+2 = dom(Ad) = W 2
2 (Rd), H+1 = dom(A

1/2
d ) = W 1

2 (Rd),

H−1 = W−1
2 (Rd), H−2 = W−2

2 (Rd), d = 2, 3,

||f ||k := ||f ||Hk
, f ∈ Hk, k = ±1,±2.

Мы докажем, что система дельта-функций {δ(·−yj)}j∈N образует базис Рисса
подпространства ΦY,d.

Предложение 6.2.1. При условии (6.3) система дельта-функций {δ(x −
yj), x ∈ Rd}j∈N образует базис Рисса подпространства ΦY,d, d = 2, 3.

Доказательство. Пусть {aj, j ∈ N} ∈ ℓ2(N) и f =
n∑
j=1

ajδ(· − yj), тогда

∥∥∥∥∥
n∑
j=1

ajδ(· − yj)

∥∥∥∥∥
2

−2

= sup
∥g∥2=1

|(f, g)|2 = sup
∥g∥2=1

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

ajg(yj)

∣∣∣∣∣
2

.

Из предложения 4.2.1 следует, что существует такая функция g(x) ∈ W 2
2 (Rd),

что g(yj) = 1
γ(α)

aj
∥a∥ , ∀j ∈ N и ||g||2 = 1. Тогда

sup
∥g∥2=1

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

ajg(yj)

∣∣∣∣∣
2

≥

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

aj
1

γ(α)

aj
∥a∥

∣∣∣∣∣
2

=
1

γ2(α)

n∑
j=1

|aj|2.
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С другой стороны

sup
∥g∥2=1

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

ajg(yj)

∣∣∣∣∣
2

≤
n∑
j=1

|aj|2 sup
∥g∥2=1

n∑
j=1

|g(yj)|2.

Если g ∈ W 2
2 (Rd), то g⃗ := {g(yj), j ∈ N} ⊂ ℓ2(N), см. [36, с. 213,398].

Пусть G – ограниченная область в Rd c один раз кусочно непрерывно
дифференцируемой границей Γ, тогда согласно теореме вложения [4] при
0 ≤ k < l − d/p пространство W l

p(G) непрерывно вложено в Ck(G ∪ Γ) и
выполняется неравенство

||f ||Ck(G∪Γ) ≤ c||f ||W l
p(G)

, c > 0, f ∈W l
p(G).

Пусть B(y, r) – шар с центром в точке y ∈ Rd и радиусом 0 < r < d∗(Y )/2.
Поскольку l = p = 2, то l − d/p = 0, 5 при d = 3 и l − d/p = 1 при d = 2,
тогда k = 0, |g(yj)| ≤ ||g||C(B(yj ,r)) ≤ c1||g||W 2

2 (B(yj ,r)) и

sup
||g||2=1

n∑
j=1

|g(yj)|2 ≤ sup
||g||2=1

n∑
j=1

||g||2C(B(yj ,r))
≤

≤
n∑
j=1

c21||g||2W 2
2 (B(yj ,r))

≤ c21||g||2W 2
2 (Rd)

= c21

Таким образом, при n→ ∞ мы получаем

∞∑
j=1

ajδ(· − yj) ∈ ΦY,d

и

c22
∑
j∈N

|aj|2 ≤

∥∥∥∥∥∥
∑
j∈N

ajδ(· − yj)

∥∥∥∥∥∥
2

−2

≤ c21
∑
j∈N

|aj|2.

Обозначим через F : L2(Rd, dx) → L2(Rd, dp) преобразование Фурье:

Ff = f̂(p) = lim
R→∞

(2π)−d/2
∫

|x|<R

f(x)e−ixpdx.

Тогда Ĥ = L2(Rd, dp). Пусть Â = FAF−1. Оператор Â действует в Ĥ и
унитарно эквивалентен оператору A. Пусть Ĥk := FHk, k = ±1,±2, Φ̂Y,d =
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FΦY,d. Определим также симметрический оператор ÂY,d := FAY,dF−1. Имеем

dom(Âk/2) = Ĥk =

f̂ ∈ L2(Rd, dp) :

∫
Rd

|f̂(p)|2(|p|2k + 1)dp <∞

 ,

(Âk/2f̂)(p) = |p|kf̂(p),

Ĥ−k =

{
f̂(p) :

f̂(p)

|p|2k + 1
∈ Ĥk

}
, ||f̂(p)||2−k =

∫
Rd

|f̂(p)|2

|p|2k + 1
dp,

dom(ÂY,d) =

f̂ ∈ Ĥ+2 :

∫
Rd

f̂(p)eipy = 0, y ∈ Y

 , (ÂY,df̂)(p) = |p|2f̂(p),

Φ̂Y,d = FΦY,d = span{e−ipy, y ∈ Y } замыкание в Ĥ−2,

N̂z(ÂY,d) = span

{
e−ipy

|p|2 − z
, y ∈ Y

}
, z ∈ C \ R+, k = 1, 2.

Предложение 6.2.2. Системы функций {e−ipyj}j∈N,
{
e−ipyj

|p|2+1

}
j∈N

и{
e−ipyj

(|p|2+1)2

}
j∈N

образуют базисы Рисса подпространств Φ̂Y,d, N̂−1(ÂY,d)

и (Âd + I)−1N̂−1(ÂY,d), соответственно.

Доказательство. Поскольку оператор F унитарно отображает H−2 на Ĥ−2,
то по предложению 6.2.1 система {e−ipyj}j∈N образует базис Рисса подпро-
странства Φ̂Y,d. Пусть N̂−1(ÂY,d) = ker(Â∗

Y,d + I), тогда

N̂−1(ÂY,d) = (Âd + I)−1Φ̂Y,d

и
{
e−ipyj

|p|2+1

}
j∈N

,
{

e−ipyj

(|p|2+1)2

}
j∈N

образуют базисы Рисса подпространств

N̂−1(ÂY,d) ⊂ Ĥ и (Âd + I)−1N̂−1(ÂY,d), соответственно.

Предложение 6.2.3. Пусть операторы AY,d, d = 2, 3, определены форму-
лами (6.4) и пусть Y удовлетворяет условию (6.3). Тогда

Nz(AY,3) = span
{
φ
(3)
k,z(x) :=

ei
√
z|x−yk|

|x−yk| , k ∈ N
}
,

(−∆− zI)−1Nz(AY,3) = span
{
τ
(3)
k,z (x) :=

iei
√
z|x−yk|

2
√
z

, k ∈ N
}
,

z ∈ C \ [ 0,+∞), Im
√
z ≥ 0,

(6.7)
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и
Nz(AY,2) = span

{
φ
(2)
k,z(x) :=

πi
2H

(1)
0 (

√
z|x− yk|), k ∈ N

}
,

(−∆− zI)−1Nz(AY,2) =

= span
{
τ
(2)
k,z (x) :=

π|x−yk|
4i
√
z
H

(1)
1 (

√
z|x− yk|), k ∈ N

}
,

z ∈ C \ [ 0,+∞), Im
√
z ≥ 0,

(6.8)

где H(1)
0 (z), H

(1)
1 (z) функции Ханкеля [34].

Доказательство. По предложению 6.2.2 системы функций {e−ipyj}, { e
−ipyj

|p|2−z} и

{ e−ipyj

(|p|2−z)2}, j ∈ N, z ∈ C\ [ 0,+∞), Im
√
z ≥ 0, образуют базисы Рисса подпро-

странств Φ̂Y,d, N̂−1(ÂY,d) и (−∆̂ + I)−1N̂−1(ÂY,d), соответственно. Применяя
обратное преобразование Фурье, мы получим (6.7) и (6.8) (см. [36]).

Замечание 6.2.4. В [86, теорема 3.8] доказано, что условие (6.3) являет-
ся необходимым, чтобы системы

{
φ
(3)
k,z(x)

}
и
{
φ
(2)
k,z(x)

}
были базисами в

Nz(AY,3) и Nz(AY,2), соответственно.

Замечание 6.2.5. Далее, мы будем использовать следующие обозначения
(для случая z = −1)

φ
(d)
k (x) := φ

(d)
k,−1(x) и τ

(d)
k (x) := τ

(d)
k,−1(x). (6.9)

Лемма 6.2.6. Пусть функции φ
(d)
j (·) и τ

(d)
j (·) заданы формулами (6.9) и

пусть

Ld :=
(
τ
(d)
j (yk)

)
k,j∈N

, (6.10)

Kd :=


0 . . . φ

(d)
j (yk) . . .

. . . 0 . . .

φ
(d)
k (yj) . . . 0

... . . .


k,j∈N

. (6.11)

Тогда матрицы Ld и Kd определяют ограниченные самосопряженные опера-
торы в ℓ2.

Доказательство. Резольвента (−∆ − zI)−1 яляется интегральным операто-
ром с ядром [36]

G(3)
z (x) =

ei
√
z|x|

4π|x|
, x ̸= 0, x ∈ R3,
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и

G(2)
z (x) =

{
i
4H

(1)
0 (

√
z|x|), x ̸= 0,

0, x = 0,
x ∈ R2.

Поскольку (−∆ + I)−1φ
(d)
j (x) = τ

(d)
j (x), то τ (d)j (x) =

∫
Rd

G
(d)
−1(x − t)φ

(d)
j (t)dt, а

значит

τ
(3)
j (yk) =

1

2
e−|yk−yj | =

1

4π

∫
R3

e−|yk−t|

|yk − t|
e−|yj−t|

|yj − t|
dt =

1

4π

(
φ
(3)
k , φ

(3)
j

)
L2(R3)

и
τ
(2)
j (yk) =

−π|yj−yk|
4 H

(1)
1 (i|yk − yj|) =

=
∫
R2

i
4H

(1)
0 (i|yk − t|)πi2H

(1)
0 (i|yj − t|)dt = 2

π

(
φ
(2)
k , φ

(2)
j

)
L2(R2)

.

Мы получили, что

Ld =
(
τ
(d)
j (yk)

)
j,k∈N

= qd

(
(φ

(d)
k , φ

(d)
j )
)
j,k∈N

,

где q2 = 2
π в случае R2 и q3 = 1

4π в случае R3.
Пусть f ∈ N−1(AY,d), так как {φ(d)

j (x), j ∈ N} образуют базис Рисса
подпространства N−1(AY,d), то f(x) =

∑
j∈N

cjφ
(d)
j (x), c = {cj, j ∈ N} ∈ ℓ2(N)

и ∀c ∈ ℓ2(N) выполняется неравенство

∥f∥2L2(Rd) =
∑
j,k∈N

(φ
(d)
k , φ

(d)
j )ckcj = (Ldc, c)ℓ2(N) ≤ C

∑
j∈N

|cj|2 <∞.

Следовательно, Ld – ограниченный оператор в ℓ2(N).
Так как, φ(d)

j (yk) ∼ τ
(d)
j (yk)

|yj−yk| , j ̸= k, то |φ(d)
j (yk)| ≤ C|τ (d)j (yk)|, j ̸= k для

достаточно больших значений j и k. Значит, Kd – ограниченынй оператор в
ℓ2(N).

Замечание 6.2.7. Пусть Y из Rd удовлетворяет условию (6.3), F = {fk :=
ei(·,yk)}∞k=1, yk ∈ Y . В [86] доказана эквивалентность следующих утвержде-
ний:

(i) матрица Грама
GrF = ((fk, fj)L2(Rd;µ))k,j∈N

определяет ограниченый оператор на ℓ2(N),

114



(ii) существует положительная постоянная C такая, что для любого m и
для любого набора комплексных чисел ξ1, . . . , ξm справедливо неравенство∥∥∥∥∥

m∑
j=1

ξjfj

∥∥∥∥∥
2

L2(Rd)

≤ C

m∑
j=1

|ξj|2.

6.2.2 Дизъюнктность и трансверсальность расширений Фридрих-
са и Крейна операторов AY,d

Теорема 6.2.8. Оператор Ad, определенный равенством (6.5), является
расширением по Фридрихсу оператора AY,d.

Мы даем два доказательства, первое предложено автором, а второе – про-
фессором Арлинским Ю.М.

Доказательство. Пусть φ̂ ∈ Φ̂Y,d, тогда по предложению 6.2.2

φ̂(p) =
∑
j∈N

cje
−ipyj , c⃗ = {cj, j ∈ N} ⊂ ℓ2(N).

Функция φ̂(p) ∈ Ĥ−1 тогда и только тогда, когда∫
Rd

|φ̂(p)|2

|p|2 + 1
dp =

∫
Rd

∞∑
j,k=1

cjck
e−ip(yj−yk)

|p|2 + 1
dp <∞.

Легко видеть, что
∫
Rd

dp
|p|2+1 = ∞. Пусть a ∈ R2, тогда

∫
R2

e−ipa

|p|2 + 1
dp =

{
p = (ρ cosφ, ρ sinφ), dp = ρdφdρ,

pa = ρ|a| cosφ, 0 ≤ φ ≤ 2π, 0 ≤ ρ <∞,

}
=

=

2π∫
0

dφ

∞∫
0

ρ cos(iρ|a| cosφ)
ρ2 + 1

dρ.

Поскольку (см. [34, c. 182]), J0(x) =
1

π

π∫
0

cos(x cos t)dt, то получаем

∫
R2

e−ipa

|p|2 + 1
dp = 2π

∞∫
0

ρJ0(ρ|a|)
ρ2 + 1

dρ,
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и, так как (см. [13, c. 692])
∞∫
0

xJ0(xz)

1 + x2
dx = K0(z), Rez > 0, и (см. [34, c. 196])

K0(z) =
πi

2
H

(1)
0 (iz), то

∫
R2

e−ip(yk−yj)

|p|2 + 1
dp = 2π

πi

2
H

(1)
0 (i|yk − yj|) = 2πφ

(2)
k (yj),

где k ̸= j и функции φ(2)
k (x) определены в (6.8), (6.9).

Пусть теперь a ∈ R3, тогда

∫
R3

e−ipa

|p|2 + 1
dp =


pa = ρ|a|u, u = cos θ, dp = ρ2dφdudρ,

p = (ρ sin θ cosφ, ρ sin θ sinφ, ρ cos θ)

0 ≤ θ ≤ π, −1 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ φ ≤ 2π, 0 ≤ ρ <∞

 =

=

2π∫
0

dφ

1∫
−1

du

∞∫
0

ρ2e−iρ|a|u

ρ2 + 1
dρ =

2πi

|a|

∞∫
0

ρ(e−iρ|a| − eiρ|a|)

ρ2 + 1
dρ =

4πi

|a|

∞∫
0

ρ sin(ρ|a|)
ρ2 + 1

dρ.

Так как (см. [13, c. 420]),
∞∫
0

x sin(ax)

1 + x2
dx = π

2e
−a, a > 0, то

∫
R3

e−ip(yk−yj)

|p|2 + 1
dp = 2π2

e−|yk−yj |

|yk − yj|
= 2π2φ

(3)
k (yj),

где k ̸= j и функции φ(d)
k (x) определены в (6.7), (6.9).

Тогда ∫
Rd

∑
j,k ̸=j

cjck
e−ip(yj−yk)

|p|2 + 1
dp = 2πd−1(Kdc⃗, c⃗)ℓ2(N).

В силу леммы 6.2.6, оператор Kd является ограниченым на ℓ2(N). Значит для
любого φ̂(p) из Φ̂Y,d ∫

Rd

|φ̂(p)|2

|p|2 + 1
dp = +∞.

Значит, ΦY,d ∩H−1 = {0}, следовательно по предложению 1.5.1 оператор Ad

является расширением по Фридрихсу оператора AY,d.
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Доказательство. (Предложено Арлинским Ю.М.) Докажем, что

ΦY,d ∩W−1
2 (Rd) = {0}. (6.12)

Отметим, что δ(· − y) ∈ W−2
2 (Rd) \W−1

2 (Rd) [36].
Допустим, что существует c⃗ = {cj} ∈ ℓ2(N) и

µ(x) =
∞∑
j=1

cjδ(x− yj) ∈ W−1
2 (Rd).

Тогда, µ(x) порождает линейный непрерывный функционал µ на W 1
2 (Rd) по

формуле [4]
µ[f ] = (f(·), µ(·))L2(Rd), f ∈ W 1

2 (Rd).

Кроме того, также по теореме Рисса

µ[f ] = (f(·), φ(·))W 1
2 (Rd) =

∫
Rd

f(x)φ(x)dx+
∫
Rd

(∇f)(x)(∇φ)(x)dx =

= (f(·), φ(·))L2(Rd) + ((∇f)(·), (∇φ)(·))L2(Rd) ,

где φ ∈ W 1
2 (Rd).

В частности, для любого f ∈ W 2
2 (Rd) имеем

µ[f ] = (f(·), µ(·))L2(Rd) =
∞∑
j=1

cj f(yj) =

=
∫
Rd

f(x)φ(x)dx+
∫
Rd

(∇f)(x)(∇φ)(x)dx.
(6.13)

Определим функцию

ωh(t) =

{
e−

h2

h2−t2 , |t| ≤ h

0, |t| ≥ h
.

Тогда 0 < ωh(t) ≤ e−1 и
dωh(t)

dt
= −

2h2t

(h2 − t2)2
e−

h2

h2−t2 = −
2h4

(h2 − t2)2
e−

h2

h2−t2
t

h2
.

Отсюда ∣∣∣∣∣∣dωh(t)dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ Ah−1, A = 4e−2.

Пусть x ∈ Rd, d = 2, 3, ωh(x) = ωh(|x|). Тогда ωh(x) ∈ C∞
0 (Rd), suppωh =

{x ∈ Rd : |x| ≤ h}, 0 < ωh(x) ≤ e−1, (∇ωh)(x) =
dωh(|x|)
d |x|

x

|x|
, |∇ωh(x)| ≤

Ah−1.
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Кроме того

∥ωh(· − yj)∥L2(Rd) =

∫
Rd

|ωh(x− yj)|2 dx

1/2

≤


1

e

√
π h, d = 2

1

e

√
4π

3

√
h3, d = 3

.

Поэтому
lim
h→0

∥ωh(· − yj)∥L2(Rd) = 0. (6.14)

Если d = 3, то

∥(∇ωh)(· − yj)∥L2(R3) =

∫
R3

|(∇ωh)(x− yj)|2 dx

1/2

≤ A

√
4π

3

√
h .

Отсюда
lim
h→0

∥(∇ωh)(· − yj)∥L2(R3) = 0. (6.15)

Если d = 2, то∣∣∣∣∣∫R2

(∇ωh)(x− yj)(∇φ)(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤
( ∫
|x−yj |≤h

|(∇ωh)(x− yj)|2 dx

)1/2

×

×

( ∫
|x−yj |≤h

|(∇φ)(x)|2 dx

)1/2

≤
√
Aπ

( ∫
|x−yj |≤h

|(∇φ)(x)|2 dx

)1/2

.

Поэтому, из абсолютной непрерывности интеграла Лебега, получаем

lim
h→0

((∇ωh)(· − yj), (∇φ)(·))L2(R2) = 0. (6.16)

Если fh(x) =
n∑
j=1

λj ωh(x− yj), то из (6.13) следует

1

e

n∑
j=1

cjλj =
n∑
j=1

λj (ωh(· − yj), φ(·))L2(R2) +
n∑
j=1

λj ((∇ωh)(· − yj), (∇φ)(·))L2(R2) .

Далее, учитывая (6.14), (6.15), (6.16), получаем

n∑
j=1

cjλj = 0.
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Поскольку последнее равенство верно для любого n и любого набора (λ1, λ2,

. . . , λn) и поскольку c = {cj} ∈ ℓ2(N), то cj = 0 ∀j. Это означает, что
µ(x) = 0, т.е. (6.12) имеет место. Последнее равенство влечет (AY,d)F = Ad

(см. предложение 1.5.1).

Замечание 6.2.9. В [86] равенство (AY,3)F = A3 доказано с использованием
свойств функции Вейля [70, 71].

Теорема 6.2.10. Расширения Фридрихса (AY,2)F (= Ad) и Крейна (AY,2)K

оператора AY,2 дизъюнктны, но не трансверсальны.

Доказательство. Перейдем к преобразованиям Фурье. Пусть φ ∈ Φ̂Y,2, тогда
по предложению 6.2.2 φ(p) =

∑
j∈N

aje
−ipyj , {aj, j ∈ N} ⊂ ℓ2(N). Пусть

hj(p) =
e−ipyj

|p|2 + 1
, j ∈ N.

По предложению 6.2.2 система функций {hj(p)}j∈N является базисом Рисса
в дефектном подространстве N̂−1 оператора ÂY,2. Поскольку

∫
R2

dp
|p|2(|p|2+1) =

+∞, то hj /∈ Â
1/2
2 Ĥ+1, j ∈ N. Поэтому, по теореме 1.5.2 расширения Фри-

дрихса Â2 и Крейна (ÂY,2)K оператора ÂY,2 не трансверсальны.
Рассмотрим линейное многообразие

L := span {gj(p) = hj(p)− hj+1(p), j ∈ N} .

Так как любой вектор из L имеет конечное число ненулевых координат отно-
сительно базиса {hj(p)}j∈N и сумма координат равна нулю, то L всюду плотно
в N̂−1. Очевидно, что

∫
R2

|e−ipyj−e−ipyj+1 |2dp
|p|2(|p|2+1) =

∫
R2

|e−ip(yj−yj+1)−1|2dp
|p|2(|p|2+1) . Пусть a ∈ R2,

тогда ∫
R2

|e−ipa − 1|2dp
|p|2(|p|2 + 1)

=

2π∫
0

dφ

∞∫
0

∣∣e−iρ|a| cosφ − 1
∣∣2

ρ(ρ2 + 1)
dρ =

= 4

π∫
0

dφ

∞∫
0

1− cos(ρ|a| cosφ)
ρ(ρ2 + 1)

dρ = 4π

∞∫
0

1− J0(ρ|a|)
ρ(ρ2 + 1)

dρ,

так как

J0(z) =
1

π

π∫
0

cos(z cosx)dx.
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Далее
∞∫
0

1− J0(ρ|a|)
ρ(ρ2 + 1)

dρ =

∞∫
0

1− J0(ρ|a|)
ρ

dρ+

∞∫
0

ρJ0(ρ|a|)
ρ2 + 1

dρ−
∞∫
0

ρ

ρ2 + 1
dρ.

Поскольку (см. [13, c. 692])
∞∫
0

ρJ0(ρ|a|)
ρ2+1 dρ = K0(|a|), и (см. [34, c. 299])

x∫
0

1−J0(t)
t dt =

∞∫
x

J0(t)dt
t + γ + ln x

2 , то

∞∫
0

1− J0(ρ|a|)
ρ(ρ2 + 1)

dρ = K0(|a|)+

+ lim
x→+∞

 ∞∫
x

J0(ρ|a|)
ρ

dρ+ γ + ln
x

2
− 1

2
ln(x2 + 1)

 = K0(|a|) + γ.

Таким образом,∫
R2

|e−ipyj − e−ipyj+1|2dp
|p|2(|p|2 + 1)

= 4π(γ +K0(|yj − yj+1|)) <∞,

где γ – постоянная Эйлера и K0(z) =
πi
2H

(1)
0 (iz) – цилиндрическая функция

мнимого аргумента. Это означает, что gj(p) ∈ Â
1/2
2 Ĥ+1 для любого j ∈ N.

Отсюда следует, что L ⊂ Â
1/2
2 Ĥ+1. В силу теоремы 1.5.2 получаем, что Â2 и

(ÂY,2)K дизъюнктны. Используя унитарную эквивалентность, получаем дизъ-
юнктность A2 и (AY,2)K .

Теорема 6.2.11. Пусть

Mjk =

{
1−e−|yk−yj |

|yk−yj | , j ̸= k,

1, j = k.
(6.17)

Расширения Фридрихса и Крейна оператора AY,3 дизъюнктны. Они транс-
версальны тогда и только тогда, когда оператор M , определенный матри-
цей ∥Mjk∥j,k, ограничен на ℓ2(N).

Доказательство. Перейдем к преобразованиям Фурье. По предложению
6.2.2

φ ∈ Φ̂Y,3 ⇐⇒ φ(p) =
∑
j∈N

cje
−ipyj , c⃗ = {cj, j ∈ N} ⊂ ℓ2(N)
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Отметим, что

g(p) :=
φ(p)

|p|2 + 1
=
∑
j∈N

cje
−ipyj

|p|2 + 1
∈ (Â3 + I)−1Φ̂Y,3 = N̂−1(ÂY,3).

Кроме того,
∥∥∥ e−ipyj

|p|(|p|2+1)

∥∥∥2
Ĥ+1

=
∫
R3

1
|p|2(|p|2+1)dp = 2π2 < ∞. Это означает, что

для любого j ∈ N, e−ipyj

|p|2+1 ∈ Â
1/2
3 Ĥ+1. Так как линейная оболочка системы

функций
{
e−ipyj

|p|2+1

}
j∈N

плотна в N̂−1(ÂY,3), то по теореме 1.5.2 операторы Â3K

и Â3F дизъюнктны.
Допустим, что они трансверальны. Тогда по теореме 1.5.2 справедли-

во включение N̂−1(ÂY,3) ⊂ Â
1/2
3 Ĥ+1. Оператор Â

1/2
3 непрерывно действу-

ет из Ĥ+1 в Ĥ = L2(R3, dp). Поэтому Â
−1/2
3 – замкнутый оператор из Ĥ

в Ĥ+1. Поскольку N̂−1(ÂY,3) является подпространством в Ĥ (замкнутым
линейным многообразием), то по теореме о замкнутом графике сужение
Â

−1/2
3 � N̂−1(ÂY,3) – ограниченный оператор из Ĥ в Ĥ+1, т.е.

||Â−1/2
3 g||2

Ĥ+1
≤ γ||g||2, ∀g ∈ N̂−1(ÂY,3).

Но N̂−1(ÂY,3) = (Â3 + I)−1Φ̂Y,3, причем оператор

(A3 + I)−1 � Φ̂Y,3

непрерывно действут из Ĥ−2 в Ĥ, т.е.∥∥∥(Â3 + I)−1φ
∥∥∥2
Ĥ
≤ C ∥φ∥2

Ĥ−2
∀φ ∈ Φ̂Y,3.

Таким образом, для

g(p) = (Â3 + I)−1φ(p) =
φ(p)

|p|2 + 1
, Â

−1/2
3 g(p) =

φ(p)

|p|(|p|2 + 1)

с учетом того, что
{
e−ipyj

}
j∈N – базис Рисса в Φ̂Y,3, имеем

||Â−1/2
3 g||2

Ĥ+1
=
∫
R3

|φ(p)|2
|p|2(|p|2+1)dp, ||g||2 =

∫
R3

|φ(p)|2
(|p|2+1)2dp, ||φ||2

Ĥ−2
≤ C

∑
j∈N

|cj|2.

Это влечет

∫
R3

∣∣∣∣∣∑j∈N cje−ipyj
∣∣∣∣∣
2

|p|2(|p|2 + 1)
dp ≤ C

∑
j∈N

|cj|2, (6.18)
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при любом выборе c⃗ = {cj, j ∈ N} ⊂ ℓ2(N). Раскрывая формально числитель,

мы получаем

∣∣∣∣∣∑j∈N cje−ipyj
∣∣∣∣∣
2

=
∑
j,k∈N

cjcke
ip(yk−yj). Поскольку (см. [13, стр. 422])

∞∫
0

sin ρ|a|dρ
ρ(ρ2+1) = 1−e−|a|

|a| , то ∫
R3

eipa

|p|2(|p|2 + 1)
dp =

=


pa = ρ|a|u, u = cos θ, dp = ρ2dφdudρ,

p = (ρ sin θ cosφ, ρ sin θ sinφ, ρ cos θ)

0 ≤ θ ≤ π, −1 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ φ ≤ 2π, 0 ≤ ρ <∞

 =

=

2π∫
0

dφ

1∫
−1

du

∞∫
0

eiρ|a|u

ρ2 + 1
dρ =

2π

i|a|

∞∫
0

eiρ|a| − e−iρ|a|

ρ(ρ2 + 1)
dρ =

=
4π

|a|

∞∫
0

sin ρ|a|dρ
ρ(ρ2 + 1)

= 2π2
1− e−|a|

|a|
.

Следовательно,

∫
R3

∣∣∣∣∣∑j∈N cje−ipyj
∣∣∣∣∣
2

|p|2(|p|2 + 1)
dp = 2π2

∞∑
k=1

|ck|2 + 2π2
∑
j ̸=k

1− e−|yk−yj |

|yk − yj|
cjck =

= lim
n→∞

2π2
n∑

j,k=1

Mjkcjck,

(6.19)

где Mjk определены равенствами (6.17). Таким образом

∫
R3

∣∣∣∣∣∑j∈N cje−ipyj
∣∣∣∣∣
2

|p|2(|p|2 + 1)
dp = lim

n→∞
2π2

n∑
j,k=1

Mjkcjck ≤ C
∞∑
j=1

|cj|2.

Теперь (6.18), (6.19) влечет

0 <
n∑

j,k=1

Mjkcjck ≤ C
n∑
j=1

|cj|2,

122



для любого c⃗ ∈ ℓ2(N), c⃗ ̸= 0 и для любого n ∈ N. Это означает, что M–
ограниченный самосопряженный и неотрицательный оператор в ℓ2(N) (см.
[3, Глава II, стр. 88–94]).

Исходя из ограниченности оператора M в ℓ2(N) и проводя рассуждения в
обратном порядке, мы получим, что расширения Фридрихса и Крейна транс-
версальны.

6.2.3 Граничные тройки и функция Вейля для A∗
Y,d

Предложение 6.2.12. Пусть Y бесконечное множество точек удовлетво-
ряющее условию (6.3) и пусть AY,d оператор определенный формулами (6.4).
Тогда

dom(A∗
Y,d) =

f = f0 +
∑
j∈N

afjφ
(d)
j (x) +

∑
j∈N

bfjτ
(d)
j (x),

a⃗f := {afj}j∈N, b⃗f := {bfj}j∈N ∈ ℓ2(N)

 ,

A∗
Y,df = −∆f0 −

∑
j∈N

afjφ
(d)
j (x) +

∑
j∈N

bfj

(
φ
(d)
j (x)− τ

(d)
j (x)

)
,

(6.20)

где функции φ
(d)
j (x) и τ (d)j (x) определены формулами (6.9) и f0 ∈ dom(AY,d).

Доказательство. Пусть A замкнутый плотно определенный симметрический
оператор на H, оператор Ã – самосопряженное расширение оператора A и
(−1) ∈ ρ(Ã), тогда (см., например [8]):

dom(A∗) = dom(A)uN−1 u (Ã+ I)−1N−1,

A∗(f0 + f1 + f2) = Af0 − f1 + Ãf2,

где f0 ∈ dom(A), f1 ∈ N−1 и f2 ∈ (Ã+ I)−1N−1.
По предложению 6.2.3 справедливо равенство τ (d)j = (−∆+I)−1φ

(d)
j , тогда

−∆τ
(d)
j = −∆(−∆+ I)−1φ

(d)
j = φ

(d)
j − (−∆+ I)−1φ

(d)
j = φ

(d)
j − τ

(d)
j и получаем

(6.20).

В следующем предложении мы дадим унифицированную конструкцию
граничных троек для оператора A∗

Y,d для обоих случаев R2 и R3. Другая
граничная тройка для оператора A∗

Y,3 была предложена в [86].
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Предложение 6.2.13. Пусть H = ℓ2(N) и пусть линейные операторы

Gd,Γ
′
d,Γd : dom(A∗

Y,d) → H

определены следующим образом:

Gdf =

{
lim
x→yk

f(x)

φ
(d)
k (x)

}
k∈N

= {afk}k∈N,

Γ′
df =

{
lim
x→yk

(
f(x)−

∑
j

afjφ
(d)
j (x)

)}
k∈N

= Ld⃗bf =

{∑
j

bfjτ
(d)
j (yk)

}
k∈N

,

Γdf =

{
lim
x→yk

(
f(x)− afkφ

(d)
k (x)

)}
k∈N

= Kda⃗f + Ld⃗bf =

=

{∑
j ̸=k

afjφ
(d)
j (yk) +

∑
j

bfjτ
(d)
j (yk)

}
k∈N

.

(6.21)
Тогда совокупности Π′

d = {H, Gd,Γ
′
d} и Πd = {H, Gd,Γd} являются гранич-

ными тройками для A∗
Y,d.

Доказательство. Пусть f и g из dom(A∗
Y,d), тогда, в силу предложения 6.2.12,

получим:

(A∗
Y,df, g)− (f,A∗

Y,dg) =
∑
j,k

bfjagkτ
(d)
j (yk)−

∑
j,k

afjbgkτ
(d)
j (yk),

(Γ′
df,Gdg)H − (Gdf,Γ

′
dg)H =

∑
j,k

bfjagkτ
(d)
j (yk)−

∑
j,k

afjbgkτ
(d)
j (yk)

и

(Γdf,Gdg)H − (Gdf,Γdg)H =
∑
j,k ̸=j

afjagkφ
(d)
j (yk) +

∑
j,k

bfjagkτ
(d)
j (yk)−

−
∑
j,k

afjbgkτ
(d)
j (yk)−

∑
j,k ̸=j

afkagjφ
(d)
j (yk) =

∑
j,k

bfjagkτ
(d)
j (yk)−

∑
j,k

afjbgkτ
(d)
j (yk).

Значит, тождество Грина (1.21) выполняется. Более того,

lim
x→yk

f(x)

φ
(d)
k (x)

= lim
x→yk

(
f0(x)

φ
(d)
k (x)

+ afk+

+ 1

φ
(d)
k (x)

∑
j ̸=k

afjφ
(d)
j (x) + 1

φ
(d)
k (x)

∑
j

afjτ
(d)
j (x)

)
= afk,

lim
x→yk

(
f(x)−

∑
j

afjφ
(d)
j (x)

)
=
∑
j

bfjτ
(d)
j (yk),
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lim
x→yk

(
f(x)− afkφ

(d)
k (x)

)
=
∑
j ̸=k

afjφ
(d)
j (yk) +

∑
j

bfjτ
(d)
j (yk),

следовательно формулы (6.21) справедливы. Исходя из леммы 6.10 отобра-
жения Γd : x 7→ {Gdx,Γdx} и Γ′

d : x 7→ {Gdx,Γ
′
dx} являются сюръекциями

из dom(A∗
Y,d) на ℓ2 × ℓ2.

Замечание 6.2.14. В [86, предложение 5.3] граничная тройка {H,Γ0,Γ1}
для оператора A∗

Y,3 определяется следующим образом: H = ℓ2(N),

Γ0f = { lim
x→yk

f(x)|x− yk|}∞1 = a⃗f ,

Γ1f = { lim
x→yk

(f(x)− afk|x− yk|−1)}∞1 = T0a⃗f + T1⃗bf ,

где T0 = K3 − I, T1 = L3, а a⃗f , b⃗f ∈ ℓ2 определены в предложении 6.20.
Очевидно, ввиду эквивалентности φ(3)

k (x) ∼ 1
|x−yk|, при x→ yk, мы полу-

чаем Γ0f = G3f и Γ1f = Γ3f + Iaf .

Предложение 6.2.15. Пусть граничная тройка Πd = {H, Gd,Γd} задана
формулами (6.21), тогда γ-поле и функция Вейля M (d)(z) определяются сле-
дующим образом:

γ(d)(z)({a}) =
∑
j∈N

ajφ
(d)
j,z (x), (6.22)

M (d)(z)({a}) =

∑
j ̸=k

ajφ
(d)
j,z (yk) + ak lim

x→yk

(
φ
(d)
k,z(x)− φ

(d)
k (x)

)
k∈N

, (6.23)

{aj}j∈N ∈ ℓ2(N), z ∈ C \ [0,+∞), Im
√
z ≥ 0.

Оператор-функции M (d)(z) задаются матрицами (M
(d)
kj (z))k,j∈N, где

M
(3)
kj (z) =

{
i
√
z + 1, k = j,

ei
√
z|yk−yj |

|yk−yj | , k ̸= j,

M
(2)
kj (z) =

{
πi
2 − 1

2 ln z, k = j,
πi
2H

(1)
0 (

√
z|yk − yj|), k ̸= j.

(6.24)

Доказательство. Очевидно, γ-поле ограниченный оператор на ℓ2(N) и

Gdγ
(d)(z)({a}) =

{
ak lim

x→yk

φ
(d)
k,z(x)

φ
(d)
k (x)

}
k∈N

= {ak}k∈N,
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так как H
(1)
0 (z) ∼ 2i

π ln z, при z → 0 [34], то lim
x→yk

φ
(d)
k,z(x)

φ
(d)
k (x)

= 1. Тогда, из (1.25)

мы получаем (6.22).
Далее, из (6.22) и (6.21) получаем (6.23):

M (d)(z)({a}) = Γdγ
(d)(z)({a}) = Γd

(∑
j∈N

ajφ
(d)
j,z (x)

)
=

=

{∑
j ̸=k

ajφ
(d)
j,z (yk) + ak lim

x→yk

(
φ
(d)
k,z(x)− φ

(d)
k (x)

)}
k∈N

.

В случае R3:

lim
x→yk

(
φ
(3)
k,z(x)− φ

(3)
k (x)

)
= lim

x→yk

ei
√
z|x−yk| − e−|x−yk|

|x− yk|
= i

√
z + 1.

В случае R2:

lim
x→yk

(
φ
(2)
k,z(x)− φ

(2)
k (x)

)
= lim

x→yk

πi
2

(
H

(1)
0 (

√
z|x− yk|)−H

(1)
0 (i|x− yk|)

)
=

= lim
x→yk

(ln(i|x− yk|)− ln(
√
z|x− yk|)) = πi

2 − 1
2 ln z.

Функция Вейля M (d)(z) – ограниченный оператор при z ∈ ρ(AY,d), так как
Γd и γ(d)(z), z ∈ ρ(AY,d), ограниченные операторы.

Отметим, что γ(3)(z) = γ(z) и M (3)(z) = M(z) + I, где I единичная мат-
рица, M(z) и γ(z) - функция Вейля и γ-поле, соответственно, построенные
M. Маламудом и K. Шмюдгеном в [86].

Использую теорему 1.2.20 мы приходим к следующему утверждению (см.
[86, лемма 5.6, теорема 5.8]).

Следствие 6.2.16. Расширения A3 и (AY,3)K дизъюнктны. Они трансвер-
сальны в том и только том случае, если оператор M (3)(0) ограничен на
ℓ2(N). Самосопряженный оператор M (3)(0) ассоциирован с формой t:

t[c] =
∑
k,j ̸=k

1
|yj−yk|cjck + ∥c∥2ℓ2(N),

dom(t) =

{
c ∈ ℓ2(N) :

∑
k,j ̸=k

1
|yj−yk|cjck <∞

}
,

(M (3)(0)a, b) =
∑
k,j ̸=k

1
|yj−yk|ajbk +

∑
j

ajbj,

a ∈ dom(M (3)(0)) ⊂ dom(t), b ∈ dom(t).
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Дадим еще одно доказательство дизъюнктности, но не трансверсальности
расширений A2 и (AY,2)K (см. теорему 6.2.10).

Пусть ej = {ejk = δjk, k ∈ N} стандартный ортонормированный базис в
ℓ2(N). Тогда из (6.24) получаем

(M (2)(0)ej, ej) = lim
z↑0

(M (2)(z)ej, ej) = lim
z↑0

−1

2
ln(−z) = +∞.

Рассмотрим линейное многообразие S0 := span{fj = ej−ej+1} из ℓ2. Пусть
a ∈ S0, тогда для любого n0 ∈ N

(M (2)(0)a, a) =
∑

k,j≤n0
ajak lim

z↑0
(M (2)(z)fj, fk),

lim
z↑0

(M (2)(z)fj, fk) =

=


2 ln |yj − yj+1| − 2ψ(1)− 2 ln 2, k = j,

ln
|yj+2−yj |

|yj+2−yj+1| − ln |yj − yj+1|+ ln 2 + ψ(1), k = j + 1,

ln
|yj−1−yj+1|
|yj−1−yj | − ln |yj − yj+1|+ ln 2 + ψ(1), k = j − 1,

ln
|yj+1−yk|
|yj−yk| − ln

|yj+1−yk+1|
|yj−yk+1| , k ≤ j − 2 или k ≥ j + 2,

так как (см. [34])

πi
2H

(1)
0 (

√
z|yk − yj|) = J0(

√
z|yk − yj|)

(
πi
2 − 1

2 ln z + ln 2− ln |yk − yj|
)
+

+ψ(1) +
∞∑
s=1

(−1)sψ(s+1)
(s!)2

(
z|yk−yj |2

4

)s
,

где ψ(1) = −γ и γ постоянная Эйлера. Следовательно,

S0 ⊆ D :=

{
h ∈ ℓ2(N) : lim

z↑0
(M (2)(z)h, h) <∞

}
.

Линейное многообразие S0 плотно в ℓ2(N). Действительно, предположим, что
h ∈ ℓ2(N) и h ⊥ S0, тогда (h, a)ℓ2(N) = 0 для всех a ∈ S0, то есть

n0∑
j=1

(hj − hj+1)aj = 0,

тогда, hj = hj+1. Следовательно, h = 0 и линейное многообразие S0 плотно
в ℓ2. Значит, D плотно в ℓ2(N), но D ̸= ℓ2(N). По теореме 1.2.20 расширения
A2 и (AY,2)K дизъюнктны, но не трансверсальны.
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Замечание 6.2.17. В случае конечного числа точечных взаимодействий в
R3 расширения Фридрихса и Крейна трансверсальны [60]. В случае R2 рас-
ширения Фридрихса и Крейна не трансверсальны и dim(D[(AY,2)K ]/D[A2]) =

n − 1, где n – число точек в Y и если n = 1, то расширения Фридрихса и
Крейна совпадают (см. [35, 75, 76, 21]).

Выводы к главе 6

В шестой главе диссертации рассматриваются минимальные операторы Шрё-
дингера с точечными взаимодействиями на плоскости и в пространстве.

• Во внутренних терминах описаны все неотрицательные гамильтонианы
соответствующие конечному числу точечных взаимодействий на плоско-
сти.

• Доказано, что системы дельта-функций Дирака {δ(x − y), y ∈ Y }, x ∈
Rd, где Y – несходящаяся конечная или бесконечная последовательность
точек в Rd, d = 2, 3, образуют базисы Рисса в своих линейных оболочках
в пространствах W−2

2 (Rd), соответственно.

• Исследуются свойства дизъюнктности и трансверсальности расширений
Фридрихса (AY,d)F и Крейна (AY,d)K минимальных операторов Шрёдин-
гера AY,d, d = 2, 3, определенных формулами (6.4). Доказано, что в
двухмерном случае расширения Фридрихса и Крейна дизъюнктны, но
не трансверсальны, в трехмерном случае устанавлен критерий трансвер-
сальности расширений Фридрихса и Крейна.

• Унифицированно построена конструкция граничных троек для A∗
Y,d для

обоих случаев d = 2 и d = 3, а также вычислены γ-поле и функция Вейля.
Дано еще одно доказательство свойств дизъюнктности и трансверсально-
сти расширений Фридрихса (AY,d)F и Крейна (AY,d)K , используя свойства
функции Вейля.
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Выводы
В диссертации исследуются свойства неотрицательных симметрических опе-
раторов, а также исследуются свойства и описываютя их все неотрицатель-
ные самосопряженные или квази-самосопряженные расширения, в частности,
операторы Шрёдингера с дельта потенциалами.

Исследуются симметрические операторы в дивергентной форме и их неот-
рицательные самосопряженные расширения, в частности, расширения Фри-
дрихса и Крейна. Доказано, что каждый замкнутый плотно определенный
неотрицательный симметрический оператор, имеющий дизъюнткные неотри-
цательные самосопряженные расширения, допускает бесконечно много фак-
торизаций вида LL0, где L0 – замкнутый неотрицательный симметрический
оператор и L – его неотрицательное самосопряженное расширение. И дана
параметризация такой факторизации через дизъюнктные самосопряженные
расширения. Доказана возможность такой факторизации для неплотно опре-
деленного замкнутого неотрицательного симметрического оператора с беско-
нечными индексами дефекта, а в случае конечных индексов дефекта доказана
невозможность факторизации такого вида.

Приведена конструкция операторов L и L0, где L0 – замкнутый неотри-
цательный симметрический оператор и L – его неотрицательное самосопря-
женное расширение, таких, что dom (LL0) = {0}, в то время как оператор
L0L плотно определен.

Развивается подход Арлинского-Цекановского для описания всех квази-
самосопряженных m-аккретивных и m-секториальных расширений неотри-
цательного симметрического оператора во внутренних терминах. Дана па-
раметризация всех неотрицательных гамильтонианов, соответствующих ко-
нечному числу точечных взаимодействий на плоскости, m-аккретивних и
m-секториальных гамильтонианов, соответствующих конечному числу δ′-
взаимодействий на прямой.

В диссертации установлены определенные связи между пространствами
Соболева W 2

2 (Rd), d = 1, 2, 3, W 1
2 (R\Y ) и гильбертовым пространством ℓ2. С

помощью установленных связей доказана базисность Рисса дельта-функций
Дирака в своих линейных оболочках в негативных пространствах Соболева.

В дивергентной форме описаны экстремальные расширения Фридрихса и
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Крейна минимальных операторов Шрёдингера, соответствующих бесконеч-
ному или конечному числу точечных δ, δ′ и δ–δ′ взаимодействий на пря-
мой, доказана их трансверсальность, построены базисные граничные тройки
и описаны все неотрицательные гамильтонианы.

Доказана дизъюнктность и нетрансверсальность расширений Фридрихса
и Крейна минимального оператора Шрёдингера в случае бесконечного чис-
ла точечных взаимодействий на плоскости; дизъюнктность и дан критерий
трансверсальности в случае бесконечного числа точечных взаимодействий в
пространстве. Унифицированно построены базисные граничные тройки и вы-
числены функции Вейля для сопряженных операторов Шрёдингера в случае
точечных взаимодействий на плоскости и в пространстве.
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Anal. Oper. Theory. – 2012. – V.6. – P.677-718.
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57. Arlinskĭı Yu. On sectorial extensions of positive hermitian operators and
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